Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


Archiv 

der 

Mathematik  und  Physik 


mit  besonderer  Räcksicht 


auf  die  Bednrfiiisse  der  Iiehrer  an  höheren 

Unterrichtsanstalten. 


Herausgegeben 


Johann  August  Grunert, 

PrtftiiOT  u  CrafiviliL 


Siebenandzwanngster  TheÜ.         /,«  "^^VV 


Hit  naiiii   lithof^phirten  Tafeln. 


ereUkirald. 

C.  A.   Koch'i  Verlagsbncbbandlnng, 
Th.   Knnibe. 


Q/i  ix 


•  .  • ».  -  - 


»     • 


»    • 


•    •    . 

•    •     •  • 


,.' 


Inhaltsyeneidniiss  dm  siebemnidtwaiiBgBten  Theib. 


Arithmetik. 

Nr.  der 
Abhandlnog.  Heft.    Seite. 

I.    De  formula  integrati 

»  dx 


f 


Vb'x^  ^C'x^^D'x^E'  ' 


Attctore  ü»^.  Christ.   Fr.   Llndman,    Lect 

Strengneienel I.  1 

11.  Einige  Punkte  Gber  die  Bectfdiniung  der  Con- 
stanten, welche  hei  Integration  der  endlichen 
Differenienglelchnngen  eingehen.  \on  Herrn 
'  Dr.  G.  Zehfuts,  proiitoritcheni  Lehrer  der 
höheren  Mathematik  und  höheren  Ittechanik  an 
der  höheren  Gewerbschole  zn  Dar  in  ata  dt    •    .    I.  12 

VI11.  Auflösung  einer  linearen  Differensialgleichnng 
Bweiter  Ordoang  dorch  bestimmte  Integrale.  Von 
Herrn  Dr.  R.  Hoppe,   Pritatdocenten  an  der 

Universität  cn  Berlin I.  55 

XVI.  lieber  periodische  Decimalbräche.  Von  Herrn 
Dr.  W.  Stamm  er,  ordentlichem  Lehrer  an  der 
Realschule  zu  Düsseldorf 1.  194 

XVni.    Zur  Log^rithmenberechnnng.    Von.  Herrn  Tae- 

gert,  Lehrer  am  Gymnasium  zu  Cöslin  .    .    II.  132 

XXVI.  Die  Aufl&iluig  der  Gleiohongeii  dea  finften  and 
sechsteo  Grades  4uroh  Cenetractiea  nach  D«s- 
cartee^  in  etgontbünillclBer  DareleUling*  Von 
Mm  Heraaageber HL 


u 

Nr.  der 
Abhandlaog.  Heft.    Seite. 

XXVni.    De  «erie  iofinita 

(Ja  =     Ä     p^XlP. 

Aoctore  D*"«.  Ghrittiano  Fr.  Lindman,  Lect. 

Strengnesensi III.         291 

ILXXI.  Ueber  die  nach  der  dritten  Potenz  fortschreiten- 
den Reihen.  Von  Herrn  Dr.  O.  £.  Simon,  or- 
dentlichem Lehrer  .aiii  JoachimtbaladienGjnir 

nasinm   zu  Berlin    .     •     •     •    • III.        313 

XWV.    Eine  Lösung  der  Gleichungen  vom  dritten  und 
vierten   Grade    vermittelet   deseelben    Princips. 
Von  Herrn  Dr.  B.  Sommer  in  Coblenz  .    .    III.        354 
XXXVU.    Ueber  das  Integral 

Von  dem  Heraofsgeber   •'  • III.         362 

XXXVm.  Entwicklung  der  Torzüglicheten  Eigenschaften 
einiger  mit  den  goniometrischen  zunächst  ver- 
wandten Functionen.   Von  Herrn  Professor  Kn ar 

an  der  Universität  zu  Grat z .    IV.         365 

XXXDL.  Ueber  das  allgemeine  Gesetz  für  die  Bildung  der 
hohem  Aenderungsgesetze  einer  doppelten  Fun* 
ction.  Von  Herrn  Professor  G.  Decher  an  der 
polytechnischen  Schule  zu  Augsburg  •    .     .     IV«  471 

ILLII.    La  relaftion 

nn  ca«  particulier  d'une  ^dation  plus  gte^raie. 
Par  Monsieur  Dr.  Bjdriing  ä  Westeris  en 
Su^de IV.         482 

Geometrie. 

*  *    ■    . 

HL    Beiträge inr  Geometrie.  VonHermF«H.Romp, 

Professor  am  Gymnasiam  la  Coesfeld    •    .    1.  30 

V.    Einige  Andeutuagen,  die  Quadriatur  der  Hyper- 
bel betreffend.    Von  Herrn  E.  EtaeB)  Lohrer 


UI 

Nr.  4er 
AbhmndlaBf^.  Heft.    Seile. 

dier  MatbeoMitik  ood  Physik  am  Gyninatiiim  lu 

SCar^ardl I.  40 

VI.    Ein   Beitr«|:  sar  Geometrie  des  Lioettls.     V«in 

»  dem  Herausgeber 1.  47 

Vn.  Eio  Sats  Ton  der  Hyperbel.  Von  Herrn  Frans 
Unferdinger,  LebensTersicheronga-Calcolator 
derk.  k.p.  Aaienda  Assicaratrice  su  Triest  I.  61 

IX.    Zur  Kreistheilnn^.     Von  Herrn  C.  Kapp  er  in 

Trier I.  «a 

X.  Untersuchung  über  geometrische  OerCor .  welche 
▼on  Flächen  zweiten  Grades  abhängig  sind, 
nebst  Vergleichnng  der  Inhalte  verschiedener 
Segmente  von  Flächen  zweiten  Grades.  Von 
Herrn  L.  Mossbrugger,  Lehrer  der  Mathe- 
matik an  der  Kantonsschale  zu  Aar  au   .     .     •     I.  66 

XI.  Einige  Aufgaben  nebst  deren  Auflösungen.  Von 
Herrn  Gustav  Skriran,  Lehrer  der  Mathe- 
matik am  F.  Bilk ansehen  Erziehungs -Institute 
zu  Wien       L  H2 

XIII.  Ueber  die  Bestimmung  des  Flächeninhalts  ge- 
.  wisser  Theile  des  Kreises,     Von  dem  Heraus- 
geber   J.  94 

XIV.  Ueber  die  Rectification  der  Ellipse.  Von  dem 
Herausgeber I.  5)9 

XVI.  Auflösung  der  Aufgabe:  ,, In  der  Ebene  eines 
Dreiecks  denjenigen  Punkt  zu  finden,  dessen 
Entfernungen  von  den  drei  Ecken,  jede  mit  dem 
Sinus  des  von  den  beiden  anderen  Entfernungen 
eingeschlossenen  Winkels  uiultiplicirt,  zusam- 
men addirt  den  möglichst  grössten  Werth  an- 
^  nehmen. '^     Von  Herrn  Professor  Dr.  Riebe  lot 

an  der  Universität  zu  Königsberg    ••..!.  114 

XVI.  Ueber  einen  geometrischen  Lehrsatz  von  For- 
mat.    Von  dem  Herausgeber I.  116 

XVI.    Einige  Bemerkungen  über  das  ebene  Dreieck. 

Von  dem  Herausgeber I.  118 

XVI.  Ueber  die  körperliche  Ecke.  Von  Herrn  Dr.  W. 
Stamm  er,  ordentlichem  Lehrer  an  der  Real- 
schule za  Düsaeldorf I.  IV 


IV 

Nr.  der 
ilbhanfllfing.  IMt.    6Mfe. 

XIX.     Ueber  den  Flächoninhal  t  loxodromiteher  Dreiecke 

auf  der  Oberfläche  eines  durch  Umdrehnng  einer 

Kllipte  am  ihre  Ideine  Axe  entstandenen  Sphft- 

roldt.     Von  dem  Herausgeber II.  143 

XXI.     Ueber  eine  Eigenschaft  des  Kreises.    Von  Herrn 

Frans   Unferdinger,    Lebensyersicherunge- 

Calcnlator    der  k.  k.  p.   Asiend«   Aseienmtriee 

KU  Triest II.  163 

XXIII.  Ueber  die  Bestimmung  eines  durch  fünf  gege- 
bene Punkte  gehenden  Kegelschnitts  durch  Rech- 
nung.   Von  dem  Heraasgeber II.  1T8 

XXIX.  Probli^ma«  Datis  trlbus  panetis,  in  eodem 
piano  tale  punctum  inTenire,  ut  summa  distantia- 
ram  «gas  a  datis  sit  minimum.  Auetore  D'«. 
Christiane  Fr.  LIndman,  Lect.  Str«Bg- 

nesensi OL        295 

XXXII.  Ueber  die  Flächen ,  deren  Hauptkräramengfsra- 
dien  In  jedem  Punkte  gleiche,  aber  entgegen- 
gesetzte Werthe  haben»  Von  Herrn  Dr.  O. 
E.  Simon,  ordentlichem  Lehrer  am  Joachims- 
thalschen  Gymnasium  CO  Berlin IH.        322 

XXXIII.  Zur  Lehre  Tom  Dreieck.  Von  Herrn  Fr  aas 
Unferdinger,  LebensTemicherungs-Calcnla- 

tor  der  k.k.p.  Asienda  Assicnratrice  SU  Triest    III.        327 

XXXIV.  Ein  neuer  Lehrsatz  der  Geometrie  and  dessen 
Anwendung  bei  der  Transversalenlehre.  Von 
Herrn  Professor  F.  H.  R  u  m  p  am  G jmnasinm 

za  Gösfeld lU.         332 

XXXVII.  Ueber  eine  geometrische  Aufgabe.  Von  Herrn 
Friedrich  Mann,  Professor  an  der  Kantoas- 
schule zu  Franenfeld  im  Kanton  Thnrgau  Hl.  360 
XL.  Ein  Satz  vom  sweitheiligen  Hyperboloid.  Von 
Herrn  Frans  Unferdinger,  LebensTersIche- 
•  rungs-Calculator  der  k.  k.  p.  Asienda  Assicuratrice 
zu  Triest IV.         4T6 

Trigonometrie. 

IV.    Leichter  Beweia  der  Oaaatiteheo  Qlelcboiigen 


V 

Nr*  der 
ilbhaMlliuig.  Heft    Seite, 

and  der   Neper^eehea  Aoalogiee  durch  Coa- 

«traction.     Von   Herrn  K.  Esten,   Lehrer  der 

Mathematik    nnd    Physik    am   Gjmnasinm    lu 

Stargard I.  38 

W,    Einige   Sätze   üher   sphärische  Dreiecke.     Von 

Herrn  E.  Essen,    Lehrer  der  Mathematik  und 

Physik  am  Gymnasium  in  Stargard     .     .    .    11.  158 

%%1L  Beweis  fnr  die  Darstellung  des  Sinns  nnd  Cosi- 
nus all  Prodncte  unendlich  Tieler  Factoren.  Von 
Herrn  Doctor  R.  Hoppe,  PriTatdocenten  an  der 
Universität  zu  Berlin II.  170 

XJi%,  Die  sphärische  Trigonometrie  gegründet  auf 
eine  Figur  in  der  Ebene.  Von  Herrn  Prani 
Unferdinger,  LebensTorsichernngs - Calcnla- 
tor  der  k.  k.  p.  Ailemla  Asticaratriee  so  Tri  est    111.        300 


Geodäsie. 

Xn.  Zwei  Thailongsaui^ben  »i  geodätischer  Anwen- 
dang.  Van  Efom  Ftaimm»  G.  W.  Baur  an  der 
polytechnischen  Schale  lu  Stuttgart    .    .    •    I.  85 

XXVn.  Ueber  eine  neue  Methede»  Whenwmkel  miUelit 
Reflexion  in  BMSseea.  Von  Herrn  Prolesaer  Karl 
KafletkaanpolyleslMiiMhenliistilBteinPrag    IIL        275 

Mechanik. 

XXIV.    Ueber  einige  Lehrsätie  der  Statik.    Von  Herrn 
Professor  Dr.  Minding  an  der  Universität  in 

Dorpat II.         214 

XXV.  Elementare  Theorie  des  PendelTersnchs  Ton 
Foucault,  aus  neuen  Gesichtspunkten  darge- 
stellt.   Von  dem  Herausgeber IL         224 

Physik. 

<8.  Msctaük«.  Kr.  XXY.  IUI t  IL  S«  2014.) 


VI 

Nr.  der 
Abbandhing.  Heft.    Seite. 

Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

XVII.  Zur  Gescbichte  des  Streites  über  den  ersten  Ent- 
decker der  Differentialrechnung,  nebst  einigen 
Bemerkungen  über  die  Schrift:  ,,Die  Principien 
der  höheren  Analysis  in  ihrer  Entwickelnng  von 
Leibnizbis  auf  Lagrange,  als  ein  historisch- 
kritischer Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathema- 
tik dargestellt  von  Dr.  Hermann  Weissen- 
born.  Halle.  1856. ''  Von  Herrn  Dr.  C.J.  Ger- 
hardt zu  Berlin II.  125 

XLIL    Canchy's  Worte  an  Binet's  Grabe    .     .     .     IV.         483 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 

XV.  Aufgabe  aus  der  Theorie  der  Trägheitsmo- 
mente.   Von  Herrn  C.  Küpper  in  Trier  •    .    I.  112 

XV.     Zwei  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  Cykloiden. 

Von  Herrn  C.  Küpper  in  Trier   .     .  .     •    I.  113 

XV.  Eine  Aufgabe  aus  der  Integralrechnung  und 
eine  Aufgabe  aus  der  Theorie  der  CnrTen. 
Von  Herrn  Dr.  C.  F.  Lind  man  an  Strengnäs 

in  Schweden •    T.  113 

XXXVL    Sieben  Aufgaben  von  Herrn  Dr.  C.  F.  Lind- 

raan  in  Strengnäs  in  Schweden-  ....  III.  358 
XX  \VI.  Vier  geometrische  Aufgaben  von  Herrn  Profea* 
sor  Friedrich  Mann  an  der  Kantonsschule 
zu  Frauenfeld  im  Kanton  Thurgau  .  .  .  III.  359 
XLI.  Eine  Aufgabe  über  das  ebene  Dreieck  Ton  Herrn 
Fr  am  Unferdinger,  LebensTersichernngs- 
Calcolator  der  k.  k.  p.  Azienda  Assicoratrice  zu 
Triest       IV.         481 

Literarische  Berichte  *). 
CV I.  1 

CVI II.  1 

cvn ra.        1 

cvm IV.         1 


*)  Jede   einzelne   Nummer  der-  Literarischen  Beriekte   ist  für  sich  be- 
sonders paginirt  toa  Seite  i  an. 


■        .   •  • 


If 


I. 


iH 


/» dx 

m 

Aactore 

D*^.  Christiano  Fr,  Lindman^ 

LecC.   Strengti. 


§.  I.  ..     . 

IlMs  locis  demoDstratuiu  est,  omnia  iotegralia^  quae  fornuila 
i  P f{x)dx (rCx)=^  tone 

^  J    \^A'X*  +  ß'x^  +  C'X^  +  lyx  +  Y'  *    tioni  ralionali) 

ptnr,  ponendo  ar  =  |  ,       mutari  posse  in  alia»  ubi  impares 

P^s  variabilis  y  sab  signo  radicali  Don  reperiaDtur,  et  deinde 
tfionea  ellipticas.  Qaae  qaum  ita.  sint,  nihil  aliud ,  ai  est 
^  opus  esse  videtiiTy  niai  nt  nna  radiz  aeqoationis 

aequalis  constituatnr  et  ratio  habeatur  mutationam,    qoas 
fonnalis   reductionuro   affert.    Quae  quidem   ratio   adeo 


r  atque  idonea  videtur,  ut  in  ea  forsitan  qaaerenda  sit  caussa» 
fttio  casas  allati  (A  =-0)  nusqaam  fere  sit  facta*).  Hie 
easus,  meo  quidem  judicio,  dignns  est,  de  qao  singnlatim 


li  tabolis  integralinni  a  Gel«  Minding  editis  (Berol.  1849) 
llljas  rel  facta  est,  led  regala  data  interdom  fallit,  qnia  ratio 
fiM»D  est  habita. 

ttxvn.  i 


1 


*     "  » •       "'S 

•  -  •    •        ' 


.••  :''.■''."'' 


••    •    •• 

•    •       •       • 
•      •      •      . 
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inqairatar,  qnia  ratio  illa  et  iDterdam  id  errorem  potest  indacere 
oeque  facillima  Tia  ad  optatum  exitum  videtur  esse.  Itaqoe  mihi 
proposittun  est  scratari  integrale 


/ 


dx 


^B'x^+C'x^+irx+E' ' 


obi  B^  Doo  est  nihilo  aeqnalis.  Quia  igitar  B'  est  qoantitas  qaae- 
dam»  Talorem  ejus  absolutum  disjapgere  hujusqae  radicem  qua- 
dratam  ante  signam  radicale  nt  factorem  licet  collocare.  Seqaitor» 
ut  coöfficiens  ipsios  a^  semper  =s±l  haberi  possit 

S   2- 

Si  a,  §9  y  annt  radices  aequationis,  quae,  qaantitate  snb  aigno 
radicali  =0  posita,  oritor»  haec  qaantitas  motatnr  in 

aot  in 

(«— a:)05— a:)(y— o:), 

prent  Signum  ipsias  j?'  eat  -f  aut  — .  Necesse  est,  eas  qnanti- 
tates,  qaae  per  R  et  Ri  resp.  designentur,  positivas  esse^  si  inte- 
grale poterit  esse  reale.  Quo  pacto  sint  positirae,  postea  exqai- 
retnr.    Nnne  eas  positivas  facio  et  primnm  de  integrali 


=/* 


dx 

VR 


disserere  adgredior. 

PesHo  X  =^^»  «▼ad«*  ^=  %i+ly^^  ®* '"""**•  "'  *  *"^* 
eunt  resp.  in     ^ »    "*a*    S>  ^^^^  ipslns  x  in 

r  g — Q        q'-^o 

Ä= j:*—  (a+ß+y)x^  +  (ttß  +  tty+ßY)a:  -  aßy 
qoantitatem     |    ^  snbstitaimns  et  brevitatis  canssa  ponimus 

a  +  ß+y=A,    aßi'€ty  +  ßy=B,    aßy^C, 
qnantitas  R  mntatur  in 


/*  Ap 


•  ( 


Nomerator  et  deDominator  hajas  fractionis  per  1  -f  y  maltiplicandi 
sunt,  nt  denominator  fiat  qaadratum  et  extra  eignam  radicale  poni 
possit    Quo  facto  numerator  evadit: 

p^'-'Jp^  +  Bp—C 
+  &P9(P +9)-  Ap + 9)^  -  2  Jp^ +3B(p  +  9)  -  6C)y» 

Jam  (](uant!tates  p  et  9  sie  eligendae  sunt,  nt  cotffideritea  impa- 
'   riam  dignifatum  variabilis  y  inhilo  fiant  aecpialea,  ob  eamque  cauar- 
sam  vafore^  harum  quantitatum  ex  aequationibus 

f>» + 3/^y — 2^/>^  —  2^p2 + 3Ä/?  +  ßj  — 4C  =  0, 
9^  +  3pq^-2Apq-2Aq^  +  3Bg+Bp-iC=0 

quaeteudi  sunt  Quae  quia  aequationes  tertii  sunt  gradns,  elimi- 
natio  molestiam  haud  parvam  afferret,  si  bis  aequationibus  ipsis 
nteremiir.    Aequationibus  vero  addendis  sab  traben  disque  prudeuot 

0^  +  y)»-2.4(p  +  9)«+ 4J?(p  +  ^)-8C=0, 
(;»-9)t(p  +  9)H2p7-.2^(p  +  9)+2ÄJ==0. 

Posteriori  aeqnationi  satisfit^  si  uterlibet  factor  ponitur  nihilo 
aequalis.  Quuni  vero  manifesto  fieri  non  possit,  ut  in  valore  ipsius 
a:  quantitas  p=^9  sit,  bae  quantitates  ex  aequationibus 

(p  +  q)^^2A(p  +  q)+4B(p+q)^8C=^0, 
(p4-9)*  +  2/i^— 2^(p  +  9)  +  2Ä=0 
investigandae  sunt.    Prior  aequatio  cum  aequatione 

comparata  iilico  suppeditat 

p>gr=:2a,    p  +  q  —  2ß,    p  ^  qz=L2y. 
Qai  valores  in  posteriore  aequatione  subsUtuti  dabunt  resp. 

pg^saß+ay  —  ßy,    p  +  q^aß  +  ßy-ay,    p^q^oey+ßy-aß, 
Wide    deoiqne   reperiuntnr 


'^»  - 


#== 


-^  ^  .^  i»  <#-:^*-*3»-^-:»:.j»lr%  *-r+-*  —iJVI- 


jf^i.Mtt  i-j^^iiiM  A>*4i«i»  4M4<»  'f<ditc 


.       ITb'x*  +  C'x*  +  D'x-^  £' ' 
Valoribus  ^piaotitatam  p  et  9  sabstitutis,  piimam  systema  dablt 


et  tertiom 


2  V  («-(?)(«-/) 

2V(«-y)(g-jO 
(1  +»)"         ^ 


SabstitafioniboB  rite  factU  et  radice  qaadrata  temÜDi  coostaotia 
disjnocta,  iovenimus 

e  primo  systemate: 

■bi  e»t 

g_'^(«-r)(«'-ft-a+6 
V"(«-y)(a-(J;+«— 6* 

V(tt-y)(^^:^-a-t.a 
V  («-y)  («-ft+a-a' 

W— y—  V«— /? 


J  = 


et  e  tertio  systemate: 


/€?. 


w^+vi3^rt/   irmiMEM 


ff 


V^^^^^^v 


ubi  est 


g  _  V  («-r)(F^y)-y±» 

^     V"(«-y)(^-y)+y-6' 

_  V(«^y)(j!?  — y)— y-H» 
^'     ^(«-y)(|S-yT+y-a' 

If  __,V«-y— V|?— y 


Fadle  deinde  inTeniontai  formulae 
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fr 


f.  4 

QooDiam  igitnr  doo  Talores  nt^ralis  J  wreofi  momt^  decec- 
ncodom  est,  Don  ambo  adhiberi  possint,  id  i|Bod  £eri  aon  p(»le8^ 
Disi  oiDiies  Talore«!  ipshis  y  iotra  Ihaitcs  (i»^"^)  <|iiaiitilatea  sab 
Mgno  radicali  posHiFam  leddavt  Q— d  md  rormalam  (1)  aflinef, 
nemiDem  fogit,    fiMtoren  posteriorem  poeithmiB  esse  hob  posse, 

Disi  jf*  major  est  qnam  ^-    Ea  eonditioiie  prior,  ^pio^pe  fiictsr  est 

posithras.  Shi  Juitem  f^  noo  est  anitate  minor,  oterqoo  factor 
negatims  evadit  (i^>  l)  atipie  ideo  prodoctom  positirun.  Eodem 
modo  invenitiir,  quantitatem  jf*  io  formola  (2)  iieqne  Imitate  wun^ 

rem  nee  qoantitate  p,  B^joreB  i^^<0«*B^  oportere^ 

Jam  ad  fboctiooem 

redeamus.  Patet  eam  esse  ^0  ab  ir=7  ad  x=^  et  ab  :r=a 
nsqoe   ad  x  =  oo.     Sohstitofis  igitnr  ^  et  /  resp.  pro  6  et  a  in 

fimitibos  formnlae  (1),  iDvenitor  ^=J»  ^"^^k'  ^'"*  ^^"^  ^ 
miooitiir,  decresceDte  6,  et  47  major  fit,  crescente  a,  seqnitnr,  at 
fbnmila  (1)  semper  nti  liceat,   qaam  est  b^ß»   ^^7- 

iDqaisitio  fonmiiae  (1)  pauilo  molestior  fit,  qnorn  6  et  a  inter 
limites  a  et  00  cadant  Qoia  enim  6  et  a  tum  ejosmodi  valores 
accipere  possaot»  at  denominatores  limitum  G  et  g  nihilo  fiant 
aeqnales,  intervallom,  de  qao  agitur,  ki  daas  partes  dividendam 
est  Qaod  ubi  faciendiim  sit,  boe  modo  polest  dijadicari.  Dterque 
limes  fanctione  

cootinetar,  abi  est  z  ▼ariabiTis.  Variabili  «  =  qd  facta,  e^adit 
F(oo)=  — 1  et  praeter  ea  perapiditor,  Amctionem  illam  negativam 
et  respecta  valoris  absoloti  onitate  majorem  perroanere,  quimi  x 
miDoitor.     Si   %   nsque   ad    V(«-ft(«  — y)  +  «    fnerit    miDota« 


/ 


äx 


F(V"(a— /3)(a— y)4^«)  =  — oo  evadet.  Posfta  porro  f=5«,  tt 
F(a)  =  l  et  cr^scit,  crescehte  2.    Si  z  perpetao  crescit  iisque  ad 

V(«— |j)(a--y)  +  a,  fit  F(V^(a— i8)(a— y)  +  a)=oo.  Intra  limltea 
igitor  ita  constitutos  yariabilis  y  ottllom  naDciacitar  Falorem»  qai 
qaaotitatem    sab   signo   radicali   negativam    reddat.      Itaque   for- 

mnla  (1)  uti  licet  ab  a^a  ad  6^  V  («  — P)  («  — y)  +  a    et  ab 

a^V(a— |5)(a— y)+«  ad  6^00. 

Quod  sl  est  6>  V(a — /3)(a— y) +  «>a,   alter  Ihnes  est  po* 

sitivusy  alter  negativus  inferque  eos  valor  V"(a — ß)(ct — y)  +  Ä 
qaantitatis  z  cadit ,  qui  F(z)  iofioito  aeqaafis  reddit.  Attamen  quam 
limites  idem  Signum  non  habent,  variabilem  sie  ?ariantem  facere 
solenty  ut  per  0,  noo  per  infinitum  transeat.  Hoc  igitur  casu  for« 
mula  (1)  rejicieoda  est  aut  integrale  ita  disjungendum ,  ut  ea  quan* 
titas  inter  a  et  6,  quae  F(z)  =  od  reddit«  fiat  limes  intermedius. 
Quo  facto  invenitur 

I—    /^*  rf>g  _ /*t^(g~ig)(a-y)-f«  dx    ^   P^  dx 

«  «  V(a-/J)(a-y)1-a 

qaae  integralia  singulatim   tractanda  sunt.    Variabiii   a?asf|*'"™ 

io  atroque  facta ,  iideni  quantitatum  p  et  q  valores  atqae  antea 
prodeunt.    Nihil  aliud  mutatur,  nisi  limites,  quamobrero  iDTenlmus 

,  1.  }   f^  dy 


r^  dy  y 


00 


Ut  limites  fiant  finiti«    in  priore  Integraii  y=:  - »     In     posteriore 
y^=z — -z  facienda  est,    unde  prodit 

1 

2_ j    ni dt 


^/"^    ,  ''         A      (3) 

^0     \ra->)(i-g)' 
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Ex  bis  colligitar»  primum  systema  Talonim  quaotitatoin  p  et 
fj.seiiiper.  adhiberi  posse,  dummodo  roeminerimiia,  foimulam  (3), 
opn  (1)»  utendaui  t»&^,  quom  aliqois  quantitatis  z  ralor  inter  a  et 

6  fanctiooem 

.    .  V  («-/?)(«— jö —«+3^ 

iofDitam  raddit  Dixerit  fortasse  quispiam,  fonnulam  (3)  moleatani 
esse,  qaippe  qaae  duo  integralia  pro  uno  soppeditet,  et  ezpe- 
rienduiD  ^s^^^y  num  tertio  systemate  valonim  qaantitatum  p  et  ^ 
propositiuu  laciiiua  consequi  liceat  Qaod  quideiu  faciendum  est 
et  juox  fiet;  sed  non  est  oblivisceoduni ,  ei,  qui  ratione  Gel'  Le- 
geodre*)  uti  volet,  duo  quoque  integralia  quaerenda  esse,  oisi 
alter  limes  est  =0. 


§.  5. 
Ad  formalaiii  (2)  jam  transeamas.    Fanetio 

_  V(«-y)(l3-y)-y+x 

^(«-y)(/3-y)  +  y-2 

•mbo  limites  complectitur.  Variabili  i^^y,  deinde  x=:^' facta, 
prodit 

Qaia  a'^ß^y  coDStitoimos,  babemus  a— y>^— y,  («— y)(iS— y)>(^--y)* 

V. (^ — y) (ß'^y)  +  y'^ßf  nnde  colligitur,  denomiDatorem  ipsius 
<p^)  nibilo  aequalem  fieri  non  posse,  si  z  quemlibet  intra  y  et  ß 
▼alorem  babet.    Posita  porro  z=:ay  tum  z=od,  evadit 

Denominator  ipsius  q>(z)  nibilo  aeqnalis  non  fit,  si  quilibet  valor 
intra  limites  a  et  oo   datur.    Nam  si  id  fieri  posset,  valor  quidam    ' 

quantitatis  z  reperiri  deberet,  qui  quantitatem  V^(a  — y)(jS— y) +y 
nibilo  aequalem  redderet;    sed  quia  est  a>jS>y,  manifesto  est 


^)  Vid^  ▼.  gt,  Graaert,  Sapplemente  xu  Kläger«  mathem. 
WÖrt«rbiiehe,   pag*  ISO.  «eqq. 


k  igitw  mininas  etiam  Talor  Ipsios  t  lotra  liniites  a  «t  Qo  major 

fsaatitate  V^(«— y)  OJ-^y) +y»  foraiol«  (2)  semper  et  sioe  ex- 
iMe  adhiberl  potest. 

h  casa  apeciali,  a  quo  formola  (3)  origioemtrazit»  oemo  noo 
t,  fonnnia  (2)  uti  licere,  qua  tameo  valor  integralis  prozime 
p  Doo  faciliua  quam  usu  formalae  (3)  inrenitur,  nUi  alter 
I  formnlae  (2)  ait  =0.  Quia  ?ero  e  valoribus  ipalas  ip(t) 
'iß  tllatis  iotelligitur,  id  iiumqaain  evenire  poase,  formala  (2) 
letn  hnjos  rei  formulae  (3)  non  praestat. 

i.  6. 

Ad  altemm  integrale 


vRi 


a 


(eamos.    Primom  patet,  quantitatem  Ri  positivam  ease  opor- 

^qvod  evenire  noo  potest,  nisi  x  intra  limitea  —  xi   et  /  aat 

|S  et  a  cadit.      Deiode  facile  intelligitur,   valorea  quaotltatum 

tf  eosdem  atque  aotea  fieri.    Substituendo   ■  ,  ,^^  projridem 
Nimiam  invenitor,  praeterquam  quod  signa  sunt  motata. 

Itaque  reperitur 

primo  systemate: 

tertio  systemate: 
2 P^^ dy 

%g,  k.  Gl,  Qi,  kl  idem  atque  aotea  aignificaat     ümode 
ibÄebimus  formulas 


i 
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Fonsula  (4)  iiti  Beet 

ab  a^— 00  ad  6^7,    h.e.a^^-1  ad  gS-\ 

et 

aba^/lad6^a.    b.  e.  a  ^^^  ad  C^l 

atqoe  ideo  aemper 

F^muda  (^.  adbiberi  potest 

ab  a^— 00  ad  6_7.  h.  e.  a  yi  _  — 1  ad  C,  ^1 
et 

ab  a V(«— y)(P— y)  +  y  ad  4_.«>  h.  e.  a  «7, — ob  ad  Ci^— 3 

et 

ab  a^iJad  6^  V(a— r)03— y)+y.  b.  c  a  i^i  ^  j[-  ad  C»  ^  «. 

Qaod  »i  est  6>  V(a— yX/J-^iö+y  >  «*  formula  (5)  ita  se 
babet,  ot  antea  formala  (1).  Eodem  modo  reperitor  formalae  (3) 
aimilis  fominla 


du 


}.  7. 

Poatquam  vidi  mos»  quomodo  iotegralia  J  et  Ji  ad  formani 
proposltam  possint  reduci,  qtidfii  ornnes  radicea  aequationam  A=0^ 
JS|=:0  sant  reales,  reliqaaiD  est,  ut  in  haec  integralia  inqolraimis, 
quam  ana  tantum  radix  harum  aeqnationum  est  realis.  Faciamus 
a=s  radici  reali,  ßz^f-f-hi,  /=/ — ht  Primo  aspecta  apparet, 
quantitates  p  et  q  lu  primo  tantum  systemate  esae  reales.  Sope- 
riore  Talore  qaaotitati  q,  inferiore  qaantitati  p  dato  sabstitutoque 

Vi    yy  pro  0^9  eaedem.  formolae  inTemiiiitiir,   qaaeaapra  n*^  (I) 


/ 


dx  It 


^)  fMitatae  saut,  si  in  bis  ponitur  ß:=:f+U,  y^f^ki.    Hoc 
Pb  est 

Ä=(j:~a)l(j:-/)«  +  A«|, 

pie  ideo  posterior  factor  positivos,  qaicaniqae  ?alor  realis  varia- 
I  X  datar.  Sequitur,  ut  a  et  6  in  illo  casa  oon  minores  qaao- 
ite  ff,  io  hoc  non  majores  eadem  qaantitate  enme  debeant,  si 
i^rale   erit  reale. 

5.8. 

Ex  aotecedentibus  colligitor,   reductiooem   iotegraliom   J  et 
81  babeotur  casus  speciales  integralis 


/ 


dx 


V  A'x^+Bx^+  Cx^  +  I^x  +  E' ' 


piaotinii  molestiae  afferre  et  diligentem  inqaisitionem  postolare. 
mdo  omnes  radices  aeqaationam  /if =0  et  /?i  =0  sunt  reales, 
Biilae  sane  (2)  et  (4),  quitnis  semper  uti  licet,  semei  eligi 
sunt;  qaod  si  una  tantum  radix  aeqaafionis  /?  =  0  eat  realis^ 
esse  e«t  formulam  0)  adhibere.  Sequitur,  ut  tres  semper '(br> 
ae  uteodae  sint,  uisi  quis  radices  aequationum  R=sO  et 
=:  0  segregare  volet,  quod  tarnen  deductionem  singularum  for- 
arum  exiget.  Quae  quum  ita  sint,  operae  pretium  est  conari, 
1  alia  ratio  integraÜa  J  et  J|  reducendi,  ita  ut  quantitas  sub 
10  radicali  sibi  induat  formam  D^  +  Ey^  +  F,   reperiri  possit. 

Si  Signa,  quibas  antea  usi  sumus,  retinuerimus,  facile  in?e- 
aus,  polynomiam  12,  quum  omnes  radices  er,  ß,  y  aequationis 
=0  sunt  reales  et  a>/3>y,  positivam  esse  quantitatem,  si 
iabili  X  omnes  valores  intra  y  et  j3  et  intra  er  et  oo  tribuuntur. 

autem  aequatio  12=0  unam  tantum  habet  radicem  realem, 
e  Sit  y>  polynomium  /2  est  positivum,  dummodo  valor  ipsius 
kon  mioor  sit  quam  7.  Quia  igitur  x  numquam  est  minor  quam 
possamus  Gäcere  x  —  y=^y^y    quo  facto  iDveoimus 

'V*^  dy 


-/ 


i 


, '  ■■  ■    ^.$  et) 

integrale  formam  optatam  habet  et  sine  ullo  negotio  ad  functi- 
ellfjptfcain  \[»riiiiae  speciel  potest  reduci. 
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Qflod  ad  integrale  J^  atönet,  facüe  iatdligiter,  Twiabilc«  x 
■cqne  fieri  poM«  ■ujoreoi  iiTiwi  ra£ce  rcafi  acqniti— ig  J^^lt 
ri  qoaodo  onne«  raot  reales,  Beqse  ouijoreni  radice  reali,  m\  aaa 
tastom  eat  realia.  Sit  a  radiz  maTima  realis  Tel  sola  radix  realis» 
si  soa  taDtan  dator;    Caeere  licet  o— ^=5*,  «ade  iiiTeaitv 


*         J  ^(w'  +  ß-tt) 


V(y»  +  (J-«){j*  +  r-.)' 


de  quo  eadeai  dici  po*siiot  ac  de  fomnla  (t). 


(» 


Einige  Punkte  über  die  Bestininiang  der  Constanten, 
welche  bei  Integration  der  endlichen  INfferenzen^ei- 

chongen  eingehen. 

Voo 

Herrn  Dr.   G.  Zehfuss^ 

pteritomclieiii  Lehrer  4er  höhere«  Mathematik   «ad  höherea  Mechaaik 
aa  der  höheren  Gewerbcchnle  so  Darmetadt« 


§.  1. 

Ffir  die  Theorie  der  endlichen  Differenzengleichungen  ist  die 
CinfShiung  des  in  einem  Brache  t"  enthaltenen  Bmchtheiles,  ab- 

gesehen  von  den  In  -r  enthaltenen  Ganzen «  von  grossem  Nutzen* 

Wir  wollen  ihn  in  diesem  Aufsätze  durch  /^f  t)  oder  auch  kür- 


wf»i#  ket  hUi§r.  ä§r  tnMeken  DHr»mmen§iHck.  eim^ekm.      13 

I  SS  st  X'<3p\ 

^dorch  p-r  beseichnen.     Die  Zahl  r-'l^lr)  wird  aUo  allemal 
Iganxe  seio.    Die  Function  ßyr)  bet  z.  B.  die  Eigenachafteo 

Um  eine  endliche  Differenzengleichang  nter  Ordnung^  aafira- 
D,  kann  man  sich  der  Formel 

!*""«>#      ,  (x— a)(x— g— A)  ^  ^ 
yap=3r«  +  — jj—  -^ya  + jy^Ä ^"  ''  * ' 

enen«  welche  aber  nar  wahr  ist,  wenn       i      eine  ganze  SEabI 
yx  eine  ganze  rationale  Function  von  a:  vorstellt.    Um  jener 
irderung  zu  genflgen,   reicht  es  bin,   az=zhßl-rj   zu  setzen; 
rkd  man  die  für  alle  Fälle  geltende  Formel  haben: 

(1) 

=  3'<+(ä-^ä;%|+ O ^^^;+ 

he  wir  nun  zur  Construction  des  Ausdruckes  yx  benutzen, 
kann  nemlich  aus  der  vor&;ele{>ten  Differenzengleichung  nter 
ung  durch  successives  Differenziren  Gleichungen  al)leiten,  in 
len  J^^^yx9  ^^^yx,  ^"+'^*....  vorkommen.    In  diesen,  wie 

in  der  Urgleichung,   setzen  uir  nun  hß-r  für  Xy  und  erhal- 

lann  eben  so  viele  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Werthe 
2,   J^^y    «..•.»  welche  aber  sämmtlich  durch  die  n  ersten 

tionen  y    „   Jy    g""  ^"""^y    x  ausgedrückt  erscheinen  wer- 

Diese  n   willköhrlichen  Functionen  sind  periodische,   weil 

eroer 
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ng  der  n  ersten  Fanctionen  de»" 
den  Wertheo  :£  =  ((  und  x  =  nt 
i  Gleichung  y  =  j j  dargestelltea 


iet,  so  Trird  man  %m  Bestimmi 
Kennlniss  des  ganzen,  zwischei 
begriffenen  Itogens  der  durcb  di 
CuTfe  bedürfen, 

Ist  nun  die  gegebeoe  Differeuzetigleichung  linegr,  oder  knromt 
auch  nur  ^"i/r  oder  J/T+ab  in  deräellien  auf  der  ersten  Potcnx 
vor,  so  «ird  das  Deiiiliche  auch  für  ^'+'i/z,  /P'^'h/i ....  statlfio- 
den.  lu  diesem  Falle  sind  sänimtliche,  aus  den  entsprechenden 
Gleicht) ngen  gezogenen  Werthe  von  ^''+'y —  eindeutig,  also  \a^^ 
nur  eine  einzige  Auflösung  mit  n  periodischen  Constanten  y„ 
jiij ^,  ■ . - ■  ^"^^S ß  für  yx  mügltch.  Ist  aber  J"yi  auf  einer  höhe- 
ren Potenz  darin  enthalten,  so  «erden  ^"y^,  '^"+Vj---  vieldi 
tig,  und  CS  lässt  sich  in  diesem  Falle  aus  der  Anzahl  der  in  dem 
Resultate  enthaltenen  iTillkührlichen  Functionen  nicht  schtiessen,' 
ob  die  gewünschte  Auflösung  durch  gehörige  Bestimmung  der  n 
Constonten  aus  derjenigen  Form  abgeleitet  «erdi 
welcher  sich  das  Resultat  pr§senlirt.     So  bat  z.  B.  die  Cleichun^ 

wu  /Sx  =  h=\,    die  zwei  Auflösungen: 


"  16' 


■-^-T^{~iy-\-cH~\y^ 


ich^ 


wo  die  willktihrlichen  perindischen  Constnnten  c  und  C  beslimnit 
werden  können,  indem  man  x  =  ^[x)  setzt.  Mit  den  so  beslin 
ten  Constanten  werden  beide  Auflösungen  innerhalb  des  Inter- 
valles  von  x:=0  bis  :f=I  vOllig  übereinstimmen,  und  erst  jenseitv' 
desselben  zwei  von  einander  abiveichende  Curven  darstellen. 

üeber  die  singulären  Lösungen  wollen  wir  uns 
weiter  verlireilen;  dieselben  entstehen,  wenn  eine  der  nachfolgen-' 
den,  durch  Differenziren  entstandenen  Differenzengleiehungen  i 
mehrere  FactoVen  zerriillt,  von  denen  der  eine  nur  solche  Uiffe^ 
renzen  enthält,  welche  bereits  durch  die  vorhergehenden  Glei* 
chungen  bestimmt  waren.  Dieser  Factor,  q\v\i:\\  Null  gesetzt^ 
liefert  demnach  eine  Gleichung,  welche  die  vorhergehenden  Ke* 
Stimmungen  über  niedere  Differenzen  Jy  ,  iJ^y  —  wieder  ein- 
ecbrSnkt,  so  dass  sieh  für  eine  oder  mehrere  derselben  völlig  beJ' 
stimmte  Werthe  herausstellen.  Man  sieht  übrigens  durch  ein« 
einfache  Ueberlegung,  dass  diese  Zerlallung  in  Factoren  nur  bei 
solchen  Gleichungen  statthaben  könne,  in  welchen  die  höchste. 
Differenz  den  ersten  Grad  übersteigt,  dass  also  auch  lineare 
Gleichungen  weder  mehrere,  noch  singulare  Auflösungen  babei 
können.  —  Das  Vorhergebende  lässl  sich  auch  auf  die  siDgulSren 


Hidfacheo  Auf lOsangeo  der  Differentialglelchangeo  aoweiidtii» 
phe  letiteren  bU  Jefst  noch  Ton  Niemandem  bemerkt  worden 
prin  echeiiien*    80  hat  s.  B.  die  Gleichung 

IM  LSeongen 

c 
emd  C  trlllkiihrlidie  Gonstanten  Torstellen. 


5.2. 

LSsen  wir  non  zuerst  die  einfachste  Differenzengleichung 
i=:y,  oder  Jyg  =  0.  Ea  folgt  hieraus  /^y,  =  ^5^, ...,  =  0. 
leWerthe  in  die  Gleichung  (1)  substituirt,  geben  die  AuflO- 
(yxsy    g.     Dieaelbe   wird   also  bewerkstelligt  sein,    wenn 

eine  periodische  Constante  y    ^^ angeben  kann»  welche  immer 

ilbeo  Wertbe  wiederholt,  welche  sie  in  dem  Zwischenräume 
xzzO  bis  x=:A  annimmt  und  welche  bekannt  sein  mfissen. 
diese  Aufgabe  zu  lusen,  schreibe  man  die  gegebene  Gleichung 


Sü-fl 

betrachte  sie  als  eine  Gleichung  der  beliebigen  Ordnung  2n-{-], 
elcher  Jx  =  ^     ,  1   ist.     Um  partikuläre   Integrale  zu  erhal- 

ii 

(2ji+1)J 

setze  man  3f=a  ;   zur  Bestimmung  von  a  bleibt  als» 

1  die  Gleichung  äU^^  =  1 ,  woraus  sich  fär  a  die  2it  -|- 1  Wertbe 
beo: 

1  2  2« 

1,    l««+i,    1«»+»....,    1«»+^ 

mter  l*  der  Ausdruck  cos22;r-|-tsin2z7E  zu  verstehen  ist. 

Die  Form 

y,=  Ci2Hl)?l~'^^~+  Cl^  +  Cl*  +....C.1*       (a) 
s  f^ — i — 

leke,  daeie  2»-f  1  «iilkChrüche  periodische  Fonctionea  to« 


16  Zehfuts:    EMge  Punkte  über  äfe  Besttmmung  der  Cansumien^ 

ßl — -T J  enthält 9  die  allgemeinste  sein,  welche  y  aonehmep 

kann  9  so  dass  es  sich  nur  noch  um  die  Bestimronng  der  periodi« 

J         M 
sehen  Functionen  C,  C ....  C  handelt.  —  Zuvor  setzen  wir  jedoch, 

was  unbeschadet  der  Allgemeinheit  geschehen  kann,    die  letzte 

M  1  ] 

Constante  Cgieich  dem  Producte  C — j^rj^y  wo  beide  Factoren 

selbst  Functionen  von  ß  ^  sind.  Nach  der  Eingangs  des,  vo» 
rigen  Paragraphen  erwähnten  Eigenschaft  der  Function  ß  ist  aber 

2  (2n-hl)  X 

— .^,^.-  =1         A      y    so  dass  man  also  für  die  letzte  Constante 

setzen  kann  C  (294.1)0;  •  1       ^     •     Ebenso  kann  die  vjorletzte  Con- 

stante  in  C.\  ^  umgesetzt  und  mit  dieser  Verwandlung  bis 
zu  dem  mittelsten  Gliede  fortgefahren  werden^   dessen  Constante 

CM  ^  sein  mag.,  Substituirt  man  nun  alles  in  (a)  und  fasst 
allemal,  das  erste  Glied  ausgenommen,  je  zwei  von  den  End- 
punkten gleichweit  abstehende  Glieder  zusammen ,  so  kommt  zum 
Vorscheine: 

(2n-f-l)jr  X    X         X    __*  11^       2    _?£ 

y    ,=  C.1~5~    +[Cl*fCl    S]  +  [CI»+C1    *] 

+  ....[C1*+C1     *].  (b) 

Schreiten  wir  non  zur  direkten  Bestimmnng  der  Constanteo. 

A 
Wir  integriren  beiderseits,  wobei  wir  ^ar^^j—r^  annehmen,  Biid 

erhalten,  da  C,  C,  C..-.  dabei  constant  sind  als  Functionen  von 

ß Ä 

1211+1  «1        1     2n+l_l 

t 

....  +  g) -(211+1)* 
P—h 

Dieses  Integral  nehmen  wir  zwischen  den  Grenzen  x-y-h  und  x% 
dann  fallen  alle  Glieder  ausser  dem  ersten^  ^cfg,  und  ^m  bleibt: 


.  mtieke  kei  imu§r*  4tr  endliehen  DUTermmeniUiek.  Hn^eken.     ]7 
l^jlif  gMehe  Art  bestimmen  wir  C   Wir  raultiplidreo  saer«t  bei- 

X 

lUts  in  (b)  mit  1    ^  and  iotegriren  dann  wieder  zwischen  den 
ttoen  x-^h  und  a,  wobei  ^x=i^    ,  |-     Man  erhält 

•stimmt  sieh,    indem    man    in  (b)   beiderseits  mit  1^  molti- 
rt  nnd  wie  zuvor  ?erßihrt    Man  erhält 


^=ärn<^*y-**- 


diesen  Wege  fortfahrend,   wird  man  noch  alle  Obrigen  Con< 
Ibb  bestimmen,  bis  zu 


80   bestimmten    Werthe    der   Constanten    in   (b)  sabstituirt^ 
m  non: 

....  +  [1   *    +1     »  ]]•  («) 

en  wir  jetzt  die  beliebig  grosse  Zahl  n  anendlich  gross  vor- 

k 
80  geht  das  bestimmte  endliche  Integral  Sy  wobei  ^a:=o      |» 

fiber.  Zufolge  einer  Näherungs- 

X 

el,  welche  am  so  genauere  Resultate  liefert,  je  grCsser  n  ist, 
■an  nemlich 

**  Aos« = äi^  ^^m + 2;r^  [A^ + A-o)  -  A* +0)1, 

ttan  zugleich  auf  den  Fall,  dass  f{f)  fiQr  tznx,  mithin  auch 
m  Aet  Periodieität  für  i^^LX-^-ky  unstetig  ist,  Rücksicht  ge- 
nen  luit    Es  ist  also  auch: 

hol  XXTII,  2 

k 
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2» 


^^+*^o=jy*'^*/i:oa<-2j^I/t*+A-Q)-A*+o)]. 


Setzt  man  in  dieser  Formel  för  f(t)  den  in  (c)  unter  den  Zeichen 
2  befiodlicheo  Aasdroclc,   so  iiat  man: 

oder 

Da  in   dieser  Formel   der  unter   dem   Integralzeichen  begriffene 
Theil  periodisch  ist  mit  dem  Umfange  A,    so  hat  man  auch  end- 

s—t 

lieh,  wenn  man  zngleich  fär  1  *  den  früher  angenommenen  Werth 
cos  — -T — ^  +  tsin — ^-j — •    setzt: 

•  O  0  • 


o 


eine  Formel,   in  welcher  der  Theil- y^+o  —  y*-o  verschwindet,  so 
oft  y  stetig  ist. 

^  Em  kann  hier  nicht  in  nnscrer  Absicht  liegen,  diese  Ton  Pois- 
son  zuerst  in  obiger  Gestalt  aufgefiihrte  Reihe  Fourier's 
nlfcher  «■  belenchten  -oder  aof  einige  Punkte  der  Entwicicefnng 
kritisch  einzugehen,  da  es  sich  nur  darum  haniielte,  zu  eeigen« 
wie  die  endliche  Differenzenrechnung  selbstständig,  und  nur  auf 
ihr  eigenes  Rrincip  gestfitzt,  zuweUen  mit  leichter  MiAe  Resul- 
tate liefert,   die  man  sonst  öfters  nur  auf  Umwegen  erzielt. 

Der  Ausdruck  ß(rj*  <1*  k.  der  in  einem  Bruche  -r   enthal- 
tene Bruchtheil,  kann  aus  der  letzten  Gleichung  dadurch  abgelei- 


mkät  Ui  imu§r.  ämr  emMcMen  ßi/fermMm^UM.  e^$§eMem.      ]$ 


aXf 

verdeo,  das«  man  3f=r  setzt;  denn  innerhalb  des  Intenralle« 


D  bis  A  stinmt  die  erwähnte  Function  mit  t  überein.     Man 


k 

kerAosdmck  jedoch,    da    ß(1)    für    <=:0,  1,  2 anstetig 

,  für  eben  diese  Werthe  noch  am  J(^(0)— /5(— •0))=— 4   «M 

ebreo  ist. 
ß 

i.  3. 

)ie  endliche  Differenzenrechnnng  kann  in  sehr  vielen  F&llen 
Ke  Plfferentialrechnong  zur  Auflösung  von  Aufgaben  bemitat 
Hl,  wenngleich  die  Auflosungen,  welche  sie  liefert,  mit  perio^ 
SD  Constanten  behaltet  sind.  Diese  können  im  Allgemeinen 
Mtiromt  werden,  wenn  der  Lauf  der  durch  die  Gleichung 
!i dargestellten  Curve  in  dem  Interrall  von  x=:a  bis  x=a-i-nh 
nt  ist,  wo  a  ein  bekannter  Werth  von  a^  n  die  Ordoong 
I  iDtegrirenden  Differenzengleichung  ist.  In  der  Tbat  können 
periodischen  Constanteo  aus  den  n  Gleichungen  bestimmt 
ai,  welche  man  erhält,  indem  man  in  der  Auflösung  fdr  x 
Lander  die  Werthe 

iDein  der  Lauf  besagter  Curve  wird  in  den  wenigsten  Fällen 
Ib  gewisser  Intervalle  bekannt  sein.    Die  Bestimmung  der 
iten  kann  also  im  Allgemeinen   dann   nur  gelingen,    ireim 
^selben   auf  absolute  Constanten    reduciren;    in    welchen 
man,    wie  io  def  Differentialrechnung,    nur  eben  so  viele 
rerthe  von  y  zu  kennen  braucht,   als  unbekannte  Constan- 
ideq  sind.    Wie  man,   wenn  diess  überhaupt  der  Natur 
tb«  angemessen  ist,  die  periodischen  Constanten  zuweir 
absolute    nachweisen    könne ,    sollen   nun    die  folgenden 
lehren. 

§.  4. 

ifgahe.    Wir    haben    uns    früher    des   Ausdruckes 
=sco82JbEd;  bedient.  Wie  ist  diess  zu  rechtfertigen? 


iO  ZikfUii:    SMg§  PunMie  über  die  Bestimmung  der  Cpmumien, 

Man  betrachte   die  Formel 

co8(x-i-2h) — 2coshcos{x  +  h)  +  co8a:=0 

als  eadliche  Differeniengleichung  fOr  cosor,    so  wird  mao,    oael 
dem  man  die  beiden  partikulären  Integrale  gefanden  hat,    setzet 

f       /  _f 

cosx=  C^^s\* (cosA  +  tsinA)*  +  C^x\(cos*  +  tsin*)    *. 

Cm  nun  die  Constanten  als  absolute  nachzuweisen,  bemerke  ma 
vor  Allem»   dass  co5jr=:cos( — x).    Hiernach  entsteht 

Dilereazift  man  hier  beiderseits,  wobei  man  /lx^=k  nimmt,  • 
hemmt: 

I 

ili«niadi  ist  jetzt: 

cos jp :=  C^f jr\ .(cos A  +  tsin A)*  +  C-r^T\ (cosA  +  isin A)    * 

Kl)  Kit) 

Da  A  Tollig  willkührlich  ist,  wird  dieser  Ansdrnck  sid  nicht  ver 
Indern  dfirfm,  wenn  A  in  — A  tihergeht  Die  diesem  Gedankü 
— tsprediende  Gleiehnng  liefert  aber,  da  sie  sich  in  zwei  Fade« 
ren  zerlegen  lisst:  4 


^fCr)  -  ^Kd' 


Semit  bt  jetzt 


ree«=r.jrx((<MA^isinA)^^<cesA+isinA)    i].      (I) 

Snhstitnirt    man    endKch    die    nach   dicker    Formel    censtnrirt^ 
Werthe  der  Cosinns  In  die  Formel  c4is2r=s^cosV  — 1,  nn  konrti 

[r  t»x-4r  .tx*U«^*  f  t««*)^  +  («»*  +i«inA)    "^1 

DiSerenairt   man   hier  heidentelts,    vi^Ahei  man    wieder  ^mssÜ 
mmm%»  no  v^enniff?^ 


diess  io  die  vorhergehende  Gleichung  substituirt,  liefert  eod« 
C/ <v  ^-hi,    weil  in  (1)  f&r  jr^O,  co8ar  =  l  werden  mui*«. 

diesem  Werthe  von  C  verwandelt  sieh  nun  die  Gleichung  (1)  io 

coso:  =  )  [(cos A  +  tsin  A)*  +  (cos h  + 1 sin  h)    ^].  (2) 

t  man   hier  j:=2A7r/,    A  =  2A:7r,   so  kommt  die  am  Eingange 
hnte  Formel  zum  Vorschein.    Dieselbe  Gleichung  (2),  in  Be* 

lof  (cos A -f  tsInA)^ aufgelost,  liefert  die  Moivre'sche Form4>i 

h 

cos h-{-iH\uh^  (cos ar -f  < 0>o ^)' > 
le  somit  ßr  jeden  Werth  des  Exponenten  bewiesen  ist 


S.  6. 

tufgabe.    Die   reduclrte   kubische   Gleichung 

a:*  +  ^0?  +  r  =  0 
ilosefc 

IsB  .denke  sich  die  drei  Wurzeln  einer  periodischen  Function 
I  entsprossen y  der  Art,  dass  allemal,  wenn  Xn,  ^«-|-i,  ^«»fs 
Auflösungen  sind,  Xn  =  ^n^y  :rn-|-i  =  :rn-|-4....  ist,  wie  die- 
ehon  bei  dem  einfachsten  Falle  j:«'  =  1  stattfindet,   wo 

"Inn  ,   .   .   2nn 
a:ji  =  cos-«-  +  tsin— «-• 

ier  Diiferenxengleichung  j^u-H — ^«  =  0  folgt  aber 

i,  B,  C  Functionen  von  ß(n),  oder  solche  sind,  die  sich  nicht 
m,    wenn  n  in  n-{-l  übergeht.    Es  folgt  nun,  wenn  ^n  =  l: 

o 

ist  aber  ancb  ^*arit=a-5  +  a:i +ara=0,    weil  die  Gleichung 

reduclrte  ist    Also  ist   C=0. 

hm  Qwidnit  too  acn  gibt  ans  nun  einen  Ausdruck  von  der  Fom 


D  Z&Uffiars:   Efnlfft  FwnHte  Ü^er  äie  Btmmmtm§  Oer  €en9$anien, 

m  ^ 

abd  M  wieder,   weoti  man  Int^griri: 

Ferner  ist  auch  21  x  =a:    +ar   +  ar   = — 2^,   d.  h.  Aß  =  ^ 
Endlich  ist  noch  x     von  der  Form 


also  ist  auch 


n  gn 


-Sj^^^=:3<^3^.ß8), 


d.  h. 


a;»+a:J+a?J=— 3  =  3(^3+^»),   oder  il^f  j^»-,^^ 


Hält  man    diese   Gleichung   zusammen   mit    A^ß^  =  —  jfg^, 
findet  man  A.  und  B*    Man  hat  also  endlich 

W&  IT  jed«  heiiebfge  ganze  2aht  Torstetlt.    In  diesem  Ansdruc 


it 


kallo  man  noch  Cur  P  seinen  Werth  J( — I+tV3)  setzen.  M 
sieht  leicht  ein ,  dass  m^n  auf  diesem  Wege  die  schon  von  L 
grange  angenommene  Form  der  Wurzeln  einer  Gleichung  pi 
Grades  beweisen   könne: 


/ 
/ 


n  2n  (p— l)w  pn 

OütsiBlP  +  ClP  +  ....PI   P    -i-QlP. 


§.6. 

Auf  gab  e^  Den  Schwerpunkt  eines  homogene 
Kreisbogens    zu    finden. 

Die  Existenz  eines  Schwerpunktes  vorausgesetzt,  so  wi 
derselbe  auf  dem  Radius  CO  (Taf.  I.  Fig.  1.)  liegen  müssen  ^  W4 
eher  nach  der  Mitte  des  ganzen  Kreisbogens  25  führt.  Dur 
seine  Entfernung  CO  vom  Mittelpunkte  wird  also  dieser  Schw< 
fonkt  O  TilHig  bestimmt  stin.    DkseHi«  ist  ausser  vou  d«ni  B 


dias  r  auch  voo  dem  halben  CeotriwiDkel  x  abhSngig,  and  wird 
also  =yM  gesetzt  werden  k5nnen.  Betrachten  wir  nun  die  Sehwer- 
pnnlcte  p  der  beiden  Hälflten  s  des  ganzen  Kreisbogens:  Sind 
dieselben  durch  die  geradlinige  Kante  pp  zugleich  anterstfitzt» 
so  wird  aadi  der  ganze  Kreisbogen  in  Rahe  sein^  was  nur  statt» 
finden  kann,  wenn  sein  Schwerpunkt  unterstützt  ist  Es  liegen 
demnach  die  drei  Schwerpunkte  p,  O,  p  auf  einer,  wegen  der 
Symmetrie  der  Figur  uberdiess  auf  CO  senkrechten  Geraden.  Hier- 
aus  folgt: 

CO  =  Cp .  cos  ö" » 

oder,    da  Cp^ys  gesetzt  werden  kann: 

d 

3r*=y*.cosQ-- 

2         ^ 

Gm  diese  Gleichung  in  eine  gewöhnFiche  lineSre  Oifferentenglei^ 
duiDg  zu  Terwandeln,  reicht  es  hin,  a;  =  2"  zu  setzen  «od  dann 
%m  den  Logarithmen  iberzugehen.    Man  erhält 

oder  wohl,   wenn  man  n  mit  n-f-I  vertauscht  UDd 


setzt: 


*  sin  (2«+!)      '  sin  (2")     '^^    °-  "•  ^'  sin  (2«) *^- 

Hkvaos  Mgt  durch  Integration: 

*iiH7^  =  '^^"  +  *2Ji- 

lodern  man  jetzt  wieder  zu  den  Zahlen  übergeht  und  zugleich 
den   Werth  von   a:  =  2**  herstellt,   hat  man 


r»  sind? 


Cm  die  Constante  C  a|s, absolute  nachzuweisen,  genügt  es,  in 
dieser  Gleichung  für  x  zusetzen:  dr.2^^,  tiv  ifc  «ine  ganze  an'* 
endlich  grosse  Zahl  vorstellt.    Man  erhält  alsdann,   da 


c 


um 


8in(a:.2-*) 


. -  •  •  i; t 
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Usi't 

uDcl  da  yx  Tär  unendlich  kleine  Kreisbugen  immer  mehr  mit  dem 

ÖD 

Radius  übereinkommt^    so  ist  C:=r,   also 


yx 


sino; 


=  r. 


X 


Aufgabe.  Den  Flächeninhalt  eines  sphärischen 
Dreieckes  zu  finden.  Da  sich  jedes  schiefe  Dreieck 
in  zwei  rechtwinklige  zerlegen  lässt^  so  wird  es  sich 
n.ur.  .upi   den   Inhalt  solcher  handeln. 

'  In  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  anx  (Taf.  I.  Fig.  2.)  verlän- 
gere man  die  Hypotenase  und  die  eine  Kathete  an,  so  entsteht 
ein  Kugelzweieck^  in  zwei  Dreiecke  zertheilt,  welche  die  Winkel 

a  und   ^    gleich   haben  und    nur  in   den   dritten  Winkeln  x  und 

n — X  von  einander  differiren.  Setzt  man  also  den  Inhalt  des 
einen  Dreieckes  =:  yx»  so  wird  derjenige  des  anderen  durch 
tfn^x  ausgedrückt  sein^  und  da  sich  beide  zum  Kugelzweiecke 
ergänzen,    so  hat  man  die  Gleichung 

yx  +  yn-x  =  2r*a. 

Diese  wird  durch  die  Substitution  x^=^^\-{—\)^  in  die  gewubo- 
llche  Differenzengleichung 

übergefährt^    deren   Auflösung  ist 
oder 

Um  die  willkührliche  Function  q>  noch  näher  zu  bestimmen^ 
verlängern  wir  die  beiden  Katheten.    Die  entstehende  Viertels- 


wtkke  kH  ininr.  äi9r  mMMem  Bifi 

gel  (Taf.  I.  Pig.  3.)  lerOllt  alsdaoB  im  x««i  rerfatiriiikripe  Drai- 
ce,  deren  Inhalte  betOglidb  durek  5«, «,  j«-«,  ar-«  danstellkir 
li.   Ea  findet  demnach  die  Rciitie« 

tt,  d.  h.»  wenn  man  obiges  Wertk  ree  jr  cebetitwit: 

sse  Diflereniengleicbang  in  Besag  anf  ^m)  eoMgt   wmm,   ae- 
pe  eines  schon  mebnnala  aBgewaadten  VeHabreBS  (aus  irirde 

SS*  +  (^  !)■  »etxen) : 

aetsen.    Hiermit  wird 

non  der  Inhalt  y  derselbe  lileibt,  wenn  x  uad  a  unter  eiifao> 
'  vertauscht  werden,  w^  ist: 

k  ferner  a  und  :r  ganz  unabhängig  von  einander  sind,  so  luinn 
n  hier  x  mit  n  —  x  vertauschen,    wodurch  man  erhält: 

i-(^-2)v(^T(:iij-.  ^ipif) 

^         I(;r-f)      l(«-f) 
^  Summe  der  beiden  letzten  Gleichaogen  gibt  eodlich: 

'1 

I 


Weitk,   in  (1)  sobstStoirty    fiefert  omi  auch 

l(a-|)        l(*-f) 

■HUB  cfidfick  das   Resaltat   5==r>(a-f  x—^  lutL      .; 

Fillt  mam  tob  der  Spitxe  des  grossten  Winkels  6  eines  sdbie- 
%tm  Dreieckes  ein  Peq>endikel  aof  die  gegenfibersteheiide  Seit% 
••  xerfiilt  i:^^  Dreieck  io  zivei  rechtwinklige ,  jf  and  jr^,  der  Win- 
kel h  in  zwei  Tbeile  x  und  Xx  \    ist  also  e  der  dritte  Winkel  den 

DrcieckeB,  so  ist  3r=r*(a  +  jr — 5-),  3ri=r*(c+Xi  — 5-),  also  int 

die  flicke  des  sckiefen  Dreieckes  jf  -f  j^  =  ifl^a -f  6-f  c  —  «)• 


5.a 

Amf§mk€.  Die  Resultante  sweier  gleichen  Krftfle 
p^=p^  so  finden,  welche  einen  gegebenen  Winkel  ix 
einsehliessen. 

Um  den  Satz  Toa  Parallekneranm  der  Kriflo  zn  beweine«» 
reidit  es  hin,  zuerst  obigen  Fall  zn  betrachten.  Da  die  Ton  der 
Spitze  eines  rechtwinklig«!  Dreiecks  nach  der  Mitte  der  H3rpote- 
nnse  gem^^eoe  Gerade  zwei  gleichschenklige  Dreiecke,  Halftern 
irom  Rant^n,  eoengt»  so  ergibt  deh  dann  leicht  ein  Beweis  ffir 
rechtwinklige  Composanten «  von  denen  ans  der  Sehlnss  auf  scbiefn 
bekannt  ist  ~  Kfii^  sei  nnn  die  fraglkhe  Kesnitante  der  beide« 
gleichen  Kfifte  =  j^#, |»»  »o  Ul  klar«  daas«  wenn  «  constant  blttbl^ 
die  Seitenkrifle  p  aber  Mwal  »o  gm»«  werden«  anch  die  Resul- 
tante den  ttfachen  Werth  erhMt ;  da»»  eben»«  die  Resultante  nur 
den  Mten  Theil  so  gn>»»  an»(fKI(t%  wei\u  die  r<MNi|M!M»ente  p  nur 
den  Mten  Tbell  ihre»  vorigen  Werihe»  bat«  wekbe»  sich  dntck 
die  indirecte  llewei»art  an»  dem  V%^rl)ti^a  t^rglbt.  und  dass  end- 
lidi»  wenn  mau  die  beldeu  v^nrlg^M  N^^hlünne  »ufammetisetzt,  die 

Resultante  ^«al  ea  fveaa  wird«  w^m  |»  I«  ^f  ^Sbetfekt  Hier- 


ans  folgt  9^|««i4QNuf^   ^M^  *^   «  «^%    ^^^  Ar  «^^^ 


wHcke  bei  lmie§r.  dmr  tmätUken,  iHfer€$»en§iH€ä,  etn^eänL     S7 

jf«,y  ^^p.-yr,  «•  Dit  c  willkulirlich  mit  «o  köoMn  wir  es  dac 
KraftebilMit  gleich  amiebiiieo,   aAd  «etseo: 

yxyp^pyx,! (1) 

Die  Resultante  ist  folglich  gleich  dem  Prodacte  der  Kraft  p  la 
eine  Function  von  x.  Um  diese  zvt  bestimmen,  bringe  man  in 
der  Kichtung  der  Halbirungslinie  qq'  (Taf.  I.  Fig.  4.)  des  Winkels 
^Lc,  auf  welche  die  Resultante  fallt,  die  swei  gleichen  KrSfte 
g  =.  g' z:=p  =  p' ,  und  in  der  entgegengesetzten  Richtung  genaa 
dieselben  Kräfte  — g=i  —  g'=zpsLn;  so  ist  die  Resultante  unver- 
ändert geblieben.  Man  kann  nun  aber  g  mit  p  za  r,  g*  mit  p' 
zu  t'  znsummensetzen ,  so  dass  die  Resultante  der  beiden  glei- 
chen KrSfte  r  durch  T,y\x^\  ausgedruckt  werden  kann,  wobei 
Bocn  für  r,  als  Resultante  von  p  und  q=^p,  p^y^x,!  gesetzt 
urerden  möge,  so  dass  die  Resultante  von  r  und  t'  =^p,y^x,\^ 
ist  Da  nun  die  Kräfte  — g,  —g'-=:p  in  Verbindung  mit  der 
Resultanten  von  r,  r'  die  Resultante  der  ursprunglichen  Kräfte 
piP  längs   qg'  zusammensetzen,   so  folgt  die  Gleichung: 

— 2p'fp3ri*,i*=P2y;r,i   oder  yx,i  =  yiT,i*  — 2. 

Um  diese  Gleieliung  zu  losen,  setze  man  yz^z-{-i  und  serflille 
das  Resultat  der  Substitution  in 

Dareh  Elirntttation*  von   t  erhalt  man: 

durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  für  z»  stösst  man 
auf  die  zwei  Annahmen: 

%x=Z*^x^     und     Jar.2'x*=l, 

welche  beide  diirch  Uebergang  zu  den  Logarithmen  und  Substi- 
tution von  o;  =  2"  zu  gewöhnlichen  linearen  DifferenzengieidMiBr 
gen  fuhren,  und  wobei  man  nicht  vergessen  darf,  der  Allgemein- 
heit halber  II  =  '^Iktci  zu  setzen.    So  findet  mas  für  z  zwei  Formen, 

welche  mit  Berücksichtigung  des  Werthes  von  t=z-  und  yz=zx^i 
liefern : 

1)    ^=r«<srf-f  g-<^*   oder  ^=:2cosCr 
und 


1*  ix 


2) 


y=,C-r-^-'Hi)^>  +  eAT^cxi^^n^ 
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wo  C  eine  periodische  Function  von  i»»  und  Areine  beliebige  gans« 

Zahl,  welche  jedoch,  da  die  zweite  Form  von  y  auch  gescbriebrä 
werden  kann: 


=y+Cll(-l)12J 


aaf  einen  der  drei  Werthe  0,  1,  2  beschränkt  werden  kann,  von 
denen  man  aber  auch  sogleich  den  Werth  2  ausschliessen  kann, 
denn  es  ist 

JL c^^^_^  1)72  J = co8|^=~  +  Ciar(- 1)12  J , 

d.h.  es  kommt  für  £-=2  dieselbe  Form^  wie  för  k=l  zum  Vor- 
schein. Es  blieben  uns  also  im  Ganzen  noch  die  Form  1)  und 
die  beiden  für  A:  =  0»  A:  =  1  geltenden  Formen  von  2)  för  y  übrig, 
im  Widerspruch  mit  §.  I,  wo  wir  fanden,  dass  die  Gleichung 
y*^=yix^ — 2  dem  Exponenten  2  zufolge  nur  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Auflösungen  haben  könne.  Dieser  Widerspruch  lost 
sich,  wenn  man  bedenkt,  dass  in  der  Tbat  die  Form  2)  für  A=0, 

nemlich  2cos[Car( — 1)12],    auf  die  Form  1):    2cos(Ca;)    zurück- 

kommt,  denn  der  Ausdruck  ( — 1)^2,  welcher  ursprünglich  dazu 
bestimmt  war,  sein  Zeichen  zu  wechseln,  wenn  x  in  2x  übergeht, 
büsst  diese  Eigenschaft  ein,  wenn  er  unter  dem  Zeichen  cos  steht; 
er  ist  demnach  bei  gesagtem  Uebergange  als  constant  zu  betrach- 
ten und  verschmilzt  mit  C  —  In  Uebereinstimmung  mit  unserer 
Theorie  haben  wir  also  nur  zwei  wesentlich  unterschiedene  Auf- 
lösungen : 


oder  auch 


1)    y  =  2cos(~^+Cr.(— 1)12^ 
jf  =  2cosr-Q-  +  Ca:  sinn^j. 


\x 
wo  C=9)(jSjo).    Diese  Form    ist   unstatthaft,    weil  für  ;r=2-», 

wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  die  Resultante  zweier  paralleler 
Kräfte  p,  p»  = — p  ausfallen  müsste,  indem  C  denselben  Werth 
behielte,  also  limC!r=0  wäre. 

2)    y=2cos(xq>(ß^)). 


wiUke  ket  lnU§r.  4er  enMekem  Dfferenungleiek,  eingehet^     SB 

h  iRe  FanctioD  fp  näher  za  bestimmen ,  bedenke  man,  das« 
ieselbe  Resultante  zum  Vorschein  kommen  muss,  wenn  x  am 
pzonimmt    Also  wäre 

cos  [{x  +  2»)  v(/J  — j2j )  J  =  cos  [xtp  (ß  ^)  J  , 


idbin 


•  k  eine  gewisse  ganze  Zahl*  Das  obere  Zeichen  kann  nan 
ienfalls  nicht  stattfinden,  denn  die  Gleichung,  als  Differenzen- 
eiehoBg  betrachtet,  wQrde  geben: 

\x  XX 

rirt  man  diese  Gleichung  und  nimmt  dann  2xtür  x,  so  hat  man : 
p  wSre 

*  X  X  X 

r 

ijUlBt  man  aber  hier  x-\-2n  für  .r,  so  hat  man  ein  Resultat,  wel- 
is  dem  Vorhergehenden  direct  widerspricht. 

\  Nimmt  man  dagegen  das  untere  Zeichen  und  betrachtet  wie- 
b  die  Gleichung  als  endliche  Differenzengleichung,  so  bat  man 

tzt  man  2*ar  Rlr  o:,   so  kommt: 

^2*0? 

9>(^i2>=^+~2^r- 


r; 


pkt  man  sich  die  ganze  Zahl  nunendlich  gross,  so  wird  ^=:JS:, 

r  endlich  ^  =  2p  cos  kx.  —  Wäre  nun  nicht  A  =  1 ,  so  wQrden 

i  Kräfte,   die  einen  Winkel   t- einschlössen,  also  nicht  in  einer 

len  Linie  wirkten,  sich  aufheben  müssen,  was  unmöglich  ist 
i  femer  2|pcosar  die  Diagonale  der  Raute  Torstellt,  welche  einen 
ikel  2a:  zwischen  den  Seiten  p  hat,    so  ist  hiermit  der  Satz 
Parallelogramm  der  Kräfte  bewiesen. 
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III. 

Beiträge   zar   Geometrie. 

Von 

Herrn  F.  H.  Rumj^^ 

Profe«sor  am   Gjmnasinm   za  Coeifeld. 


I. 

Synthetischer  Beweis  des  im  25.  Theile  S.  234.  des 
Archivs  mitgetheilten  Satzes,  nebst  einer  An«reiidon|f 

desselben. 

Der  am  anpefOhrten  Orte  auf^^estellte  nnd  auf  analytiseheni 

Wege  entwickelte  Satz  erscheint  um  so  beachtenswerther,  da  er 
einen  geometrischen  Ort  enthült,  der  bei  manchen  Dreiecksaufga^ 
ben  mit  Vortheil  angewandt  werden  kann.  Es  möge  daher  eine 
rein  synthetische  Behandlung  desselben  und  die  Nachweisung  des 
geometrischen  Ortes  hier  eine  Stelle  finden. 

1.  Lehrsatz.  Ist  eine  gerade  Linie  AD  (Taf. I.  Fig. 5.)  in 
den  Punkten  ß  und  C  so  getheilt,  dass  AC  die  geometrisch 
mittlere  Proportionale  zwischen  AB  und  AD  bildet,  und  wird  dann 
aus  A  mit  AC  ein  Kreis  beschrieben:  so  verhalten  sich  die  Ent» 
fernungen  jedes  Punktes  E  dieses  Kreises  von  den  Punkten  B 
nad  n,  wie  ABiAa 


Bewei«.   (L)    Beschreibe  ans  A  nit  dem  Radin«  AB  6m 
Kreis,    welcher  die  EB  in  F  schneidet,   vnd  ziehe  AF  nni  AS* 
Nun  Ist,   da  AC^ssAE,    nach  der  Aonabme: 

AD:AE=zAE:AB; 
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rid«MM«rd«m  ^DAE-^EAB,  m  ist 

it&ch 

^EDB=^Z.AEF, 

I 

id  da  noch  ^ABF  —  Z,AFB,  ood  folglidi  ^EBD^^APE 

t,  80  ist 

^EBDoo^AFE\ 

'glich 

h. 

EBiEn  =  ABiAC. 

(2.)  Ist  in  der  Peripherie  des  mit  AC  beschriebenen  Kreises 
i  Punkt,  z.  B.  El,  so  angenoninien,  dass  d\e  EiB  den  mitil^ 
Bchriebenen  Kreis  erst  in  ihrer  Verlängerung  (in  Fi)  trifft,  so 
lie  maiiy  wie  oben,  die  entsprechenden  Hülfsliuien,  und  es  wird 
h  mit  einer  geringen  Abänderung  derselbe  Beweis  herausstellen. 

(3.)  Liegt  ferner  der  Punkt  in  E^  so,  dass  E^B  Tangente 
i  mit  AB  beschriebeTien  Kreises  wird,  so  gilt,  wie  man  leicht 
bt,  aach  hier  ein  dem  obigen  entsprechender  Beweis. 

(4.)  Dass  endlich  nnser  Satz  auch  für  die  beiden  Punkte  C 
1  C^  gelte,  ergiebt  sich  einfach  in  folgender  Weise.  Da  näm- 
t  nach  der  Annahme 

ADiAC=:^AC.AB, 

^  auch 

(,AD^AC)i{AC±AB):=:ACiAB\ 

^  äiess  gibt  bei  der  Suhtraction  der  Glieder: 

CD:CB:=AC:AB, 
'  l^el  1er  Addition  derselben: 

CiDiCiB^ACiAB. 

^  liehrsatz.  Es  «ei  £C  (T^.  I. Fig.  6.)  die  Gmndlinie eines 
^  Sleicbscbenkligen  Dreiecks  und  Z>  der  Fusspunkt  der  deo 
^riteliviiikel  desselben  haibirenden Transversale,  wobei  BD^CD 
*  ««U.  Wird  dann  in  der  über  ß  hinaus  Terlängerteo  Cß  der 
^  A  8o  bestimmt,  dass  sich  DiBiDiC:=zDB;DC  ?erhält 
IdaoD  fiber  DiD  als  Durchmesser  ein  Kreis  beschriebe»:  99 


I  I 
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ist  dieser  Kreis  der  geometrische  Ort  für  die  Scheitel  sämmtlicher 
Dreiecke  auf  der  Grundlinie  BC^  bei  welchen  die  durch  den  Punkt 
D  zum  Scheitel  gezogene  Transversale  den  Scheitelwinkel  balbirt. 

Beweis.  (1.)  Man  nehme  irgend  einen  beliehigen  Punkt  A 
des  Kreises  als  Scheitel  des  Dreiecks  und  ziehe  AB^  AD  und 
A€\  dann  ist  gemäss  der  Voraussetzung: 

D^BiD^C=^DB:DC, 

d.  h.>  wenn  E  Mittelpunkt  des  Kreises  ist, 

{ED  +  EB) :  (JBC + ED)  =  (ED — EB) :  (JKC—  ED) ; 

folglich  ist  auch,  indem  man  die  vorhergehenden,  dessgleichen 
auch  die  nachfolgenden  Glieder  addirt  und  subtrahirt: 

2ED:2EC=z2EB:2ED, 

also  auch 

EB:ED  =  ED:Ea 

Mithin  ist  auch  nach  dem  vorhergehenden  Lehrsatze 

ABiAC=EB:ED^ED:EC 

=  (ED—EB) :  (EC—  ED) 
=  DB:DC. 

Folglich  ist  auch  nach  einem  bekannten  Satze: 

Z,BADz=jCDAC. 

(2.)  Die  in  Frage  stehenden  Dreiecke  können  auch  nirgends 
anderswo  ihren  Scheitel  haben  als  in  der  Peripherie  des  angege- 
benen Kreises.  Denn  errichtet  man  DF±BC,  so  kann  zunächst 
der  Scheitel  weder  in  dieser  Senkrechten  selbst,  noch  an  der 
rechten  Seite  dersdben  liegen,  weil  dann,  wie  man  leicht  sieht, 
im  erstem  Falle  BDz=zDC  und  im  zweiten  sogar  BD^DC  sein 
müsste,  welches  beides  der  Voraussetzung  widerspricht.  Sollte 
nun  ferner  der  Scheitel  auf  der  anderen  Seite  von  FD,  etwa  in 
G  liegen,  so  ziehe  man  GD,  welche  Linie  dann  den  über  DiD 
beschriebenen  Kreis  in  irgend  einem  Punkte  H  schneiden  muss, 
und  verbinde  H  und  G  mit  B  und  C.  Dann  ist  gemäss  des  ersten 
Theils  unseres  Beweises  ^BHD^z^CHDy  also  auch  ^BHG 
=^CHG:  Da  nun  auch  ABGH— ^CGH  sein  soll  and  GH 
=  GH  ist,  so  wäre  A  GHB  ^  A  OHC  und  folglich  HB  r=  HC, 
Itlso  auch  BD  =  CD^  was  nicht  sein  kann. 
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mIS.  ZttalitSb ;  Statt  A  >»  ^«^  Veriäligeniiig  föh.  CA  lo  be- 
•ÜtaiiiieD^  kann  man  audh  dlrect^^  Lage  des  MltldpanktesiX 
fioMciov  w^n  naa  BE  als  dritte  .Pf  oporüonale  &l  DC^^DBnnä 
Pß  bestimmt  ... 

'  4.  Zu^sats.    Mit  Hälfe  dieaiss  geometrischen  Ortes  lassen^ sich 
«ehre^  Dreieehsattfg&bea  Jdsen>  z«B.  •      *>.• 

D'  Ein  Dreieck  za  cbnstruiren,  Von  welchem  die  Grundlinie, 
die  den  Scheitelwinkel  halbirende  Transversale  und  die 
Lage  des  Fusspunkts  dieser  Transversale  gegeben  sind. 

9)  Ein  Dreieck  au  cönstruiren,  von  welchen  die  Grundlinie, 
das  VerbÜtniss«  der  beiden  anderen  Seiten  tsnd '  die  tc^ 
Scheitel  zum  Ualbirungspunirte  der  Grondiini«» '  gezo^iri« 
Transversale  gegeben  sind« 


II. 

■  •  » 
Ueber  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  des  iimsehrie«> 

Jbenen  und  der  Beruhrungskreise   bei  einem  Dreiecke. 

Bezeichnet  r  den  Radius  des  einem  Dreiecke  umschriebenen, 
p  d^n  Radius  de»  eingeschriebenen  Kreises  und  d  die  Entfernaag 
der  Mittelpunkte  beider  Kreise:  so  ist  bekanntlich  i2^  =  r^.-^2r^. 
Diesen  merkwürdigen  Satz  hat  Euler  (Nov.  comm.  Petrop.  XL) 
algebraisch,  dann  Fuss  (Nov.  act.  Petrop.  X.) geometrisch  bewie- 
sen^ In  der  Folge  sind  für  denselben  Satz,  zum  Theil  mit  Hin- 
zuziehung der  äusseren  Beruhrungskreise,  für  welche  eine  ähn- 
liche Relation  Statt  findet,  noch  mehrere  rein  geometrische>Beweis^ 
geliefert,  und  zwar,  so  viel  ich  weiss,  von 

1.  Kunze  (Lehrbuch  der  Geometrie  I.  S.  125). 

2.  Dnger  (Crelle's  Journ. IV.  und  Dnger's  Geometrie  des 
Euklid  S.  377). 

3.  Grunert  (mathem.  Wurterb.  Supplem.  I.  S.  732.) 

4.  Jacobi   (in   dessen    Bearbeitung  von    van    Swinden's 
•!  '    ;  Geonetrie  S.  237). 

5.  Gfft«oB  (Crelle's  Journal  X.>. 

8.    Nktfek '(Programm  des  G3rmnasiufrts  zu  Schleusingen  toAi 
Jahre  1840). 
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^^m     AiS^    isaiinr^iifH   liim-  ^:i7^     m^  xnr  -••niitt*  i    ir 
«tf    i.     Mf    JLiirzrL,''    eii»€!   ÄTftK      «■    iser    i-     i*i*" 

l«rt^«^ftc      oeti«:     ir     nni     /rf    liarflniH«:.  um     -7"^--iif!ii» 

lttiu4>apubK     u«.    KtM«fci»ei    oci    TfriaBTTTiRi  'ÄoJTfli    TjS   and 

^««iB«üM«i   .«tiMHKwi  VrrüprmigBk  rrjaf<     amr  äff  üÜCftivBktr 

^«o«Mft»c     i.#rfftirruirs«Rrei«^    ite?f>i   ftfnnnnnT  nrT;    "Wi   nteüff.  1 

l#vM*rüiiH^'  ^nm  inn  Ätf-J 
4&f-  «     ;     '    HiK    x«en:   OJL  vni    f^iT    H«r  s« 
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1;  :i: — 'iL  ^  lin:  -  /i^'a? 
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■ßf.^^.      y^»\<   üi*«   üi»  f  mix 


hiM  RBC 
tütok^  l*fte  der 


Hnmp:    Belträpe  %yr  G0omeiHe.  36 

I  k  Es  sei  Ox  der  Mittelpunkt  des  swisohen  den  Terlän- 
hi  AB  und  AC  liegenden  fioaseren  BerAhrongskrelses;  Zieht 
lim  O^B,  so  wird  diese  Linie  den  Winkel  CBF  halbirM, 
i dl  der  Winkel  CBA  darch  OB  halbirt  wird»  die  Halbimngs- 
ki'ihreier  Nebenwinkel  aber  senkrecht  auf  einander  stehen: 
m  OBOi  ein  rechter  Winkel ,  und  folglich  moss»  wenn  man 
*tl m\t  EB=EO  (La.)  einen  Kreis  beschreibt»  O0Oi  Perl* 
Atiriakel  dieses  Krei8t9s  werden»   d.  b.  der  Kreis  mOMS  durdi 

|fheo»  was  in  beweisen  war. 

■i. 

II  a.  pa  DiA  und  DA,  welche  zwei  Nebenwinkel  balbiren» 
veeht  auf  einander  stehen»  so  ist  EiAE  ein  rechter  Winkel» 
Vk  EiE  Durchmesser»  also  auch  EiB=:EiC.  —  Es  sei  nun 
1er  Mittelpunkt  des  zwischen  den  verlängerten  BA  und  BC 
•den  äusseren  Benlhrungskreises ;  dann  geht  die  den  Winkel 
pHalbirende  BO  in  ihrer  Verlängerung  durch  O^,  und  wenn 

O^C  zieht»  so  muss  diese  Linie  den  Winkel  ACH  halbifei^; 
Ist  O^CO=zR  und    O^CB  =  R  +  ly.    Nun  ist: 

BO^C='2R^(O^BC+  O^CB) 


\ 


•laber  BEiC-  BAC=ci,  und  folglich  BEiC=2BO^C. 
kreibt  man  also  aus  Ei  mit  EiB  einen  Kreis,  so  vnird  BO^C 
Aerifwinkel  dieses  Kreises»  und  folglich  geht  der  Kreis  durch  O^. 

Der  BevTeis  für  IL  b.  ergiebt  sich  wie  bei  I.  b.  —  Dass  fSr 
)  beiden  Theile  ganz  wie  bei  L  a.  und  II.  a.  auch  selbststän- 
Beweise  geliefert  werden  kfinnen»  siebt  man  leicht 

Inmerkung.  Ist  A^-^^ gleichschenklig»  so  wird  />|i4Tan- 
i  des  umschriebenen  Kreises»  und  folglich  fällt  £|  mit  A  zu- 
teo.    Das  Weitere  ergiebt  sich  wie  sonst. 

L  Lehrsatz.  Es  sei  bei  einem  Dreiecke  der  Radius  des 
^riebesen  Kreises  mit  r»  der  des  inneren  Berührungskreises 
|i)  «od  der  Abstand  der  Mittelpunkte  beider  Kreise  mit  d, 
r  der  Radius  eines  der  &asseren  Berübrungskreise  mit  p|, 
In  Abstajid  seines  Mittelpunktes  vom  Mittelpunkte  des  um- 
ibcnen  Kreises  mit  i^  bezeichnet;  dann  int: 


L 


3* 


36  Rump:    Beiträge  %ur  Geameirie. 

Beweis.  I.  Es  sei  am  das  Dreieck  ABC  (Taf.I.  P«.&] 
der  umschriebene  Kreis  gelegt  und  M  sei  der  Mittelpunkt  dessel; 
ben.  Halbirt  man  nun  den  Winkel  BAC  durch  AQi  und  dessev 
Nebenwinkel  B^AC  durch  O^O^f  weldie  Halbirungsllnif^n  jdjip 
umschriebenen  Kreis  in  E  und  £|  schneiden «  zieht  dann  EB^ 
EiB  und  EiE,  macht  feraer  EO=zEOi=EB  und  E^(k 
ssEiO^=sEiB:  so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Lebr^atie  .C 
der  Mittelpunkt  des  inneren,  Oi,  O«,  O3  sind  die  Mittelpufilf^ 
der  Süsseren  Beruhrungskreise,  und  £|£  ist  Durchmesser  des  väß 
sjchriebenen  Kreises.  Fälle  noch  OH Ji  AB  und  ziehe  durch  M 
den  Durchmesser  FG,  dann  ist  ^AHOco^EiBE,  und  folglkA 

AO:OH=:EiE:EB, 

also  auch,   da  OH=:q,  EiE=2r  und  EB=EO  ist, 

AO:g=z2r:EO, 
und  folglich 

2rp=^Ox£0=6?OxFO  =  (r+rf)(r--rf)=r*-d», 

und  mithin 

€P  =  r«— 2rp. 

II.  a)  Für  den  aus  0|  beschriebenen  Beröhrungskreis  ftU 
OiBiX^AB  und  ziehe  durch  M  die  Sekante  0|€r|.  Nun  iia 
^AHiOiCO^EiBE,    und  folglich 

AOi:OiHi  =  EiE:£B,  ^  ^ 

d.  h.  , 

2rp,=:^OiX£Oi  =  CiOiXFiOi  =  (i!fOt+irCi)(ilfOi— jrCiJ; 

=  (rfi+r)(di-r)  =  di«-r«, 

und  folglich 

d,«  =  r«  +  2rp|. 

b)  Für  den  aus  O^  beschriebenen  BerCihrungskreis  fiUI« 
O^H^X^AB  und  ziehe  durch  ilf  die  Sekante  O^G.  Dann  *M 
zunächst  B^AOi=  O^AC=: R-  OAC  und  folglich  U^O^A^OAO 
^BAE=zBEiE.  Mithin  ist  A  A^£  00  A  i?s<M  u.  s.  w.  wU 
vorher.  i 

Ebenso  ergiebt  sich  der  Beweis  fOr  den  dritten  äusseren  Be* 
riihningskreis. 


Bump:   Mträg*  vuw  ettmulrf^  Zf 


ni. 

% 

I  Btitrag   fa   einer  ADsammlmig   ?ob  BeweUcD    fOr 
den   pythagoräischen   LehraatE. 

BaNhrribt  man  aro  eio  Dreieck  ABC  (Taf.  I.  Flg.  7.)  deo 
b  AEiCEB,  halbirt  den  Winkel  BAC,  yerlftngert  die  Hal- 
tpfiaie  bin  E  in  der  Peripherie  des  umschriebeneu  Kreiaea 
lieltt  BE:   ao  tat»  wie  man  leicht  aieht,  ^ABEco^ADC, 

Mglieb: 

AB:AE=zAD:AC; 

mehr 

ABxAC  =  AExAD 

ssABß  +  ADxED 
=:AI)*+BDxCD. 

ftt  man  nnn  daa  Dreieck  ala  ein  glelchacbehkligea  an,  aetat 
'AC=z  AB,  ae  iat  auch  CD  =  BD  und  ADB  lat  ein  rechter 
fcei;  die  obige  Gleichung  aber  geht  über  lo 

AB^  =  ALß+BD». 


i 

I 
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IjAckbur  BevcB  dar  GanssifidbeB  GMrfmmgqi  «tf 
der  ]Keper''fidiea  Amaiopem  iarA  CoKtnKlioB. 

f««ii 

■  • 


i&e  HjIbiramEsfiu««  der  Winkel 
«BM»  ümecks  J^C  n  einem  Pimkte  G  (faf.  L  Fi^.  t.).  Filii 
mmwwOdim  UAe  GD^  GE^  GF  »f  «•  JMl  &ilaip  «•  M 
4ir  Wtnfaei  ^GF«  4c«  cn«  ft>lb'nw!«iiMe  mtt^mcm  der  WmJh 
liaftes  Lotbe  Uldet,  das  Svppkaent  de«  YTndLeU  BGC,  wcicb<99 
die  l^eides  asdero  BiibiniBseiuiien  einschSesse«.  Uekrü^ess  iodet 
■M  leklit 

Allee  dies  srlk  ausrenscbeiolicli  eben  £:o  ^t  Ton  sphiriscbea,  wie 
v^tk  eWoes  I>refteckef. 

Xon  »ei  ABC  (TaC.  L  Ft«;.  10.)  ein  spbariscbes  Dreieck.  Man 
errkiite  in  der  Mitte  ^  on  «-1^  in  £  ein  sphariscbes  Lotb  auf  ABy 
«eieliec  die  Sdte  ACinD  schneiden  nia^,  und  rerbinde  D  mit  C 
f^^4:uxu  »ei  /*  der  Punkt ,  in  irelcbeai  DE  die  fibrieen  Halbimngs- 
ÜMen  der  Uinkel  de«  Dreiecks  CBD  dordiscbneidet,  FG  sei 
»edkreckt  auf  AC 

»er  Winkel  CFG  int  gleich  dem  Winkel  EFB,  da  beide  den 
Wtftkel  DFB  mm  Sopplement  haben.  Ans  den  beiden  recht- 
«inklifen  Dreiecken  CFG  nnd  FEA  erhält  man: 

cos  CFG  =  cos  CG.  sin  FCG. 
cos  EFB-=-  cos  Fß .  sin  FBE, 


und  der  Neper'ackm  äntUottn  dmxk  CttMtmcUon.  3|| 

Nun  aber  i«t 

W.  FCG  =  90»- J, 

__       CD\CB-DB     CB—{DB-CD)     a—b 


•f    *    *  ' 


•  1    ,  •  • .' 


!. 
.1 


folglich  hat  man: 

1)  cos  f  — 2~  J  cos  ^  =  sin  (gl  cos  j . 

Flirts  '  zweite  hat  tiaant 

sio  CG  =  sin  CF.  sin  CFG , 

sin  f^ssBin  AFiSiB  £FA ; 

...  _  .  _  . . 

Qliltbiii  verhält  sich 

sin  CO :  sin  £A  s=  sfn  CF:  sin  BF 

=:  sin  FS6:  sin  FCC. 
Hieraus  folgt: 

2)  sin^-i^^cos2=sin^ — 2~/**"2* 

Verengert  man  die  Seiten  BA  und  BC  über  ^  und  C,  bis  sie 
sich  in  B'  schAeid^n,-  so  entsteht  ein  Dreieck  ACB' ,  in  wcilcliem 
der  Winlcel  B  gleich  B  ist,  während  seine  Qbrigen  Stüdce  sich 
Bu  den  Seiten  und  Winkeln  des  gegebenen  Dreiecks  als  Supple- 
mente  yerhalten.  Folglich  bleiben  die  obigen  Formeln  auch  jricb- 
tig»  ivenn  man  statt  der  Seiten  und  Winkel  a,  c,  A,  C  ihre  Sup-^ 
plemente  einsetzt.    Dies  giebt: 

3)  smC  — ö— J««n2==c®®l — 2 — 7**^2' 

.,  /a  +  6\  .    C       '    rA±B\        c 

4)  cosf -j-^8in^=icös^— 2 — ^cos^- 

Hieraus  folgen  bekanntlich  die  Ne  per 'sehen  Analogien  durch 
Division.  Uebrigens  würde  es  «licbt  schwer  sein,  dieseUbeo  un- 
mittelbar aus  der  Figur  abzuleiten.    Denn  man  hat 

tang  FC  =  ßin  CG .  tang  FCC 
=:VmÄG.tangFÄG. 
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V. 

Einige   Andeutungen ,    die   Quadratur    der   Hyperbel 

betreffend.  ■•♦'  •♦*^« 

Von 

Herrn  E.  Essen, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  am  Gymnasiam  so  SftargardL.  \ 


Der  Herr  Profesjior  Grqnert  bat  im  ersten  Hefte  dem 
füofandzwanzigsten  Tbeils  seines  Archivs  eine  elemea- 
tare  Quadratur  der  Hyperbel  mitgetheilt,  welche  mich  tu  'eigÜtiHä 
Untersuchungen  über  dies  Thema  angeregt  bat.  Ich  erlaube  nir» 
die  gewonnenen  Resultate  mitzutbeilen^  nicht  als  ob  meine  Arbeit 
nach  einer  solchen  Darstellung  noch  einigen  Werth  haben  kunn^& 
sondern  weil  ich  weiss ,  wie  sehr  solche  Anregungen  in  der '  Ad* 
sieht  des  hochgeehrten  Herrn  Verfassers  Hegen  und  mit  welcher  Nach- 
sieht  derselbe  aüöh -gelbst  scbwäcbe  Versuche  aufzumuntern  pflegt*). 

.^,  1)  |Ich  verstehe  unter  Sector  einer  Hyperbel  eine  Figur ^  welcbf 
^ni^i^lebt,  wenn 'man  die  Endpunkte  eines  Hyper.b.elbogens  init  d^m 
Mittelpiuikte  verbindet.  .    -r     .( 

Ein  asymptotisches  Segmentsollein  Fläcbenstflckbeissen^  daeva« 
einem  Hyperbelbogen,  einer  Asymptote  und  zweien  parallelen  Linien 
bf  grenzt  wird.  Laufen  die  beiden  parallelen  Linien  der  zweiten  Asym« 
ptote  parallel,  so  soll  das  Segment  ein  Normalsegment  genannt  werden» 

2)  Lehrsatz.  Ans  der  Gleichnng  der  Hyperbel 
a:y  =  i(d^+b^)  folgt  bekanntlich  leicht  di^r  Satz,  dass  ein 
von  den  Asymptoten  eingeschlossenes  Parallelogramm» 
dessen  vierte  Ecke  auf  der  Hyperbel  liegt,  einen  con- 
stanten  Flächeninhalt  bat. 


tl"      i 


.  *)  Wa«  ifsh  von  dem  folgenden  vortrefflichen  Anlsatse  halte»  luik# 
ich  «rhon  im  Literar.  Ber.  Nr.  CHI.  im  Allgemeinen  vorläufig  aoagti 
sprechen.  Wenn  ich  die  obigen  Worte  im  Eingange  dieeee  Aufeatse«  ha¥e 
«tehen  lasten,  eo  ist  dies  nur  geschehen,  weil  sie  ein  neues  Zeugnisa 
von  des  trefflichen  Herrn  Verfaseert  fast  au  grosser  Bescheidenlieit  ab- 
legen.    Ich  kann  mich  durch  dieselben  nur  geehrt  fahlen«  G. 


die  Quüätraiur  der  Bfperöei  ketrefend.  41 

Dies  giebt  die  Graodlage  fUr  folgende  Bebaaptang:  Ein  Sec- 
r  and  ein  Nonualeegment  fiber  demselben  Hyperbel  bogen  haben 
eichen  Flächeninhalt.    (Taf.  II.  Fig.  1.) 

*  ■ 

Beweis.  Es  sei  ABO  ein  Sector,  ABA''B*  ein  Normalseg- 
ent. Alsdann  ist  das  Dreieck  OAA'  gleich  dem  Dreiecke  OBB', 
eil  beide  Hälften  gleicher  Parallelogramme  sind.  Nimmt  man 
m  beiden  das  gemeinsame  Stflck  OHA*  hinweg»  und  legt  sodann 
I  jedem  der  Clbrig  bleibenden  Stflcke  das  FlächenstCIck  ABB 
bau,   Bo  folgt  das  Behauptete. 

2^)  Lehr $atz.  Asymptotische  Segmente  zwischen 
Bttselben  Parallelen  sind  gleich.    (Taf.  II.  Fig. 2.) 

Beweis.    Betrachtet  man  die  beiden  Segmente  AA'B'B  und 

ib'bj  so  leuchtet  ein»   dass»  wenn  die  Bogen  AB  und  ab  sehr 

rin  sind»  man  dieselben  als  zwei  Paralleltrapeze  ansehen  kann. 

htt   abtt  ist  nach    einer   bekannten   Eigenschaft   der  Hyperbel 

>tf^=süa\  BB'=^bb' 9  folglich  haben  beide  Trapeze  gleichen  In- 

It    Sind  nnn'swei  beliebige  Segmente  zwischen  denselben  P«« 

Helen  gegeben»  AA^OC  und  aa'e'e^  so  wird  man  dieselben  durch 

irallellinien  in  so  kleine  Theile  zertheilen  können,  dass  diesel- 

n  als  Trapeze  angesehen  werden  können.    Da  aber  diese  ein- 

Inen  Theile  paarweise  einander  gleich  siiid,  so  folgt,  dass  die 

izen  Figuren  gleich  seien.     Es  darf  wohl  nicht  bemerkt  wer- 

I,  dass  sich  der  Beweis  leicht  mit  grosserer  Strenge  fSbren  Hesse. 

4)  Lehrsatz.  Normalsegmente  sind  gleichen  In- 
its,  wenn  ihre  Grenzabscisseu  in  Proportion  stehen, 
if.  II.  Flg.  1.) 

Beweis.    Wir  nehmen  an,  dass  sich  verhalte 

OA':OB'=:OC':Oiy, 

I  wollen  beweisen,   dass  die  über  A'B'  und  Ciy  stehenden 
rmalsegmeste:  gleich  sind. 

Man  trage  die  Grenzabscisseu  OA'  und  OB'  auf  die  andere 
fmptote  ab,  wo  sie  bezüglich  bis  a'  und  b'  reichen  mögen, 
l  construire  das  Norraalsegment  aa'b'b.    Dann  ist  dieses  offen- 

dem  &epawX  AA' B'  B  congraent.  Nun  seien  F  und  /  einer- 
Sy  G  und  g  andererseits  die  Punkte,  in  denen  die  Asympto- 

von  den  Linien  aC  und  bD  getroffen  werden.    Dann  ist  wegen 

Gleichheit  von  CF  und  afy  sowie  andererseits  von  DG  nnd  bgi 

^iCC'F^aa'f,    ^DiyG^bb'g, 
iich        ■ .   '    i  ■  ■       'i  ■  ■,•    .  1 
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Einige    Andeut 


B'O 


n 


I »  ••  • 


f        • 


DU' 


Lehrer  des 


:ÜD' 


iK     tu.    *  v,;*.HM    /'^ c;/'' und  />/>'G  ähnlich.    CF 

I  ü  n  f  u  II  (i  z  w  ij    V  i  o  5 1 .»      T  i    ■- » -^-^  *Ji^«  Segment  CDGF  gleich  dem 

tare  iiiiail  atur  .  fs  ..*• h^'**    <*««'   Congraenz  der   Dreiecke 

l'iiiHrsiiriii.'  i\'j  i      j./'  .1  ...    '  .v*.jike  DU^G  und  66'^  ist  auch  das 

'       NoitiiuUegiuent  AA'C'C  das   Dop- 


i."'.r  . 


I       I 


■,11 


'  i.  ^  .iiiüijale  zwischen  A*0  und  CO, 

■   ..,  horvur,  wie  ein  gegebenes  Nor- 
'iiuMi   .sei. 

.    ..<    .1   cTaf.II.Fig.l.)   der  Scheitel 

( ilei  Potenz  xa'=EinSy  woraus  her- 

, ..  li  Kiud.  Nun  wird  es  offenbar  eine 
.1  «»olili^?  oiu  Normalsegment  AA'B'B 
.,« -.  tiifitittiA  wird.  Die  unbekannte  Ab- 
>;  i  Küi^u  wegen  durch  e  bezeichnen. 
^   *    !>(''   JiHU  Flächeninhalt  Zwei,    so 


.  ^,,i/a'.oc\ 


..   H9.  .iA'B'B^  80  hat  man: 


u.  s.  w. 


\ 


Es  M  al«o^  fttr  alle  Absciss^nwertbe»  d^ren  LogartthMeii ttr  deiM 
aof  die  Basis  e  gegründeten  System  gatise  Zableti  sliidv''fce^^ 
sen,  dass  die  Logarithmeo  jedesmal  den  Flächeninhalt  des  durch 
die  Abscisse  bestimmten  ^  vom  Scheitel  aus  gerechneten  Normal- 
t«egments  ausdrucken.  Die  auf  die  Basis  0  gegründete^  Loga- 
rithmen nennt  man  hyperbolische  Logarithmen,  und  man  hat 
also,  wenn  man  den  Flächeninhalt  irgend  eines  Normalsegments 
durch  9  bezeichnet,  für  jieden  Werth  von  9,  der  eine  ganide2ahMsti 

'■  '■  ■-■••••:»•■•  ••        ■'    'irtrloghyp^r.  "•  '^  ^'"    '''"^ 


, :''' 


Diese  Behauptung  lässt  sich  sogleich  durch«  fol9en(|ei9ejtrachitiV)g 
ctrweiiern:    Ist  QM'  die  mittlere  Proportionale  zwischen  Qß!  und 

o.  AA.  M  Jn  zzz  — ^ 

« 

_  loghyp.O^'+loghyp.OC 

=loghyp.  \^0^  .  OC  =Ioghyp*  p^',^ ..     .f. 
Folglich  gilt  die  Gleichung 

auch  für  alleWerthe  von  s,  die  durch  Einschaltung  eines  arith- 
metischen Mittels  aus  d«r  natifrlichen  Zahlc^nreitie  erzeugt  werden 
können,  während  man  diese  Einschaltungen  offenbar  in's  Unend- 
liche fortsetieÜMfe^Ti.     '  '         .       i  1    '.i-lol 

d)  Lehrsatz.     Für  jeden    Werth    von    s  und   a:   gilt 
unter   den  Voraussetzungen   des   vorigen   Paragraphen 

-.'|:    .-■'.])  :  ■    ..  si^ioghypa;.  *  •••?»  '*.'oir, 

Li-'''"  w^-  iJ  Vi  •    '  •  '«■■•  --'x  •'    '        "  '    •      •■■■  ■■  •'■  ■  '»-'"i 

Beweis..    Denn  wäre  etwa  ., 

•Mj   ,.     '--'.A     '■■  •"■*2r loghypa: 4"^,  ■«.••-  ■    "  »;)    •,•!•!»    tn  »n 

so  Hesse  sich  ein  Werth  2  der  Abscisse  denken  und  ein  zugehö- 
riger Logarithmus  t,  die  beide  duröh  Einschaltung  des  geometri- 
/Hiiieii,iindaci(hl»ct(ilch9ii>Mittfels  einers^itsianstdel'  Reih^  1|  «^^«fW 
andererseits  aus  der  natürlichen  Zahlenreihejentalilnden.ehidi^Minftb 
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read  i  der  Bedlngong  miterworren  sein  soll,  swiscben  loghypdr 
«ad  logliypx-|-9  ^^  liegeo.  Akdann  dräckt  t  das  zum  Abscis- 
fiCBwertii  z  gehurige  Segment  aus.  Da  nun  t  kleiner  ist  als  i»  so 
mSsste  anch  x  kleiner  sein  als  jr.  Es  ist  aber  im  G^entheii 
weU  der  gemachten  Voraussetzung  gemäss,  die  aagen- 
immer  u  erfüllen  ist. 


logx  >  log«. 

7)  Zmsmiz.    Die  Gleicbong 

sz=:loghyp« 

yeiht  «Kh  richtig,  wenn  man  sich  unter  s  den  Inhalt  des  zage- 
hürigeB  Sectors  Torstellt  Für  diesen  ist  es  aber  bequemer,  statt 
der  aof  die  Asymptoten  bezogenen  Koordinaten  lieber  die  auf  die 
Axem  der  Hyperbel  bezogenen  einznfiihren. 

Fillt  man  vom  Punkte  M  der  gleicbsotigeB  Hyperbel  (Taf.  H 
Fig.  2.)  ein  Loth  MP  auf  die  Aze  und  verlängert  es,  bis  es  die 
Asymptote  in  Q  schneidet,  so  hat  man: 

PQz=:OP=^m, 

MQ=  OP^PM—m-v. 

Nen  ist  0<?*^2.it*,  und  wenn  man  tob  M  das  Lolh  Mit  asf 
^e  Asymptote  flUt: 


HiersM  folgt 

OJr  =  OQ- JrQ=«V2-?^=^- 

FelgBch  hat  man  filr  den  Sector  OFM  den  Aoadivck: 

Denkett  wir  «ns  am  eine  andere  gltichseitige  Hyperbel,  welche 
anstatt  der  Axe  9V^  die  boBebige  A»  ie  hat,  so  ist  ficw  Hy^ 
perbd  eine  der  bisher  betrachtete«  ihnBehoFigw,  weU  alle  gleichsei- 
tigen Hyperbeb  einander  ähnlich  sind«  nnd  man  hat  daher 
man  Ae  den  Keerdinaleii  «  i«nd  e  tnlipftchcndtn 
dnrch  ii'  «nd  w^  beatichnet»   die  Ptepertienen; 

nnd  wenn  tf  den  Hifheninhall>  wekh» 
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j':j  =  2:a«,  ...    .,. 

Hieraus  geht  hervor: 

•  *  >  < 

*'=  2^ioghyp-^-. 

Denkt  man  sich  ferner  eine  ungleichseitige  Hyperbel  mit  den 
Axen  2a  und  26»  und  beseichnet  die  Koordinaten  derselben  diireh 
äft  und  Vi,   den  zugehörigen  Sector  durch  j|,   so  hat  man: 

tt'  =  tf|,    v':9|=:a:6,    i':ii=a:6. 

Hieraus  folgt: 

ab 


»i=Y«oghyp(^'  +  j) 


i>  'I 


Betrachtet  man  nun  ein  Flächenstuck,  wie  in  T^L  IL  Fig.  ^  FPM, 
and  bezeichnet  dasselbe   durch  <$,   so  hat  man: 


I  )    ' 


•  5=  A  OPM^  Sector  OFM  =:  4«,«!  -  ^  log  (j  +  6^)  • 

8)  Es  kommt  jetzt  noch  darauf  an,  die  Zahl  e  zu  berechnen. 
Man  denke  sich  (Taf.  II.  Fig.  1.)  BB'  sehr  nahe  An  AA'.  Als- 
dann ist  das  Segment  AA'B'B,  wie  überhaupt,  grosser  als  ein 
Rechteck,  welches  A'B*  zur  Grundlinie  und  BB^  sur.  Hohe  hat» 
dagegen  kleiner  als  ein  Rechteck,  welches  dieselbe  Grundlinie^ 
aber  AA'  zur  Höbe^hat.    Da  AA'  der  Annahme  nach  gleich  Eins 

Ist,  so  hat  man  also,    wenn  man  A'B'zzz—   nimmt:  ;  .^ 


tn 


n 


Dies  giebt  die  beideU:  Ungleichungen: 


i    I 


Jl.  1 

e"  >  1+-; 

tn 


f> 


oder  auch 


'■'■-'■■       eXI  +  i".    «<<l+'i)-+'-     .  ,''' 


m'  "  V     »1 


• .    i     .  •'  'r'ff 
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Nimmt  man  beiderneitii  die  briggiscben  Logarithmen ,  so  findet  man: 


log  brigg  «>iiiIogbrigg(l+^ 


<(m+l)logbrigg(l+i). 


MUtolftt  dieser  Ungleiehangen  kann  mau  e  bis  zn  jedem  beKebi- 
^en  Grade-,  der  Genauigkeit  erhalten  <  Setzt  man  m  =3  lOOOOQQl 
«$o  hat  man 

log  brigg  e  >  1000000  log  brigg  (1,000001) 

<  1000001 .  log  brigg  (1,000001). 

wodurch  man  e  schon  sehr  genau  erhält. 

^  '^Sehf  leicht- efb&lt' mau  auch  e  mittelst  des  bin^mfsdhevi  Lehr- 
satzes» nämlich: 

(^>i+,+(,_i)ji-2+a-i)(i-|)j-l-3    •• 


>i.  ,  ■> 


Aoeh  dufch  blosses  Qnadriren  kann  man  0  erhalten,    wie  leicht 
einmisehen  ist  . 

Es  wfirde  hier  auch  der  Ort  sein,  nachzuweisen,  dass  e  die 
Summe  ist  der  itDendlichen  Reihe 

^  +  ^  +  0  +  170  +  1.2.3.4- •" 

Will  man  den  Satz  ron  der  Aehnlichkeit  der  gleichseitigen  Hy- 
perbeln nicht  voraussetzen»  so  verfährt  man  folgendermassen.  Es 
sei  Xx  derjenige  Abscisseowerth,  welcher  das  Segment  mit  dem 
Flächeninhalt  \^  bestimmt    Alsdann  setzt  tnant     *•     !"  «^1      "^ 

und  es  ist  leicht  zu  zeigen ,  dass,  wenn  mau  bat: 

V2.ara_   ^      V2.ar,_  V2.ar4 . 

a  a  '         a  •*  »         •        ■. 

die  den  Abscissen  /rtt  ^t».^^  entsprechenden  Segmente  das  Dop- 
pelte» Dreifache  und  Vierfache  von  ic^  sind.    Mithin  hat  man : 
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■    rt .     ,      V^.jr  ■'  ■   ....... 

•1  .  ■■■■.• 

I  •»  ist  nicht  scbwer«  diene  Fornel  in  voller  Allgein^inheit  sa 

I  .       ■  .  '  ■  .       I  • , 

L»li    .  ■  '         .  ■  .         .        :  .. 

m%  •  . 

■  •  (        ■ 

•  •  •    j  ■  • : ' 


■  i  ■ 

VI. 


Ein  Beitrag  zur  Geometrie  des  Lineals  '^). 


Von 
3 


dem  Herausgeber. 


Die  Geometrie  des  Lineals  sneht  alle  ^ometrisclie  Aufgaben 
mittelst  der  geraden  Linie,  also  mit  Ausschliessung  des 
reises,  zu  lOsen.  Die  folgenden^  die  Beschreibungeines  Kegel- 
^nitts  durch  fönf  gegebene  Punkte  betreflfenden  Bemerkungen 
iUen  hiezu  einen  kleinen  Beitrag  liefern. 

«  Dass  Pascal's  mystisches  Sechseck  allgemein  für  alle  Ke- 
ppcboitte  gilt»  ist  bekannt,  so  wie  auch,  dass  es  bei  diesem 
lltee  gaoz  wUlkfihrlich  ist,  in  welcher  Ordnung  und  Folge  die 
ll  dem  Kegelschnitte  Hegenden  sechs  Punkte  genommen  werderv 
llkanntlich  wird  der  Satz  allgemein  so  ausgesprochen,  dass  dt^ 
1^  Durch£A;bnittspunkte  je  >sweier  Gegenseiten  eines  in  einen 
egelschnitt  beschriebenen  Sechsecks  jederzeit  in  derselben  Ge- 
jleD  liegen.  Zu  dem  Zwecke,  welchen  ich  hier  habe»  will  ich 
■  Satz  anf  folgende  Art  aussprechen : 


Ig')  G^«m^tFi«  die  la  Regle.     M.  s.  x.  B.  Trmit^  des  pvop^ri4- 
Pf«ojeaiiT«»d>€s  flgvres  psr  P^noelet    Parist^UfiQ.'iipj.i^ili 


[ 
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WeoD  man  von  einem  Punkte  P'  (Tat II. Fig. 3.)  ans 
drei  gerade  Linien  zieht,  welche  einen  beliebigen  Ke- 
gelschnitt in  den  Punkten  A,  Mi  B,  M';  C,  M"  schnei- 
den,  und  dann  die  Durchscbtiittspunkte  P  nndi  P^  ddr 
Linien  BM,  CM'  und  BM",  AM'  bestimmt,  so  liegen  die 
drei  Punkte  P,  jP, /^  jederzeit  in  einer  geraden  Linie. 

Betrachtet  man  nSmIich  das  in  den  Kegelschnitt  beschriebene^ 
in  der  Figur  durch  stärkere  Linien  ausgezeichnete  Sechseck 
AWCM^BM,  so  sind  offenbar^if,  CM' \  ferner  AM^  CM'i 
endlich  AM'  ^  BM''\  als  gegenüberstehende  Seiten  dieses  Seche- 
ecks  zu  betrachten,  und  deren  Durchschoittspunkte  P,  P' ,  P^ 
liegen  also  nach  dem  Pascal' sehen  Satze  in  derselben  Geraden» 
wie  behauptet  wurde. 

Da  nun  bekanntlich  durch  fünf  Punkte  sich  immer  nor  ein 
Kegelschnitt  beschreiben  lässt,  oder  durch  filnf  Punkte  ein  Kegfl^ 
schnitt  ToUkonunen  bestimmt  wird,  so  wird  auf  der  Stelle  die 
Richtigkeit  der  folgenden  Behauptung  erhellen: 

Wenn  A,  B,  C,  M,  M'  fünf  beliebige  Pnnkte  eind,  so  sieh« 
man  die  Linien  BM,  CM'  und  AM,  BM' ,  bestimme  deren  Dnreb- 
schulttspuukte  P  und  /^,  und  lege  durch  P  und  P'  eine  gerade 
Linie.  Zieht  man  dann  die  Linie  AM' ,  bestimmt  deren  Durcin 
schnittspnnkt  P"  mit  der  durch  Pund  P'  gelegten  Geraden,  zieht 
sodann  die  Linien  BP"  und  CP',  und  bestimmt  deren  Durcbschnitts- 
punkt  M",  so  ist  M"  ein  Punkt  des  durch  die  fünf  Punkte  A,  B, 
C,  M,  M'  Tollkommen  bestimmten  Kegelsdinitts. 

Denn  wäre  M"  kein  Punkt  dieses  Kegelschnitts,  so  schneide 
die  Linie  CP  denselben  in  einem  anderen  Punkte,  welchen  wiir 
uns  durch  Mi"  bezeichnet  denken  wollen;  zieht  man  dann  die 
Linie  BMi"  und  verlängert  dieselbe,  wenn  es  nuthig  ist,  bis 
AM'  in  dem  von  P"  jedenfalls  verschiedenen  Pnnkte  Pi"  ge- 
schnitten wird,  so  liegen  nach  dem  obigen  Ausdrucke  des  Pae^ 
c ersehen  Satzes  diie  drei  Punkte  P,  P',  P^"  in  einer  genideii 
Linie,  was  ungereimt  ist,  weil  nach  der  Construction  die  PvnittA 
P,  P',  P^  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Also  ist  Af  ein  Pwnkt 
des  durch  die  fihif  Punkte  A^  B,  C,  AI,  M'  vollkemmen  b*^ 
stimmten  Kegelschnitts.  ^ 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  die  folgende  Metbedi^ 
beliebig  viele  Pnnkte  eines  durch  fünf  gegebene  Punkte  bestiflini» 
ten  Kegelschnitts  zu  finden,  welche  freilich  ihrer  Natur  nach 
inmer  nur  eine  discontinirliche  Folge  von  Punkten  dieses  Kegel- 
•ehmtts  gellen  und  nie  so  einer  organischen  Beechrelbang 
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bell  fSbreiv/ aber  dodb  in  mancbeu  FXUeo',  wolesdaniiifabkoiiniilj 
mit  Schmelligkeit  lind  Leichtigkeit  noch  eine  grössere  Aozahl  ▼oq 
PMkfefi'de»  getfudhten  Kegelschnitts  eu  indsn,  mit  Nutzen  An^ 
wendang*  findenfkA^iti. 

»'.  Die.  fipnf  {gegebenen  .Punkte»  durch,  welche  ein  Kegelschnitt 
beschrleten  iverden  i^oll,  seien  4»  B^  Q$  M,  W  (Taf.  IL  Fig-4.). 
Blaivirieiie.di^  Linien  BM^  CM'  und  AM^BM',  bestiiproe  derei^ 
O^ebf^bpittspankte  Pund.P',  lege  durch  dißselbeiK;eiD^  Gerade» 
wysicbe  vrir.io  der  Jfelge  m  der.K'Qnie^  durch  L  bezeichnen  wq|*. 
leii.»>  :aäie|ie>  die  Linie  AM* ,  bestin^e  deren.  Ourch^^cbnittspunkl 
P^  mit  der;  Linie  L,  ziehe  die  Linien  J^^'  und  CP  uqd  bestimme 
deren:  Dorchscbnittspqnkt  JU".  Hierauf:  ziehe  man  die  Linie  AM', 
hevstmm^  dersen  Durchschnittspunkt  P*"  init  der  Linie .  L.,  ziehe 
imi^^^.^BJ^  und  CP^.  und  bestimme  deren  Durchsphnittspuakt 
MT»  Ferner  ziehe  man  die  Linie  AM'",  bestimme  derea  Dqrchr. 
sff)mit.tspuoM  /V^  mit  der  Linie  Ls  ziehe  die  L'mien :  J^i^^fT,  und 
CJ^r.  uqd  :  bestimme  deren  Ourchscbnittspunkt  M^^m,  Wie  man 
auC  diese  (Art  fprtscbreiteo  und  beliebig  viete  Punkte  <  itf^j  ^If^r 
M^^,  M^,....  des  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte  4»  B^Cw 
M,  M'  bestimmten  Kegelschnitts  finden  kann»  ist  klar.  Auch 
bedarf  es  kaum  noch  einer  besonderen  Bemerkung»  dass  man  auf 
ga|p2^.ä,hnVcbe  Weise  in  der  Linie  L  auch  nach  der  anderen  jSeite 
dee  PuyDktf^  P.  hm  fortschreiteir  kann ».;>vie  aus  der  Figur  mit  bin« 
reichender  üeutlicbkeit:. ebne  einer  iveiieren  Erläuteruüg  zu  bewür- 
fen ersichtlich  ist. 

Ich  unterlasse  nicht,  zu  bemerken,  dass  diese  einfache  Me- 
thode» beliebig  viele  Punkte  eines  durch  fünf  gegebene  Punkte 
bestimmten  Kegelschnitts  zu  finden»  schon  von  dem  scharfsinni- 
gen Lambert  in  seiner  Freien  Perspective.  Zweite  Auf- 
lage. Zweiter  Theil.  Zür^chrWi.  S.  165  ♦)  dem  Wesent- 
lichen nach  angegeben  worden  ist.  Lambert  leitet  dieselbe  aber 
in  seinem»  sehr  viele  schöne  Sachen  enthaltenden  Werkchen  aus 
den  von  ihm  gegebenen  Kegeln  der  Perspective  sehr  kurz  ab» 
so  dass  sie  an  jenem  Orte  nur  dem  verständlich  werden  kann, 
der  sich  mit  diesen  Regeln  vollständig  bekannt  und  vertraut  ge- 
macht hat.  Die  Auffindung  des  von  mir  im  Vorhergehenden  ge- 
gebenen Nachweises  des  unmittelbaren  Zusammenhangs  dieser 
Methode   mit   dem  berühmten   Pascal' sehen   Theorem  hat  mir 


*)  In  der  ersten  Auflage,  welche  unter  dem  Titel:  La  Perspec- 
tive, affranchie  de  l'embarras  du  Plan  g^ometral.  Par  J.  II. 
Lambert.    Zuric  1759.  erschienen  ist»  findet  sich  dieselbe  nicht. 
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Es  ist  eine  bekannte  Aufgabe  der  ebenen  Trigonometrie,  von 
einem  gegebenen  Punkte  aus  eine  Gerade  so  zu  ziehen,. ^d^fis.jdafi^ 
zwischen  den  Schenke)^  eine^  gcgebenj^n  Winkels  abgeschnittene 
Dreieck  einem  gegebenen  Ffäcnenräume  gleich  sei ;  wir  wollen 
nun  annehmen,  des  gc^efie»^  ffunkft  iBeg«  Aul  einem  der  beiden 
Schenkel,  z.  B.  auf  OS  (Taf.  III.  Fig.].),  und  bewege  sich  von  O 
nach  Sj  während  die  Secante  AP  gleichzeitig  ihre  Ribfttunfg  der-' 
gestalt  ändert,  ^ass  der.  Flächen  räum  des  .Orejeckeii^  OAB  immer 
derselbe  bleibt.  Ferner  theilen  wir  das,  zwischen  den  Schenkel^ 
enthaltene  Stuck  AB  einer  jeden  solchen  Secante  in  zwei  gleiche 
Theile  und  wollen  die./^leichung  derjenigen  Kurve  zu  bestimmen 
suchen,  welche  entsteht,  wenn  man  sänAmtliche  Halbirungspankte 
]H  continuirlich  verbindet* 

Zu  diesem  Zwecke  tjieilen  wir  den  Wiskel  SOS'  in  zwei 
gleiche  Theile  und  nehmen  r die  Theilungslinie  Oir  üir  Abscissen- 
axe,  die  Spitze  O  zum  Ursprung  und  OyX,Ox  zur  Ordinaten- 
axe;  ferner  *tiehefn  i<flr  AQ^  MP;  BR  ^Arttht  ntdMtj  pttieXkü 

zu  OäCs  and  setzen: 

.■  \       . .  .         1 

Bezeichnen  wir  den  constanten  Fläd^prfrom  ^f{fI)rmtJck^,^OA]9 
mit  Af  so  mu88  der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  2^=«o.Sin2o 
aeiD  oder  f 


(1)  ^«tiw^SinaLOotfä.  :        .    :.;     i> 


^ a -      m  ■      ■   »  ■      ■■       M^  M a    «%•    a.  ' 


«ler  Gaadem  AB,  ab*  «e  Loge  d»  Ptaktas  Jl.  4.  h.  «e 


Am  4«  Ci— titü—  ist  mb  anckiEch.  4m>  PQ=:ttP  mA 
jIL=MP+RB,  Job  A^  mA  J!P  südl  lickfr  ■■iiim.  ab  däe 
PrajecÜMM  ier  BiUba  JJf  «ad  « JT  der  Ccndca  .i«S  aaf  die 

bcH*  «ad  JIL  «ad  MP^Rß  skidi  dea  Prajve- 
Stfcke  aaf  dia  Otdiaiteai¥e     Statt 


€fQ^OP=OP—Oß  «der   Oi>=  ^  ^  ^*=^ 
AQ-MP=zJIP^RB  oder   JfP=^^T*^=j. 

M»        0  mm 


X=K«+<^)-Ca»«f    3r=i(«— r).Siii«, 


int«    CO  iri 


abo 


2ar  % 


mitbin 


^^iJÖM  +  Siiiir'    ^~Co^a     Slna" 
W«iWb  diese  Wertbe  ta  (1)  ««bstitairt,  so  erbäit  auB : 


[^*            y*    ~i                                        ar*  y^ 

7i — 51 — zif  m    l-SincCosc  oder  -r-r- -^ — =1. 

Sgiil  maa  den  Zahlwerth  Ton 

II*  "...      ■  •  •   ■     ■  •         -      . 

(2)  V^2/.ctga  =  a  und  jenen  von   V  J.iga  =  b, 

m^  «^M  ^e  Gleicbong  fibarrin.ifolgeBde^ 


* . 


-  j» 


/ 


RigferMnftr:  M^:Sai%\vatk  4er  Mpfii^kH,  i8 


©)  „«  —  jt  —  1- 


I>fi«  fprirachte  Kwrve  ist  als»  dne  Hyperbel  mit  ^d  Axeiv  a  moA 
b  ^     and  da  aus  (2)  folgt : 

8«^    sind  die  Schenkel  OS^  OS  die  Asymptotei^^ derselben. 
Ferner  ist 

ar.  O^IJ?  =:ar.  OAN^  ar.  OiVÄ 


^  =  Ite .  Q2\r.  Sin  o -I- ir .  OiV.  Sin«, 
*^^ii  filr  i(tefo)  seinen  Werth   ^ gesetzt  und  ON  bestimmt, 

■ 

*^€fc  aber   lSP=OP-  ON,   so  wird 


I . 


a« 


.<6)  JSP=a;^=-. 


I^er  zweite   Tbeil    dieser   Gleichung  bezeichnet   bekanntlich   die 
I^Soge  der  SubAangente  der  Hypetbel  .fdr  defr  Puidtt  x,  3^;^to 
'Tangente  dieses  Punktes  M  gebt  also  auch  durch  den  Punkt  iV^ 
^■>d  i$t  folglich  mit  der  Geraden  AB  identisch. 

'■■■■  •  i  i            ■■■•  ■■ 
I  -— . 


<  •    f  I      '• 


Wir  wollen  nun  annehmen,  lU  sei  irgend  ein  Punkt  einer  be- 
'"ebigen  Hyperbel,  deren  Asymptoten  OS,  OS'  »fnd  tiriä' f^J* 
f^'vdie  Tangente  in  diesem  Punkte,  und  wollen  versuchen,  den 
'^T^^enij^nin  if 'deis  Preieckes  QAB  als  ^Functton^dieF^ Coordlnl^i^ 
^iSfi  des  Punktes  M  darzustellen,  um  zu  erkennen^  inwiefern 
^M|jd<^iriftchenvabiii'2/'bei- einer- beMebigi»in  tüyperbiel 'Sndi>rf, 
^^nn  man  von  einem  Punkte  derselben  zu  einem  ande^nifibergefai^ 

Ist  nun  I       "'•.'- 

5«~6«-*  '•'■'■■•••: 

^  Gleichung  der  Hyperbel  .-'Maitos  der  VorsuMetzong  g^ttiÜM 


'  \ 
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Uia^^.  welche:  Tangente!  wrir  kurz  aitt  >  bc^^oluion.    R«fMr  M 

daher  hat  man  als  Gleichungen  der  (Geraden: 
(O)  OS ....  ^=fAar, 

(7)  OS'....  y==— fior, 

*i  ...  .    «^ "  t     X     ,  ; 

(8)  ri»....  y-y,=^«.^.(ar-a;,).  •.'..>! 

•     ■      .   .    .        .,:»'.■'..■..-  I 

Aas  (6)  and  (8)  findet  man  die  Coordinaten  Ax,  A^Aes  DorelH 
schnlttspunktes  A  und  aus  (?)  Wd^' (8)  jiea^\S«,  Ay  des  Dordi- 
schnittspunktes  B»  und  zwar  ist: 

«iaher  wird:  •  "      '         '  ' 


t         I 

■  •  . ; •  .  aa.  '•»•     '■         '§ :     .  ■  'ii 


:'l 


Weil  tga  =  i*,   so  wird  Sin«=:^^. — =,    Cos«  =  -7===;  ! 
^        '^  V^l  +  ii**  V^l+Ü?    :! 

werden  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

■* 
^  =  .t£r.Sina.Co^a  ...  ^ 


.«•'    ;      '!• 


♦  1.    ' 


it^..,«bf«.;  «i|,r|h  <idi«  C^ordib^Qi  etoes .  ?mk\m  4er  iHypeiM 
nithin  ^      .  s 


I'.! 


B9ßß9T   ämflHmig  Hmr  Umtärem  M/flir$mni9i$Mtk$m§  Mr.    06 


d.  ii.  der  FlSeheOTanm  J  des  Drrineke»  OAB  Uk  tob  dM  0#or# 
diMten  «^^jf^  des  Fuddes  M  voäbiiiBg^,  wJtam  für  äUe  Ptekle 
der  Hjqperibel  coaetaDt. 

Ferner  gebeo  die  Gleichungen  (9f): 

■   Q  !    =  a^    ond      ^  k  ■    i 


(") 


■g-"*^y 


!♦ 


dabctf  liegt  der  BerfihruQgGfpankt  M  im  Mittelpunkte  der  Ge- 
raden 4B' 

•  ■   ■        '-..  • '        .      .  •  '       . ■  ... 

Die  Ergebnisse  dieser  kleinen  Untersnchqpg  kflpn^  ß^lf^9ß§* 
lieh  in  folgendem  Lehrsatze  vereinigt  werden: 

In  jeder  Hyperbel  hat  das,,  von  den  Asymptoten  OS9 
OS^  and  einer  beliebigen  Tangente  TT  gebildete  Drei- 
eek  OAB  denselben  Flächenranm»  wie  das  Reehteck 
ihrer  Halbaxefi»  ti$d  da^  zwiseh^n  den  Asymptoten 
OS,  OS'  enthaltene  StQck  AB  der  Tangente  TP  wird 
stets  von  dem  Berfibrttn|;spankte  JU  halbijrt 


.1  •    • » 


AaflosuBg  einer  JiQeäri^Q.DiffiBrwfeialg^idämg  zweiter 
Ordnang  durch  bestimm^p  lategrale. 


Von 

Herrn  Dr.  JR.  Hoppe, 

l^-  fVlVat«M«ntM '«ä  der  XJiik^0|«ilftr^«li 


» »II  j  .  .' 


ii  I 


.  Es  j^t  befcf^i^qt,  dass  .die,  giii^zen  elliptischen  Fqnctleneii  erider 
vnd  zweiter  Gattang  als  Yäuctio'nen  des  Mödulus  lineliren  Dille- 
nelNdeteMBNiV®>>  sireiter  Ordnung  genügen ;  doch  ist  dabei  leicht 


Vmm  jflf  1I0P  «wtaD  «id  auf 


^=Ux«.V. 


«v= 


1+^ 


.      :^ 


MKS    WKC    Wk^MmU^W^SU   CT^^VEB« 


Pf— db  «ridOt 


i'-.tV  ' 


.  r 


=  4^,m-l,ß^i,r) 


=  ?fcl?  JA«)  -2/(«  - 1)  +  /(«-2)1. 


Ferner  i#t 


'  t  t     '  '    ,1 


.•••••■ . 


^2<a-^l)'(]: 


imi^Her  Ordinm§  Okrchöififmmte' ItiH^-att.  BT 


'   I 


lotegrirt  man  oach  q>  zwischen  0  und  ^rp  so  verschwindet  die 


f  t  t 


linke  Seite«  so  lange '^oiid  y  >  ~1  sind«  iind man e^liKIt die" Relation: 

1     ■  '•  :■:•■■  '  '    ,  "'   V.       I««*'K    II.»        •  •• 

(2«  -i-/J  +  y)A«)-(4a  +  |J  +  y-2  +  (2a  +  /J  -  \)x)f(.<'-l) 

+  2(«-l)(l  +  x)/(«-2)  =  0.. 

■    'Ml';)    t    '»'1     i!  i.<       !•.;.;.•/' 

Eliminirt  man  zwischen  dieser  Gleichung  und  den  zwei  Differen- 
ziaiformeln  /^a— 'l)Hift<i(  /i[(r-=^2),/80  erhSit  mm'  ^~ 

^    +  -ird  +  ar)  ^"MTm)^ 


-    t        -    •        r  -> 


WO  f^,  ff"  die  Differenzialquotienten    nach  x  bezeichnen.     Setzt 

man,  um  das  Mittelglied  zu  entfernen;  i:  .     i     \        (!.>v:!»  • 

.    •   '     (1  +*)  t  4   /   >  .    I  i    /   ;  :..;i:v: 
so  erhSlt  die,  ^tei^hang  folgende  iFoitai  t  i   /  !  :=:  * 


• 


: :;  tj  .'    ,  : ■••.•Jr  ••  .'.•  ■•    iiD^  i,  .,;  iP         '     L'     •  C»'.-:t  i.'".^  lt»V    •';■»    ti  »j 


k«  T  -«./l-l-^iA     •    :.•« 


ün4  'zwar  Ist:  . 


il     i"    ■■-♦     ..  .;    '    'M".    '    !..!    ..1)1««    :   -')'mi   "c- 


1  ■    ^         <    »■'■•'i'l     .M-. :••.";:)    V^ 


a=:T^(2a+y-l)(2a  +  y  +  3), 


16 


c=:Tß(i5+y  +  2)  (15+7-2)..    '.-  i 


Da  man  in  der  Auflosung  über  drei  Constanten  a,  ^|  /  zu  ver- 
fögen  hat,  so  kann  man  in  der  Differenzialgleichung  ^'Ay^i'J^c  lilH 
beliebig  gegeben  betrachtien.^Ihrfe  lotägilatioli 'beruht  alsdann  bloss 
auf  der  Auflösung  der  letzten  drei  Gleichungen,    die,    wenn  man 

i       '    -  3<»+y'+l='2i>;  •  •/^  +  fci2fk,  ♦       «("jS+ll^^.llU^.M*»»»    )(;ii 

scfet,   folgende' eWäcfcöVe'Form'^  ^;-  '':^\  •''"    ^     ^  *'!' 

■•.•;;  4a  =  l«iT-Tj,.  ...  4«c=ft»-^.lvi  .■'  36,«=s#i-4^-^r-l)(<h*l):;..i!.ui 

'    !••■  Ip  .:•>■.>•    .'•tA'-'     ''■•■■    ■''     •■■''      "         >■       '1'     '!'•''      -^1>I      '!'»lli'>J 

so  dass  sich  ergieb(:  ^.    ,.,;;,,,,, 

x=±VT+ü,   p=:±VT+©, '  «Ä26-K-ldbVTHS)(i±VT+3i). 
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Da  femer 

ist,  80  nnd  2«  nnd  —  (^-fl)  die  Warzeln  der  GleidoDg 

|»_2(l_^-l)|-2»=:0, 

woraus  sich  die  Werthe  ergeben: 

■'■.'...  = 

y=i  +  *»TVa-i*— l)«  +  2v; 
oder  durch  a»  b,  c  ausgedrOcfctt    '  .    .  i. 


i- 


wo  die  Vorzeichen'  dex  verschiedenen  QuadratwWzeln  von  einao* 
der  anabhängig  sind.  Man  erhSit  denkiibcb  acht  verschiedeii» 
Werthe  Ton  z,  unter  denen  nur  diejenigen  zu  verwerfen  siod,  wo 
ß  oder  y  oder,  falls  sie  imaginär  sind,  der  reelle  TbeA  einer  me^ 
ser  Grossen,  nicht  > — 1  ist. 

Wir  betrachten   zuerst  den  Fall,    wo  alle  acht  Aofltoangen 
gflitig  sind.    Hier  hat  man: 

IH>dfw»r  Mit.,.  ..  ^ 

f  '.J  l    1-  .:4  2 


hat  demnaeb  ntnii^ei  vecsdiie46Be  Werthe.    ßesfi^biieii  nun  ^ 

nnd  zs  s^^i  ^^^  &cht  Werthe, von  «^  in  deneja  V^HMc jTffrs^l^ 
denes  Vorzeichen  hat,  so  können  dieselben  kein  constantes  Ver- 
bältnUs  Mbeti^  vi^H  ihr  Obotientidetr  FacWr  or,  und  amscir  ihn 
keinen  hat,  der  flir  d?=0  verschwindet  oder  imeqdlicb  f^ird. 
Folglich  ist 


■  ..I    I    t 


MMMUr  öfdmmi  dmrek  BttOmmte  MDrfru/f . 


da»  ▼•Ibtiiidige  Integral  der  DifferaiBialgleidHing,  «nd  jsdeir  an« 
dwne  WerCh  roii  z  ntom  Mr  irgend  welche  Wertbe  r^m  A  «Id  i^ 
dKflilt  identieeli  sein.  Reseidioet  Dan  daa  %  aar  LiiikcNi  eite  to« 
deo  sechs  übrigen  Parttcularaaflosaogen  «od  man  tnukiplieirt  die 
Gleichang  mit 


2 


so  bat  eioe  de^  Großen  Axi;  Bx^  den  Factor 


« \ 


.f^5^ 


»  I     \  •■'  7 

die  andere  keinen  mit  x  verscbwindendeo  Factor.  Setst  mao  jetst 
^=0,  so  sieht  man,  dass  entweder  .ii. oder  JB  c^O^Airiiii'mese« 
Folglich  haben  unter  den  acht  Wertben  Ton  x  je  vier  zu  einan- 
der ein  constantes  Verbältniss»  .pümlicb  diejenigen»    in  welchen 

Vl  +  4c  dasselbe  %*orBeiclie*' bat. ' 

Die  Verhältnisszablen  zu  bestimmen  hat  nunmehr  keine  Schwie- 
rigkeit. Es  sind  nntfir. den  seoht  iUlatitMien*onr  ^#ei  ivesentUcb 
verschiedene  vorhanden ;  die  übri^^n  ergeben  sich  aus  jenen  durch 
Substitutionen  entgeg^bgiUMiqBtef  'Codslaiiten wertbe.  Setzt  man 
der  Kfirze  wegen       .  "^         ^      ^ 

/=Vl+4a,    m=3?Vl+4cJ  ii=  Vl+4(a+A+c), 

80  hat  man  folgende  drei  Systeme  Ton  ConstantenwertÜen  Itt'^ffcM 
trachtung  zu  ^i.^bep: 


i 


'  ■  •  ■  \ 


2«-|-y  — 1 


1 
2 
3 


7 — m  +  n 


—  l+m  +  n 

— Z  +  m-v» 

/-fm  +  n 


'  +  ?»--»» 
Z  +  m-J-^ 

— /+m — n 


m 
m 


/— 1 
-/— l 


ün^e^.^i^et :  man   diy^,dip»e9  ,,§ystenj^J>  wg^l^urigeo,  il^crflifl 
▼on  1  durch  die  gleichnamigpn  Z^fljger  ,J^^.Jfi^^^:  iio.  ifst .  ..    ,*:  m»:,,^ 

.    .    ,  /(^>  — — ÖTTTr-.  /  +  m+n^  -./+,j,— n) 

.  _ axfttjfiy--   ^l^J^^i...  i,..'-^r"^'-^,-- '  A 


» •• 


/T«» 


/ — m-f  I* — 1 


'     .LJ'^'T' 


^  •--/'|-i»+iij,  id-in — ijP 


I — mr— «  — 1 


^v  ■'■'•*'  ?  ^ »  -^/-f  m— Hi  /-f:i^rf  4|) 


AB        ff^pp^r 


l^x,   ^ ,  — /+m— «,  £rt«-ta) 


/t».  ^. ,)  =y  *  ••^«•ariÄp, 


#  I 


;S«f^  NM»  mr 


«r<»  4«»  <>bere  Zeidien  auf  die  enrtere,  das  mtere  aaf  die  letz- 
Wr^  lUMkm  ämsmwendeo  mt,  bo  erkältauui  folgeade  sw^Tnü»-: 
fariiNiflAfi««»  ^iMf$  Ipesthmirleo  Istegrabr 


f'm^^^=f'*'^^r 


(l+4r«n«y/"**' 


%»eiter  4hrämm§  durch  J^esümmte  imegrale.  Mf 

rid«  alod  der  Art»  das»  duicb  )bre  Wiederholung  das  Integral 
rf  seine  anfängliche  Foribi  ^ui^dkgieRlbri  wird. 

Eine  dritte  Relation  wird  man  zwischen  den  dürcft  (^m)  tind 
-m)  cbarakterisirten  Particularauril>sungen  finden,  wenn  man 
leh  dem  gewöhnlichen)  Verfahren  aus  einer  solchen  das  villstän- 
ige  Integral  darstellt  Sind  ii  nnfd  z^'  sWei  Auflösungen,  die  sich 
ir  durch  das  Zeichen  ron  m  unterscheiden,   so  ist 


»i-Tollständige  Intefral»  in  welchen«  dah««.aMck*%ientfialle*  ist. 
Met  man  %  flir  x,  .divfdirt  durah  'S|  ^iind.  diferenzürtyi  «»-IceDiaitf 

T:.-     !  •:  '  »•' /  ■/'  '    S|r         •-•••IM",     i  •'•     'i  -.;•.  tii.-j 

üekt  mam  du»  z  folgendeitaasseni  aus: 


•  '•  t  .   ; ■   '•  .  iii  I      ■    (    .  ij"'.    »j;  » 


1-^1  l-t-w  1-1 


/^-nrffi-^l 


(l  +a:  sin  •gp)      *       sin  — '-»»+««g)  cos '— »»-"y3<p , 


TT 


(1 +a:sin*<]p)       *       8in-'+»»+"g)cos'+'"-»cp89 

0 

iietzt  ist,    so  gieht  obige  Gleichung: 

•     •    I  _  •      .     ■       ■  ■         ■      . 

to  ist   für  x  =  0: 

;  N=  mSSi 

*  r(i+iii)r(i— m) 

'  nsinrnn 

'    "  f3X  «  '  ■ '       '    V —  • 

k  ...     co8(/-m— n)2Cos(/+ii|  — n)jj-    ...;..:. 

k.  I  :        ■  "  .  (      '  ■  •        I    f 

B  '■«;',  •    ...  ..i.  i      ,•>•■,:■      ••.-•  .  , -1  r   • 

pt  mAn'^llesen  WerHiv  so  wie  die.  Wertbe/von  ij  -uhl  2^  in 
Ii  Gleichung  .   ^  h'  ■  iJ  :>  1 .1   *'•    !» r  ir   i>  Il  o  ' 


i 


J 


8i  Küppep:    Zur  KreiBikeUmn. 


I. 


«in«  8o  kommt: 

.  ,co»(l  —  ii»— 11)^2008(1.+ m-r-n)^© 


/f  X*        /f.  x'^t/        *»^«»     '         • 


Die  untere  Grenze  des  Integrals  muss  nämiich  =0  sein;  dena, 
da  die  Unke  Seite  für  x=sO  endlieb  bleibt,  so  fordert  der  Factor 
x~~*  aar  Rechten»   dass  das  Integral  mit  x  verscbwindeL 

Rf  ivar  aageäeamea  woiden,  dass  siünratliebe  acht  Paitfe«^ 
lanmfttsMigea  «zistkten.'  Man  iienerkl  jedocb  leicht,  ^immd^t^ 
GMtigkeit  der  aufgestellten  Infegralformeln  durch  die  Bedingang 
/?>— 1,  y>  — l  keine  besondere' BeschrSnIcung  erleidet,  da  die 
nicht  gfittigen  Auflösungen  divergent»  Inlegrale  entttaUeab»:  mÜMiff 
an  sich  ausser  Anwendung  kommen  mSssen. 


•/ 


i  > 


Zar    Rreistheilaog. 
Herrn  C  JTiijifer 

ia  TrUfw 


JBrtter  «Seit.    Th^tlt  man  van  «la«m  ^ahta  0  a«s 
daa  Kreiaamftnt  %Um«l  U  «%  «a4  darauf  la  *  gleiche 
TheiU«  aa   falUn  ^«n  itUaen  heldea  Theilaagea  ■• 
▼ieU  Thellf  «ehl«  •«•tmmeii«  ala  4%r  t^^Mile  Tlieilenrr 
▼•a  m  «ad  4  BUheltee  h%i 


Küpptr:    Zur  KrelslAeilimg. 


Bis.    f  s«i  irgend  ein  Theiler  von  a,  b,  und  man  habe: 
«=i'.y,    b  =  t'.y'.     Man  kann  offenbar  di«  Theilnvg  des  Krei- 
ses in  a  und  6  gletehe  Theilr  in  der  Weise  TolUiehen,  dasa  n 
denselheo  zuerst  von  0  aus  in  V  gleiche  Tbeile  imd  bierauf  jeden 
dieser  Theile  Botvotil  in  x' ,  als  in  jf'  gleiche  Tbeite  theill. 

Für  jeden  Theiler  von  a,  6  erhalten  nir  somit  eben 
ZDsammeiiliegende  Theilpunkle,  als  dieser  Theiler  Einheiten  ent- 
büll,  nnd  es  ist  klar,  da«s  die  Punkte,  in  welchen  xtvei  Theil- 
punbtfl  zDsamnienralleit,  dirrch  gleiche  Bo^en  ij^etrennf  sind,  auf 
deren  je^en  x'  Theile  der  Thelhimj  0  und  y'  Theile  der  Theilong- 
b  gehen.  Non  «ollen  wir  die  Punkte  eShren,  in  welchen  flher- 
banpt  Theilpunkle  xusamnieuliegen :  Von  0  an  gereelinet  falle 
2tierst  der  xte  Theilpunkt  derThellun^r  a  mit  dem  yten  derThei- 
Inng  b  zusammen,  po  wird  weiter  der  2a1e,  3.rle,....  Theilpunkt 
der  erotM)  Theilung  mit  dem  2yen.  3^ten..,.  Theilpunkt  derzwel- 
ten  Theilong  zusammenliegen  ;  Etvlschen  diesen  Punkten  alter  keine 
anderen.  Da  nun  der  nte  Theilpunkt  ^er  Theilung  a  nnd  der 
Me  Theilpunkt  der  Theilung  f>  !m  Punkte  0  sich  decken,  so 
mve%  a=t.x,  fi  — (.ysein;  d.  i.,  o  und  6  milssen  zum  gemeinschaH- 
lieben  Theiler  die  Zahl  haben,  welche  anzeigt,  wie  viele  Theil- 
punkle der  einen  Theilung  mit  solchen  der  anderen  überhaupt 
xusammenratlen.  Auch  (»ind  diese  t  Punkte  durch  gleiche  Bogen 
getrennt,  auf  deren  jeden  x  Theile  der  Theilung  a  und  y  Theile 
der  Theilung  6  kommen. 

Weil  wir  nun  Hiir  einen  beliebigen  Theiler  i  von  a  und  6 
f  tuaromenliegende  Theilpunkle  bekommen,  welche  durch  gleiche 
Bogen  getreunt  sind,  und  diese  letzteren  Punkte  unter  den  mit 
den  Zahlen  x.  Ix,  Zx.....  in  der  Theilung  a,  ndet  mit  ij.  2_y. 
3y,....  in  der  Theilung  b  bezeichneten  enthalten  sein  müssea,  so 
folgt,  dass  die  Zahlen  x' ,  y'  beKiehlich  dieselben  Vieirachen 
von  X,  y  sind,  und  also  auch  t  ein  VielTacfaes  von  t'  ist.  (Denn 
Mi  x^^m.x,  so  hat  man  a  =  tx  =^  tf x'  =^  m .V . x ,  also  t  =  m.t'.) 

i  ist  also  ein  gemeinschafllicher  Theiler  von  n,  b,  und  zn- 
gleich  ein  Vielfaches  von  jedem  anderen  Theiler. 

Anmerkung.  Man  kann  auch  sogleich  zeigen,  dass  x,  y 
relative  Primzahlen  sind.  Denn  hätte  man  x=:>ii.p,  y=:m.q, 
so  kilnnte  man  den  Abstand  Oj:  in  x,  y  f;leiche  Theile  tbeilen, 
indem  man  ihn  erst  in  m  gleiche  Theile,  darauf  einen  jeden  die- 
sef  Theile  in  p  und  in  ^gleiche  Theile  theilte,  dann  aber  würden 
"icben  0  und  x  noch  m  — 1  Theilpunkle  beider  Tbeihingea  n». 
menfallen.    also  im  Ganzen:     i'^t{nt—\)^m.i.       -  J^-  ,^v 


^4  Küpper:    Zur  KreistkeUung. 

Zvceiter  Satz.  Wenn  mas  Ton  zwei  verscbiedenen 
l'iihkteu  eines  Kreises  eine  and  dieaefbe  Theilang  fr 
ülitrkgt,  so  fallen  von  die«eii  Theilnngen  entweder 
LfMiiC  oder  alle  Thei^punkte  znaanimen,  je  nachdem 
i.äriilich  der  eine  der  gedachten  Anfangspunkte* auf  der 
vom  ariflern  aus  gemachten  Theilung  liegt»  oder  nicht. 
—  Dies  ist  einleuchtend. 

bebutzen  wir  also  der  Reihe  nach  jeden  der  Punkte  0,  I, 
'Z, .,..  x-^l  der  Theilung  o,  um  von  demselben  als  Anfangspunkte 
den  Kreis  in  6  gleiche  Theile  zu  theilen»  so  erhalten  wir  jedes- 
mal b  TbeitpMukte,  wovon  keiner  mit  einem  der  früheren  zusam« 
uieuliegt.  Vom  Punkte  a:  aus  erhalten  wir  aber  der  Reibe  nach 
die  schon  gemachten  Theilungen  wieder«  so  dass  wir  im  Ganzen 
x.ü  verschiedene  Tbeilpunkte  erbalten »  wir  mugen  nun  alle  Punkte 
der  Theilung  a  als  Anfangspunkte  nehmen  oder  nur  beliebige  «. 
auf  einander  folgende.  Oass  die  so  erhaltenen  x,b  Punkte  durch 
gleiche  Bogen  getrennt  sind,  also  den  Kreis  in  j;.6  gleiche  Theile 
tbeiten,  ergibt  sich  leicht»  wie  folgt:  Denken  wir  uns  von  0  aus  den 
t^reis  in  j:,b  oder  nach  obiger  Bezeichnung  in  x,y,t  gleiche 
Tbeile  getbeilt,  und  niarkiren  durch  0»  1, 2, ....  «i— 1  solche  Punkte 
Hoviiii  jeder  vom  folgenden  durch  y  jener  Theile  getrennt- ist»  so 
ei halten  Mir  in  denselben  die  Eintbeilung  des  Kreises  in  «.<=a 
glel<:hi;  Theile.  Tragen  wir  von  einem  dieser  Punkte  0»  J»  2.^.. 
aU  ArifauKniiiinkt  die  Theilung  6  ab,  so  fallen  wir  stets  auf  Punkte 
der  Theilung  x.y.t,  weil  x  von  den  Bogen»  von  denen  x,yA 
auf  den  Kreihuaifang  gehen»  einen  Theil  der  Theilung  b  liefern. 
Verfahren  wir  ebenno  fSr  alle  mit  0,  1»  2»....  bezeichnete  Punkte, 
oder  nur  mit  x  aul  einander  folgenden»  so  erhalten  wir  x.b  yer- 
hcbicsdene  Tbeilpunkte»  und  da  wir  nie  auf  andere  fallen»  als  die, 
welche  den  Kreis  in  x.y.t=2x.b  gleiche  Theile  thellen»  sa  er- 
hallen  nir  diese  sämnitlich,  was  zu  beweisen  war.  .        i 

Ebenso  kann  man  y  auf  einander  folgende  Tbeilpunkte  deir 
Tbeiluiig  b  als  Anfangspunkte  benutzen,  um  von  denselben  aus 
den  Kreii»  jedesmal  in  a  gleiche  Theile  zu  theilen»  und  wfirde  Ihn 
dadurch  iu  y.a=^x.b  gleiche  Theile  getheilt  erhalten. 

Anwendung.  Manch eroni  hat  gelehrt»  wie  man  mit  Hülfe 
LliJäs  des  Zirkek  durch  ein  Verfahren,  das  grosse  Genauigkeit 
zuläsht,  die  Seiten  des  regulären  Vierecks,  Achtecks»  Sechzehn- 
ecks, Fünfecks  erbalten  kann. 

ftlit  \iiAh  der  vorangehenden  Betrachtung  likhrt  man  nun  die 
Eintbeilung  da«  Kreises  In  10»  12,  ]5,  20,  24,  30»  40,  48,  60» 
»0.  120.  240  gleiche  Theile  aus: 


9» 
9» 


Küpper:    Zur  KreHtMlunff.        «...       > 

In  10  gleiche  Theile.     Von  jedem  Theilpniikte  der  2Tfieiliinj?  trage 

man  die  STlieiluog  ab,  oder  umgekehrt. 

,9  12        ,9  „         Von  jedem  Theilpunkte  der  STheilung  die 

4Theilung. 

Oder  von  3  aufeinanderfolgenden  Theilpunk- 
ten  der  6Theilung  die  4Theiiung. 

Oder  von  2  aufeinanderfolgenden  Theilpunk- 
ten  der  4T hellung  die  öl'heilung. 

15        99  „         Von    3   Theilpunkten    der   3Theilung   die 

STheilung,   oder  umgekehrt 

24        9f  99         von  3  aufeinanderfolgenden  Theilpunkten 

der  öTbeilong  die  STheiiung«.':.  u  m!'»*   'i 

.   !     I  OdervoniaufeiBanderfolgeodeR.ThejIpiiillrr 

ten  der  8Theilung  die  6Theilung. 

30        9,  „         Von    6   Theilpunkten    der   GTheilung    die 

STheilung,  u.  s.  w. 

240  =  3.5.16.  Von  jedem  Theilpunkte  der  16Theilung  in 

5  gleiche  Theile,  von  jedem  der  erhaltenen 
Theilpunkte  in  3  gleiche  Theile^  u.  s.  w. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  mithin  die  Eintheilung  des  Krei- 
ses in  so  viel  gleiche  Theile,  als  irgend  ein  Theiler  des  Products 
2^><3x5  Einheiten  hat.  Solcher  Theiler  gibt  es  aber: 
(4+  1)  (1  +  1)  (1  +  1)  -  ^  (<*'e  1  mitgerechnet).  Durch  lÄnzu- 
nahAie  der  Construction  derSTebzehnecksSeite  würde  diese  Zahl  40. 
FÖr  die  wirkliche  Ausfdhrung  durfte  die  ßemerkuog  v<)n  NutzeA 
üein/  dvL^9    um  eine  Theiinng  o  aufzutragen,   tnan  nicht  nuthi'g 

haty  die:  Sehne  in  den  Zirkel  zu  nehmen ,  weiche  dem  Bogen.-* 
des  Kreisumfan^s  entspricht,  sondern,  däss'Bian  dttz^^ihef^Sehrk« 
beni^eD  icanii,,.die  zu  —  des  l(^r^i^umfaugs  gphOrt,  wenn  nur ,« 
und  ä  relative  -Primzahlen   sind. 


9» 


9» 


..    .• 
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66       Mossbrugger:    OnUrsuehiing  über  geometrische  0er ter. 


.:.       .'.     .. 


X. 


Untersuchung  über  geometrische  Oerter,  welche  yon 
Flachen  zweiten  Grades  abhängig  sind,  nebst  Yergld- 
chang  der  Inhalte  Terschiedener'  Segmente  von  Flächen 

zweiten  Grades. 


Von 


Herrn  £•  Mossbrugger, 

Lekrtr  4«r  Mathenatik  «o  der  RantoDMchule  so  Aarao. 


1. 

fife  ist  Tat  la  rig*2.  ein  FJlipsoid,  dessen  Achsen  ia,  26»  Sc 
sind,  Jt<^|(eben;  dasselbe  wird  durch  swei  »Systeme  von  Eliene» 
se  gescbniUen»  dass  die  Elienen  des  einen  Systems  mit  der  Ehaaa 
Ani  Han|itsc>initts  (a,  b)  fwiraUel  sind  und  die  des  svreiten  Systeai« 
mit  der  Ebene  des  llanpt$chnitts  (6,  c).  Femer  sollen  zivei 
Ebenen»  von  denen  die  eine  dem  erstem  nnd  die  andere  dHä 
au*eilen  Systeme  angehört,  eine  solche  Lage  haben,  dass  JW 
anischen  Ihr  nnd  dem  mit  ihr  parallelen  Hanptschnitt  enthaltene 
Stttek  de«  Eilipsotd«  an  Inhalt  demjenigen  Segment  des  EBpL 
soids  gleich  ist,  das  awischen  der  anderen  Ebene  nnd  dem  iB)t 
Ihr  parailolen  Hanptschnitt  enthalten  ist.  Es  ^ird  iinn  gefraf^ 
welches  ist  der  geometrische  l>rt  der  Dnrchschnittslinien 
Ehenenpaare  t 


Anflnsnng.  Es  sei  HAOCS  ein  Ootant  des 
Elltpsolds;  KO»  AO  nnd  CO  M'ion  i^ine  Haihachsen  n,  i,  c; 
welche  wir  ungleich  als  Aehi^n  der  .r,  y  nnd  k  annehmen;  femer 
seien  die  Ebenen  der  J^thnitte  RJAT)/  FKCH  paranel  mit 
Ranptsehnitten  (#»  A)  nnd  (h,  e)«   so  mmm  nach  der 


i^Hche  9fm  FUMm  %M9iitn  6raflt§  ^Mnßfi  ^nd,  tu.         tff 

dor  A«%tbe^   wenn  wir  den  Inhalt  des  Segments  BFKCCAO 
Mit  V  and  jenen  von  EJABDO  mit  V  beseichnen: 

«ein. 

Bekanoilick  int  aber: 


■'I 


4         12c*  • 

...    -  -  ,  -  ■  ^  ^ 

Äta(li',  (?).  (3)  folgt:  ■  .    ' 

woraus  wir 

«rbaltfP»  9der  a^ueh: 

Dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet,  wenn 


und  wenn 


~-*=0  (6) 

a        c  ^  ' 


(^y+£+(?^y^»^o      ^ 


ist 


Die  CfM0bnng  (6)  gehurt  einer  auf  die  Ebene  der.  ^7i  senk- 
reebteeEbepeianj   die  mit  der  Ebene  der  ^  eMien  Winkel  bil» 

det»  dessen  trigonometrische  Tangente  —   ist.      Beschreiben  '  wir 

daher  nm  das  gegebene  ElHpsoid  ein  recbtwinklichtcs  Pnrallelepi- 
ped,  wovon  CÜTWAO  der  achte  Theil  ist,  und  legen  durch  ^0 
und  die  ^^jgenuberl legende  Kante  TV  eine  Diagonalehene  ^ek 
Paraileieplpeds  9  so  ist  diese  Ebene  derjenige  gesuchte  Ort,  iVel- 
ch^r  durch  die  Gleichung  (6)  dargestellt  ißt. 

Diq  Gleichung  (7)  stellt  im  AJIgeroeinen  einen  Cylind^  vor, 
MmwJi^f^  die  ii»  ier  Ebene  de?  9%  b^findliefce  Ellipse  (7)  j~" 


OS       Afossdruffffer:    üntersuchunff  über  geomeirische  Oerter, 

'Cm  zu  unfersnchen,  ob  und  in  u^lchen  Fällen  cHe  Gleicfcttög  (7) 
fiir  unsere  Aufgabe  eine  geometrische  Bedeutung  hat,  so  Wetzea 
wir  zuerst  in  der  Gleichung  (7)  ar  =  0,  so  kommt  z  =  cV3.  Diese 
Werthe  von  a:  und  z  befriedigen  allerdings  die  Gleichung  (4); 
da  aber  V3  >  1^  also  auch  eV3  >  c  ist,  so  trifft  eine  durch  die 
Erzeugungslinie  jenes  Cylinders,  deren  Gleichungen  a;=0,  zsscVS 
sind 9  gelegte  Ebene,  die  mit  dem  Hauptschnitt  (a,b)  parallel  Ist, 
das  Ellipsoid  nicht  mehr,  kann  also  hier  nicht  als  geometrischer 
Ort  betrachtet  werden.  Das  Gleiche  gilt  für  die  Erzeugungslioie 
de^  Cyiinders  (7),  deren  Gleichungen  x  =  aVS  und  2  =  0  sind. 

Um  aber  allgemein  bestimmen  zu  können,  ob  wirklich  einigte 
Erzeugungslinien  des  Cyiinders  (7)  vorhanden  sind,  die  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  genügen,  so  wollen  wir  untersuchen,  ob 
dia  Ellipsen,    deren  Gleichungen 

sind,  einander  in  reellen  Punkten  schneiden  oder  nicht.    Ana  det 
ersten  dieser  Gleichungen  erhalten  wir 

a 
Dieser  Werth  von  z,  in  der  letzten  Gleichung  substituirt,  gibt: 

x=±a}l  2 '    ^=±c}l  2 

Da  diese  Werthe  von  a:  und  z  imaginär  sind,  so  finden  zwischen 
jenen  beiden  Ellipsen  auch  nur  vier  imaginäre  Durchschnittspunkte 
statt,  woraus  hervorgeht,  dass  die  letztere  Ellipse  die  erstere 
ganz  umscliliesst,  ohne  sie  zu  berühren  oder  zu  schneidet;  mit- 
hin hat  auch  die  Gleichung  (7)  nur  eine  algebraische,  keineswegs 
Aber  eine  geometrische  Bedeutung. 

Hätten  wir  den  geometrischen  Ort  der  Linien  gesucht,  die 
.80  gelegen  sind,  dass,  wenn  man  durch  eine  jede  derselben  zwei, 
das  Ellipsoid  schneidende  Ebenen  legt,  von  denen  die  eine  pa- 
rallel mit  dem  Hauptscbnitt  (a,  c)  und  die  andere  parallel  mit  dein 
Hanptschnitt  (b,  c)  ist,  und  dabei  die  Bedingung  gegeben,  daes 
diejenigen  Stücke  des  Ellipsoids,  von  welchen  das  eine  zwischen 
dem  Hauptschnitt  (a,  c)  und  der  mit  diesem  Sbhnitt  piirallelen 
Ebene  enthalten  ist,  das  andere  aber  zwischen  dem  Hauptsebnitf 


weiche  von  Flächen  %weirm  Grades  abhängig  sind^  Ha..        ^ 

{^p  e)  lind  jd^r  mit  diesem  .parallelen, Ebene  Kegt^  iiHXD^r  Si^''^4^ 
Inbiilte  haben #  so  worden  wir,  wenn  wir  dfp  Inhalt  des  ers^ireo 
wlt^V  bezeichnen,    wie  oben  gefunden  haben:  .    . 

F''  =  ac2^j— ^p-,  (10)  .; 

and  da  der  gegebenen  Bedingung  sufolge  F=  F^  sein  soll,»«» 
hätten  wiif  für  <iie  Gleichungen  der  geometrischeD  Oerter. . jcmr. 
Linien  wie  oben  gefunden: 

|-f=0.  (11) 


(s^)"+S  +  (=5ä)='-      .      "* 


Die  Gleichung  (11)  stellt  eine  durch  die  Achse  2c  und  die  ihr 
gegenüberliegende  Kante  TW  des  umschriebenen  Parallelepiped» 
gehende  Diagonalebene  vor;  die  letztere  hingegen  wieder  einen 
imaginären  Cylinder. 

Hätten  wir  den  geometrischen  Ort  der  geraden  Linien  gesucht, 
durch  welche  schneidende  Ebenen  gelegt  sind^  die  mit  d|en,HauptT 
schnitten  (a,  6)  und  (a,  c)  parallel  laufen,  und  welche  von  deni 
Ellipsoid  gleiche  Stucke  abschneiden ,  so  würden  wir  filr  die  Oer- 
ter  dieser  Linien  die  Gleichungen : 

f-f.=  0,  (13)' 

gefunden  haben.  Die  Gleichung  (13)  stellt  eine  durch  die  Achse 
2a  und  die  ihr  gegenüberliegende  Kante  PT  gehende  Diagonal- 
ebene des  Parallelepipeds  vor,  die  Gleichung  (14)  aber  einen  ima- 
ginären Cylinder. 

Wäre  endlich  die  Bedingung  gegeben,   dass 

v=zr'=v''  (15). 

sein  soll,  so  Hessen  sich  diese  drei  Gleichungen  auf  folgende 
redaciren : 

c      ab      a      c      b     ^'  ^*" 

Da  di^  dritte  dieser  drei  Gleichungen  immer  eine  Folge  der.bei^' 
^|i  jÜI»rig6a.ist,  so.  stellen  je  ewei  dieser  Gleichungen  zusamnräi 


68       ^foRüörugger:    Untersvchtfup  üher  fjpor 


Oerier, 


«»» 


Cm  zu  ufitersuchpii,  ob  und  in  ivclch«»n   l" 
für  unsere  Aufgabe  eine   seoniptrisclie  Hr- 
wir  zuerst  in  der  (ileicliun*^(7)  .r^=:0 
VVertlie   von   üc    und    z    lii'friediaen    ;ill 
da  aber  %/3  >  1,  als»  jnieh  vV''\  >  r  i 
Erzeu<^ungblinic  jenes  Cylindt  LS,  dri- 
sind,  gelegte  Hbene,  die  mit  dein  h' 
das  Eilipsoid  nicht  nicbr,  kann  a!<"  '• 
Ort  betrachtet  werden.     I)a<   • 
des  Tvlinders  (T),  dcrrn  <• 

V.\\\  aber  allmMiH-ii- 
Erzeugungslinieu  dos  (>iiii'    »> 
dingungen  der  Anfgabr-  ucn^iaen 
die  Ellipsen,    deren   Glciciuiii'it 


ii- 


?dr.'Ick!ea 


fj 


:  I  ■ 


*•': 


A  /A\\LVi}V%\i\K^\{\  Durrb- 

■H!(i   liüib-n    die   beiden 

noI  A  :     i>t  iiTiier  ^  der 

li'r  beiden  andern  macht, 

zu  ('(Mirdiiiaten- Achseo 

Annubmen  dasselbe  be- 


r 


siml.   i'i» .:' 
ersten  dieser  (äii 


1» 


hieser  ^NerL      "* 


^     '-^ 


i.rdy. 

iein  bekannten  Weg«: 

.    Ai®a:— :r'}.  (I) 

^on   die  Achse  der  y  mit  der 

. .     und  ^'  den  Winkel  der  Achse 

.I.C  den  Winke!  des  Durchmes- 

..  i..'sf5er  2«'  und  2^':  bezeichnet 

.   /.imilcbe,  was  V  in  1.,  so  ist: 


,'•.  .  .- 


.,Jt^'|3c'*2  — 23|. 


(2) 


«  »■ 


.  -0  Achse  der  r  mit  der  Aebse 

*.  Mv«>i  der  Achse  der  y  gegen   die 

,;a9  dem    r'^  in  ].  entsprechende 


'... 


. .  jinji'lM'V-jf»!. 


(3) 


■  1 1 1 . 1 
I  •     .       t. 


\« 


k.     Il        &•      .     •        V 


v^:' 


r*^  Mben  H'ir,  da^s  bei  den  ent- 
,i|e  wir  In  I.  bei  T,  T'.  T''  gemacht 
^1^  1h  I.  hervorijehen  wfirden;  nur 
^  Jem  Ellipsoid  uuischriebeae  Pf 
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•    1    « 


folgt.  Die  geometrischen  Oerter,  welche  die  z^veite  Bedingang 
der  Aufgabe  erfüllen ,  sind  daher  zwei  Ebenen»  von  welchen  die 
eine  durch  die  gemeinschaftliche  Achse  der  Leit-  und  der  Erzeu« 
giiiig8|lärabef  und  Uurch  eine  im  Scheitel  O  d^ä  Paraboloids  gebende 
gerade  Erzeugungslinie  desselben  geht;  die  andere  aber  "geht 
ebenfalls  durch  jene  Achse  des,  Paraboloids  un4  durch  die  in  O 
stehende  gerade  Erzeugungslinie  OB*  des  Paraboloids;  jedoch 
ist  diese  Erzeugungslinie  vom  zweiten  System,  wenn  die  vorer- 
wähnte OB  vom  ersten  ist. 

;-.'•.  r       '• 

4. 

Es  sind  zwei  einthoilige  Hyperboloide  gegeben,    das  erstere 
hat  seine  reellen  Achsen    26,  2c    in  der  Ebene  der  gz  und   die 

imaginäre  2V — a*  fallt  auf  die  Achse  der  x;  das  zweite  hat 
seine  reellen  Achsen  2a,  2b  in  der  Ebene  der  xy,  und  seine  ima- 
ginäre 2  V  —  c®  f^llt  auf  die  Achse  der  i.  Beide  haben  ihren 
Mittelpunkt  im  Coordinatenanfang.  Es  soll  der  geometrische  Ort 
der  DurchschnittsKnien  zweier  Systeme  von  Ebenen  gefunden 
werden ,  voh  welchen  die  des  erstem  Systems  senkrecht  auf  die 
Aehse  der  x  sind  und  vom  erstem  Hyperboloid  Stdcke  abschnet* 
den,  die  von  der  Kehlellipse  und  der  Durchschnittsellipse  einer 
solchen  Eb^ne  mit  dem  Hyperboloid  begrSnzt  sind;  und  die  Ehe* 
nen-des  zweiten  Sy^ems  sollen  senkrecht  auf  die  Achse  der  t 
sein  lind  vom  zweiten  Hyperboloid  Stöcke  abschneiden,  welche 
von  -meiner  Kehlellipse  und  der  Durch schnittseUipse  einer  solchen 
Ebene  mit  dem  zweiten  Hyperboloid  begränzt  «iod».^  Endlich  ist 
die  Bjsdingnng  gegeben:  dass  je  zwei  der  genannten ;Sotida  glei- 
chen Inhalt  haben. 

Auflösung.     Die  Gleichung,  des    erste^n   Hyperboloids  ist: 


die  des  zweiten: 


©■+(l)'-(0'--  --   « 


Der  Inhalt   des   erstem   Solidiims,    den.    wir    mit    V  bezeichnen 
wöKen,    ist: 


TS      Mot-sörupff^r:    Untersuchung  über  geomeirUeke  &etMrf 

v^.JSvnrden  ersten  Theil  dieser  Aufgabe  zu  lUaen,-  DefaiMm!*#J 
^l\^  4x61. durob'  den  Scbeitel  O  des  Paraboloids  gebenden-  Lhiie 
OX,  0¥  md  OZ9  Ton  welchen  die  letzte  auf  die  gemeini^Vdiaf 
liehe  Achse  der  Leit-  und  Erzeugungsparabel  föllt,  die  zwell 
ab4r  in  der  Ebene  der  Leitparabel  senkreofat  auf  (/Z  ist/  and  di 
erste  OX  auf  den  beiden  andern  senkrecht  steht,  als  Achsen  dl 
a:,  y  und  i  an;  ferner  soll  p'  der  Parameter  der  Leit-  and 
der  Parameter  d^r  Er^eagungsparabel  sein ;  alsdann  haben  wir  fi 
die'  Gleichung  des  Paraboloids : 

--^=z.  (1) 

P        P  ■        .... 

Bezeichnet  Q  den  Inhalt  des  Parabelstflcks  BLBf ,  so  ist: 

r  =  fQdx  (2) 


und 


Da  aber  auch 


©==2.1^2.  (3) 


ar« 


sD.ieüb^lteqrwir: 


also 


y=±Vp'z,    t  =  -,  (4> 


e=2tfV^^.  (»> 


(6) 


Um  den  Inhalt   F'  zu  bestimmen,  setzen  wir  Aefi  Inhalt  des  P 
rabelstficks   BSK'M  =  Q' ,   so  ist : 

V'^fQ'dy.  (7) 

und  da 
-  '»  e'=2.farz,  (8) 

90  finden  wir  mittelst  der  Gleichungen  (4)  wie  oben: 
iSoll  endlich    V=^V'  sein,   so  erhalten  wir: 


ane/cAr  poh  Fiächen  zwef/en  Gruäes  aöhdugig  $iHH ;,  eic.         73 
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x  =  ±y\  ;'--.  (II) 

■  •  '  •  *  i  .  ■    • 

folgt.  Die  geometrischen  Oerter,  welche  die  zweite  Bedingang 
der*  Aufgabe  erffillen«  sind  daher  zwei  Ebenen,  von  welchen  die 
eine  durch  die  gemeinschaftliche  Achse  der  Leit-  und  der  Erzeu« 
gcmgspäi^bef  und  idurch  eine  im  Scheitel  O  A^^  Parabofoids  g€jhende 
gerade  Erzeugungslinie  desselben  geht;  die  andere  aber  "geht 
ebenfalls  durch  jene  Achse  des.  Paraboloids  Qn4  durch  die  in  O 
stehende  gerade  Erzeugungslinie  OB'  des  Paraboloids;  jedoch 
ist  diese  Erzeugungslinie  vom  zweiten  System,  wenn  die  vorer- 
wähnte  OB  vom  ersten  ist. 

■       .  '  ■   .  '  f  ^ 

4. 

Es  sind  zwei  eintheilige  Hyperboloide  gegeben,    das  erstere 
hat  seine  reellen  Achsen    26,  2c    in  der  Ebene  der  ffz  und   die 

imaginäre  2V — a*  föllt  auf  die  Achse  der  x\  das  zweite  hat 
seine  reellen  Achsen  2a,  26  in  der  Ebene  der  ory,  und  seine  ima- 
ginäre 2  V  —  c^  fällt  auf  die  Achse  der  2.  Beide  haben  ihren 
Mittelpunkt  im  Coordinatenanfang.  Es  soll  der  geometrische  Ort 
der  'DurchschnittsKnien  zweier  Systeme  von  Ebenen  gefunden 
werden ,  voh  welchen  die  des  erstem  Systems  senkrecht  auf  die 
Aehse  der  är  äind  und  vom  erstem  Hyperboloid  Stücke  abschnet* 
den,  die  von  der  Kehlellipse  und  der  Durchschnittsellipse  einer 
solchen  Eb^iie  mit  dem  Hyperboloid  begrSnzt  sind;  und  die  Ehe* 
nen^des  zweiten  Systems  sollen  senkrecht  auf  die  Aehse  der  c 
sein  'und  vom  zweiten  Hyperboloid  Stöcke  abschneiden,  weicht 
von  iteiner  Kehlellipse  und  der  Durchschnittsellipse  einer  solchen 
Ebene  mit  dem  zweiten  Hyperboloid  begränzt  stod.M^  Endlich  ist 
die  Bjsdingnng  gegeben:  dass  je  zwei  der  genannten; Solida  glei- 
chen Inhalt  haben.  ., 

Auflosung.     Die  Gleichung^  des    erste;rn  Hyperboloids  ist: 

-ei' +(!)■- CT =■> 

die  des  zweiten: 


(0-0)'-(O'='-    ■       « 


Der  Inhalt   des   erstem  Solidqms,    den.    wir    mit    V  bezeichnen 
wöKen,    ist: 


74       Motsbrugger:    Pnlertuektmif  über  geomeUiscke  Otrttr, 

F=|^(3a«a:  +  a:»).  (3) 

Bezeichoen  wir  deo  Inhalt  des  zweiten  Solidums  mit  F'»  so  ist: 

F=5(3q*»+.>).  (4).., 

Da  aber  der  Bedliignng  der  Aufgabe  zufolge  F=:F\seio  sqU» 
so  ist; 

•  •     •  *"      1  ■  • 

.  '       m      9 

woraus 


\  . 


folgt.    Dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet,   wenn 

■  •  .        I    ■  ■     ■ 

i-f=o.  m 

fe)"<-£+(5-^)'+'-='>         w 

ist  Beschreiben  wir  aus  den  absoluten  Grössen  2a,  ib,  2c  «i« 
recbtwinklichtes  Parallelepiped »  dessen  Mittelpunkt  der  gemeinr 
same  Mittelpunkt  der  Hyperboloide  ist  und  dessen  iSeitenfläcb^ 
mit  den  Cobräinateuebeoen  parallel  sind,  so  stellt  die  Gleichung  (Q) 
eine  durch  die  Ach«e  26  und  die  ihr  gegenüberliegende  Kante  ^^ 
Paralleleplpeds  .  gehende  Diagonalebene  desselbei?  vor.  Dles# 
Eb^se  ist  dahet  ein  geometrischer  Ort  der  in  der  Aufgabe  ge- 
naauten  Durcbschaittslinien.  Isit  noch  ein  drittes  Hyperboloid  gar 
geben ,  dessen  imaginäre  Achse»  2  V*— 6*  auf  die  Achse  der  y  atil 
debsen  reelle  Achsen  2a  und  2c  auf  die  Achsen  der  m  and  s  fal*» 
len,  dessen  Gleichung  also  f 


©■-a)'+(0'=' 


ist,  und  wird  dieses  durch  eine  mit  seiner  Kehlellipse  parallele 
Ebene  in  der  Entfernung  y  von  seinem  Mittelpunkte  geschnitten, 
und  der  Inhalt  des  Solidums,  das  sich  zwischen  der  Kehleliipse 
XLtA  jenem  Schnitt  befindet«    mit  F^  bezeichnet«  so  Ist: 


■m$ielk0  9^n  FiOcken  twetun  GraäeM  aöhängig  9lnd,  He,        7S 

m  Fs  V  seio,  so  finden  wir,  wie  oben,  für  dieGleichun- 
ir  geometrischen  Oerter  def  DurchscbnitUlinien  der  Schnitt- 
ig weiche  bei  dem  Hyperboloid  (1)  und  dem  Hyperboloid  (8) 
1    mit    ihren    respfl(ti?en    Keklellipsen    gemacht  /w^rdep« 


f-f=0.  (10) 


\  '  .  l. 


wte  dieser  Gleichungen  gehurt  der  durch  die  Achse  dßr|.< 
if  .ihr  gegenüberliegende  Kante  d^s  Parallelepipeds  gehen- 
Hagonalebene  nfi.  Die  Gleichung  (II)»  so  wie  die  Glei- 
(7),  werden  nachher  untersucht.  Ist  ferner  die  Bedingung 
Äi,  dasd  F't^  t"  sein  soH;  i^o  finden  wir  im  die  Gleiefatta«* 
W  geometri^hen  Oert^  deV  Durchelc^riitislinl^ii  <fer  8i;fanilt- 
tf;  rfie  bei  ^e^irf  Hy(ierbol6'id' (2;  imd  bef^emHfpefboloidftS) 
il  mit  ihretf  Kehiellipsen  fttigebracb t  'dndi  folgende  i 


•X-f=0..  (12) 


t       b 

Gleichung  (1^  gehurt  der  durch  die  Achse  der  x  und  die 
^tlflberlie^nde  Kante  gehenden  Diagnnalefoene  de^.'  oben 
(n  PärälJelepipeds  an/    Die  Gleichoftg  (13)^   so  wie  ahioh 

;hinigeii  (7)  imf  (11),  driicken  im  Aligemetneii  drei  hyper* 

VyKnctor  aas^  deren  Bogen  respektive  In  deit  Ebenen  der 

und  yz  liegen,    ^'ir  wollen  unteniüclM^n,  ob  einige  Erzeti-» 

Inien  dieser  Cylinder  reell  sind  oder  nicht.    Bei  dem  Cylin- 

hängt  natürlich  die  Reellität  davon  ab ,  ob  die  Hyperbel  (7) 

in  der  Ebene  der  xz  befindlichen  Durchschnittshyperbel 
sne  der  ,xz  und  des  Hyperboloids  (1)  geschnitten  wird  oder 
ferner, oj^  die  gleiche  Hyperbel  (7)  von. der  Durchschnitts- 
A  der  ^ene;^z  und  des  Hyperboloids  (2)  geschnitten  wird. 

erstere   zu   untersuchen,  verbinden  wir  die  beiden  Glei- 


(D-©^-,=o. 


i    /. 


l)  iBt:  \  \  . 


7Ü       9ltLssbrUff&er:    LulersucAunff  üä€r  geomeiriscAe  0€rUr, 


I  =:^'  <  ©'■ 


,  I . 


Diesen  Werth  von  -  fn  (15)  «ubstitiiirt  grbt: 


c 


woraus  wir 


.     i/      8  ,  Vll  .     4/"    3j  Vll 

oder 

.     4^— 5v3dbVlT  ,      4r-3v3+VlT 

^=±^V  2V3         '     ^^±c}l  2V3 

erhalten.  Da  sowohl  5v3  >  VH*.  als  auch  3V3>  Vll  ist»  so 
Ist  der  Werth  von  x  und  der  von  2  imaginär.  Es  gibt  also  k^ine 
reelle  Erzeugongslinien  des  CyÜnders  (7),  welche  der  Bedingung 
der  Aufgabe  GenOge  leisten ;  er  ist  .daher  imaginär. 

Ist  endlich  die  Bedingung  gegeben »  dass 

F=  F'=  V 

sein  soll  9    so  reducirt  sich  diese  darauf,    dass   ^ 

ist.  Da  diese  Gleichungen  mit  jenen. in  Nr.  1.  (16)  identisch  sind, 
80  lassen  sich  auch  hier  wie  dort  die  gleichen  Schlösse  und  Fol- 
gerungen daraus  ableiten,  so  dass  also  die  Diagonalen  des  oben 
genannten  Parallelepipeds  die  geometrischen  Oerter  sind,  welche 
der  hier  gegebenen  Bedingung  genügen. 

5. 

Untersuchen  wir  in  dieser  Nummer  noch  in  gleicher  Ordnung 
wie  in  4.  dasselbe  bei  den  drei  zweitheiligen  Hyperboloiden,  welche 
durch  nachstehende  drei  Gleichungen  charakterisirt  sind : 


w«me  von  fSAeken  twHten  Gradet  abhän^ip  iinä,  eie,         77 

Dm  bei  dem  Hyperlioloid  (1)  den  Inhalt  F  des  Stficks  zu  finden, 
das  zwiüchen  dem  Scheitel  einer  Schale  desselben  und  dem  in 
der  Entfernung  x  von  seinem  Mittelpunkt  Henkrecht  auf  die  Achse 
der  j;  gelegten 'Schnitt  $  enth4!ten  ist,  so  bemer|cen  wir»  das« 

md 

F  =  /  Qdx  +  Const.  (2) 

•i  Wir  finden  daher: 

» 

;    ■•  ;      i  .      .  .     ,  . 

■dda  F=Osein  muss  fiir  4r=a9r  so  ist  Const.  =  — » — ,  folglich: 


P=^(^-,4  +  ?f--).  (4i 


Auf  gleiche  Art  finden  wir  bei  dem  Hyperboloid  (2)  den  Inhalt 
''des  8olidumSy  das  zwischen  dem  auf 'der  positiven  Seite  der 
chse  der  y  tiegen^den  Scheitel  desselben  und  dem  in  der  Ent- 
roun^  ^  von  seinem  Mittelponkt  senkrecht  auf  die  Achse  der  jy 
imachten  Schnitt  Q'  enthalten  ist: 

*  Endlich  ist  der  Inhalt  F"  de^  Solidums,  das  zwischen  dem  auf 
f  positiven  Seite  der  Achse  der  z  befindlichen  Scheitel  des  Hy- 
p^oloids  (3)  und  einem  in  der  Entfernung  z  vom  Mittel (iiinkt 
bkrecht  auf  die  Achse  der  z  gentachten  Schnitt  Q'' enthalten  ist : 

List  r=  F' 9  so  sind  die  Gleichungen  der  geometrischen  Oerter 
r  Darchschnittslinien  der  entsprechenden  Schnittebenen: 

'■        fe)'+S+(j53)'->=»-        « 

Ist  F=:  F^,  so  sind  die  Gleichungen  der  hierbei  stattfindeiid«fn 
Irischen  Oerter  der  Durchsehnittstinlen'  der  enispreehendeB 
tebeoen: 


TS       JUifisl^r  nffffer:    Vntersttchnn^Mer  ^tomitrHche 


1 

■f=«. 

G 

vs) 

+  (^a)'- 

7" 

i 

,     60  J 

^ndt 

•   " 

.»-0 

(9) 


0.  (10) 


(11)' 

die  <jleichungen  der  ^ometrischen  Oe/ter  der  Durchschnittslinien 
der  entsprechenden  Schnittebenen.    Ist  endlich  gegeben»    dass 

sein  soll  9    so  sind  ^ut  Gleichungen ,    yrelche  diesen  Bedingungoi 
genOgen : 

o        n        c        a        c        o  ^     ' 

Die  geometrischen  Bedeutungen  aller  dieser  Cleiehungen  sind  b 
den  vorhergehenden  ^Juflimero  hinlänglich  bestinimt  worden.   . 


6. 

Gaben  wir  endlich  noch  drei  eHiptiscbe  PArabolotde»   derea 
Gleichungen:  .  ,  ^ 


(2) 


<3) 

sind,  und  schneiden  das  erste  in  der  Entfernung  x  von  seine« 
Scheitel  durch  eine  auf  die  Achse  der  x  senkrechte  Ebene;  das 
zweite  durch  eine  auf  die  Achse  der  y  senkrechte  Ebene  in  der 
Entfernung  y  von  seinem  Scheitel;  das  dritte  du^ch  eine  auf  die 
Achse  der  %  senkrechte  Ebene,  welche  Yon  seinem  Scheitel  des 
AMam^  s  lutf.  Die  Inhalte  V.,  V,  V  der  Seiida,  die  zvrUchee 
lien  8cheilek  dieser 'Paraboloide  «nd  dee  geeepDtes  gchoiitehii 
nen  liegen ,  sind: 


ff' 

+ 

=  ar. 

p 

• 

p 

a:* 

*• 

^Jit 

+ 

=5=y. 

P 

V 

%^ 

p 

+ 

1 
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x* 


V^W^'.^.  (5) 

v^myr^'.T^.  (6)' 

Ist  die  Bedifigvng  geg^bien«  dasfi,  imner  F=x  F'  sein  soll^  so 
erhalten  #ir  für  die  Gleichangen  der  geometrisphen  Oerter  der 
Durchschnittslinien  der  Ebenen,  n-elcHe  die  ParäbolÖide  (1)  und 
(2)  in  den  Entfernungen  or,  ^,  ;k',  y,  u.  s>^w.  schneiden,  folgende: 

x\i=Q,      )  (7) 

y—x  =  {i,  (8) 

Diese  Gleichungen  gehören  zwei  Ebenen  an,  welche  beide  durch 
die  Achse  der  z  gehen  und -mit  den  "Ebenen  der  acz  und  der  yx 
Winkel  Ton  45^  bilden. 

Soll  F=  V"  sein,  so  sind  die  Gleichungen  der  geometrischen 
Oerter  der  Durchschnittslinien  deo*  ent9pre€henden  Ebenen: 

z  +  a:  =  0,  '  (9) 

I— jr=:0;  (10) 

ebenfalls  zwei  Ebeqen^  die  durch  die  Acbse  der  y  gehen  und  niit 
den  Ebenen  dc^r  xy  jund  yi  Winkel  yon  45^^  bilden. 

Ist    F' =  V'\   so  sind  die  Ortsgleichungen: 

^  +  y  =  0,  (11) 

z^y^<l  C12) 

• ' .  •  •  ■  ■  .  ••        ■  ' 

Die  durch    diese  Gleichungen  dargestellten  Ebenen  gehen  durch 

die  Achse  der  x  und  bilden  mit  den  Ebenen  der  xy  und  orz  elien- 

falb  halbe  rechte  WiAkeL      s  '    ; 

Ist  endlich  F=  F'=  V y  so  sind  die  Gleichungen  der  geo- 
MvtrischenOerterde^  Punkte 5  In  «reichen  sich  je  drei  :zn8aallllell^ 
gehörige,  in  der  Aufgabe  genannte  Ebenen  ^diöeidenr 

Je  zwei  der  Gleichungen  (13)  und  je  zwei  der  Gleichungen  (14) 
geboren  der  Durchschnittalipiie  der  Ebenen  an,  welche  durch  jede 
derselben  dargestellt  ist.     :  ^  ' 


gO       MossbtHffff^:^    Ontersuchvng  über  ffemnelrisehe  Oerier, 


7. 


Schliesslich  wollen  wir  noch   eine  Vergleichang    der  Inhalte 
der  Segnnente  der  Flüchen  des  zweiten  Grades  folgen  lassen. 

Wir  setzen    der   Symmetrie  der  Gleichungen   wegen   in    der 

Gleichung  Nr.  6.  (1)  d^s  ellipfiscben  Paraboloids,  pi=-^,  /i'=— » 
^q  da/5s  jene  übergeht  >d:  .     , 


(i)"+(0'=:-- 


Ebenso  setzen  wir  in  der  Gleichung —  =z  x   eines   creradli- 


I         « 


nichten  Päräboloids  ^=:— ,  p'  =  — ,  so  dass  diese  Gl'eibliung 
übergeht  in: 

©'-©■=-:•         «>■" 

Beaeichnen  wir  den  Inhalt  des  Solidums  von  dem  durch  die  Glei* 
chung  (1)  dargestellten  Paraboloid,  das  durch  eine  Ebene  in  der 
Entfernung  x  vom  Scheitel  senkrecht  auf  die  Achse  der  x  geschntt* 
ten  wird,  mit  1^X9  und  jenen,  wenn  x  =  a  wird,  mit  F«,  so  Utt 

-,  bc  x^       _       abcTü  ^_ 

Bei  analoger  Bezeichnung  der  Inhalte  der  Solida  von  dem  gerad- 
lienichten  Paraboloid,  das  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt  U^ 
haben  wir: 

Setzen  wir  oSmIich  in  det  Gleichung  Nr.  2.  (1)  z  statt  x  iMd 
vertauschen  p  mit  p',  femer  x  statt  2,  so  wird  jene  Gleichung  (l) 

zu  * —  =  ^.    nnd  der  dortige  Werth  von  F  in  der  Gleichaag 

P      P  I — 

^  t^  aJ  p 
(6)  wird  zu:     ^=3^* V  5?»   «d«'»  d*  z^^p'x»   so  wird: 

l    ^.r .        16c 


F=i^«\^^'  =  ???.:r» 


3a*  '■ .     ;       f^'  -if 


I 


wMU  wm  Fi4eJUn  vmtim  Qrad^s  m^hOngig  imd^  etc.         g} 
t:  \Fenier  int  bei  immer  -g1^ic|iiiiä9»ig6r  BeseichnuDg  bekdem 

-4-1         ..-.■■  ■   .    ^        V       .        (S^T'; 

«:•         al«*rf«rliihaltde«gani!e*EHIp«dldg==^^^.  }       ■•    ""'' 


Bei  dem  eintheiligen  Hyperboloid : 


Bei  dem  zweitheiligen  Hyperboloid : 

!  Aas  (5)»  (6)  and  (7)  folgt,  dass  wenn  ein  Eilipsoi^»  ,eip  eintbetf' 
|e8  und  ein  zweitheiliges  Hyperboloid  Achsen  2a,  26,  2c  Ton 
leicher  absoluter  Grösse  haben,  und  die  gleichnamigen  bei  allen 
W  Körpern  auf  einander  liegen,  ferner  wenn  das  eintheilige  Hy- 

Soloid  in  der  Entfernung  a  von  seinem  Mittelpunkt,  das  zwei- 
ige aber  in  der  Entfernung  2a. ebenfalls  vom   gemeinschaft- 
"  m  Mittelpunkt  durch  Ebenen,  die  auf  der  Achse  2a  senkrecht 
I,  geschnitten  werden,  die  abgeschnittenen  Stucke  der  beiden 
^rboloide  gleichen  Inhalt  haben,  nämlich  jeder  so  gross,   als 
Inhalt  des  ganzen  Elüpsoids. 

Ferner,  wenn  die  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  darge- 
Ifen  Paraboloide  ebenfalls  durch  Ebenen,  die  auf  der  Achse 
X  oder  2a  in  der  Entfernung  a  von  ihrem  Scheitel  geschnit- 
werde^«  die  Verhältnisse: 

F«:Fa'=3»:2. 

Va.Va'  =  Z:i,      >  (15) 

Fa':F«''=  1:2«    .  ,., 

iden. 

Setzen  wir  in  (7)  a-^x  statt  x,  d.  h.  verlegen  wir  den  Schei- 
les  zweitheiligen  Hyperboloids,  in  den  Coordinaten-Anfang,  der 
»ich  Mittelpunkt  des  eintheiligen  Hyperboloids  und  des  Ellip- 

ist,  «o  wrrd  die  erste  der  Gleichungen  (7):  .    '   . 

'.•t.\\if. 


.  I . 


» • 


:   ♦  ^1 1  ■• 


SUriPmn  :   Bimige  Atiffobm  neHi  derem  AmMmmtim, 

Setzen  wir  dieflen  Wertfa  tm  F^^  den  Werthe  vm^'W  ii 
der  Gleichang  (5)  gleich ,  und  bestimmen  aas  der  resvMireiid^ 
Gleichung  den  Werth  von  x,  d.  h.  suchen  wir  die  Abscisse  ^r,  ii 
deren  Endpunkt  wir  eine  auf  die  Achse  der  x  senkrechte  Eben« 
erriebten  müssen,  die  von  dem  Hyperboloid  und  von  dem  Elllp 
soid  Stocke  abschneidet,  die  gleicbeo  Inhalt  haben»  so  findei 
wir  aus  der  Gleichung 

bcnx^        bcitx^      bcnx^ 

den  Ausdruck 

x=z^{-^yS±Vlll  .(17) 

Hier  rouss  natürlich  das  obere  Zeichen  gebraucht  werden. 

Soll  F«'"=  Vx^^  sein,  so  wird  das  Gleiche  wie  Torhin  jetzl 
bei  dem  ein-  und  dem  zweitheiligen  Hyperboloid  untersucht.  Da- 
ddt^b  finden  wir  Übereinstimmend  mit  dem  Obigen:    x:=a. 


11./ 


I    M  .'■■.'•    .  •     •  * 


I . 
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Einige  Aufgaben  nebst  deren  Auflösungen. 

Von 

Herrn  Gustav  Skrivan, 
Lehrer  der  Mathematik  am  P.Bilka'scheoErsiehaogs-Inttitate  in  WieO 


■  •  « 

Die  drei  Abatlnde  kg»  Ab,  h^  der  Seiten  a»  b,  c  x^^ 
Mittelpunkte   des   um  ein  Dreieck  ABC  (Taf.  OL  Fig. '' 
beschriebenen  Kretees  sind  nebst  einem  Dreieekswi 
kel  C  gegeben,  man  aoll  das  Dreieck  aufldsen. 


M  .1*    ' 


8Wii^)8^ :  *  EMffe  Aftnabm  neM  OBfen  AUfiS9kn§eh.         M 

Setzt lAni  011= »k,  OB^h^\  OFi=i1k^\  0<?=tOJ?=^0=r, 
so  ist:  ' 

6.r  =  A8.a-|' AfC. 


(1) 


.iH 


Aiui  diesen  Gieichangen  folgt: 


■.«  '.'j 


daher 


oder 


— l'bL    =  cotgTT  :tg — ö — 


Är^'r~+ÄI=^^*»2^^»-2^^  (2) 


femer  ist« bekannt:    r= ^;    substituirt  man  diesen  Werth  in 

(2),  ,so.ergiebt  sich  nach  einer,  einfachen  Reductiont 


A 


und  daraus: 


"  - . » 


^^^:tg-2-=cotg2:tg-^- 


^Q—B       K^ — h^       A 


.   .A 


'\ 


D. 


Die  drei  Huhen  A|,  At>^s  eines  Drei eokes  ..^IBC 
(Taf.  III.  Fig. 5.)  sind  bekannt,  man  soll  das  Dreieck  auf- 
losen. 

iEa  sei  jlf*=:Ai,  Bk=futy  CZ>^Ä8,is<i  trage  »art  Ai;Tön 
C  bis  m,  und  A2  ^o"  ^  ^'i^  ^  ^u^>  ziehe  mn,  so  ist  wegen  der 
Aebniichkeit  der  Dreiecke  CEB  und  ACFi 

Ai :  A2  =  6 :  a , 
folglich  die  Gerade  mn  \\  AB,  daher: 


oder  mn=^     '  (1) 

NoB  ist 

mifliin  ans  (1)  önd  (2):  ^ 


?  *•-. 


Der  Integral- Ausdruck 


/dx      


kann  aoch  mit  Hilfe  der  trigonometriechen  ^tinktidn^n 
aofgeiost  werden. 


Setzt  man  ^=:cesa:,    so  folgt: 


_  r  da: _P     sinyrfy  Aos.^rf.C 

~J  V -p  _|.  ,\  V  1  — ^r«""  ^  V^cosy+iÄiny""    ^(cosg>+t.8i 


Co«! 
siu^)^ 


0)  m 

cosar  rf.cosj" 


I  coSrt — «.sm^^  Icos^.tfcoss- 


cos  ö-  +  «'n-^ 


/» COS o  d. cos X  /> 

t/     cos^+t.sin^       J 

=4/  co»*^d.coB^. — *'i f  sins-coss-'ajcoss- 

= 5  V**"^  +  »•»"' V =3  VT"  \  "T"  +»•  ~ 


.  i 


<   - 


»I 
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Uebungsaufyabe   ßtr    Schüler.       Welche    BediDgungeo 
eind   natliweDdig,    dass  die  Gleichoos 


*»+^««. 

X 


at«.  eiae  quadrallsche  behandelt   werden    kf^pnl 
Offenbar  webn  a-i-l^b  ist,   denn  dann  folgt: 


oder 


a:*— 6a: +  6— 1  =  0, 
(*— I)(a:»+^  +  l)  — *(^— 1)=0, 
.     fÄ— l)(a:a+a?  +  l-Ä)=0, 
«—1=0    oder  .T«  +  ;p+ 1—6  =  0. 


j     •     • 


1 .    .    » 


Zwei  Theilongsaufgaben  zu  geodätischer  Ahwendiuig. 

Von 

Herrn  Professor  C.  ßV.Baur 

•n  der  poly technischen  Schale  zu  Stattgart. 


Zu  der  ersten  der  beiden  folgenden  Aufgaben  ist  die  hier  gege- 
bene» ebenso  theoretisch  einfache,  als  praktisch  brauchbare  Auf- 
losung zwar  schon  mehrfach  in  geometrischen  Schriften  mitgethe^ilt 
worden;  da  sie  aber  vielieicht  nicht  allen  Lesern  bekannt  ist  und 
die  der  zweiten  Aufgabe  auf*  Ihr  beruht»  so  musste  sie  in  Kürze 
abgd^aodelt  werden. 
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Aufgabe.  Durch  einen>Punkt  P  (Taf.  III.  Pig.  6.  und  7.) 
eine  Gerside  zu  «iehen,  ^^elche  mit  den  Schenkeln 
Ä'itib8*'nä6f  Lage'und'Grusse  gegebene^  Winkels'  LON 
ein  Dreieck    OXT  yon  gegebenem  Intiält  ^''bilfd'k  '  *'' 

Analysis  und  Aufladung.  Denkt  man  sich  in  dem  Win- 
kel LON  ein  Parallelogramm  OlFGH  mit  dem  gegebenen  Inhalte 
g  so  con^treiirt/'d^^  efneSbiteG^ifirtiuthigenMsViBfrlän^^K  duir^^ 
den  Punkt  P  geh^.so  soll  OXY=^  QFGB  oder  ,     .,  , 

A  PHS  =  ^PYG^^  FXS. 

oder,  wegen  der  Aehnlicbkeit  dieser  Dreiecke, 

pm^p(p^Fx^ 

werden.    Hieraua  folgt  aber; 

FX=z  V^Pat^PG^  er  ^{PH^PGHPH-  PG). 

Da  sich  nun  das  P)^räll\Bl(>^amm  aül^  seinem'  Inhalte  q  und  der 
aus  P  auf  OL  gefällten  Senkrechten  p  als  seiner  Hohe  bestimmt, 
80  bat  man  nur  von  der  Ecke  F  aus  FX  nach  obigem  Werth  auf 
FL  abzutragen  9  dann  ist  die  Verbindungslinie  des  Punktes  X  mit 
P  die  verlangte  Gerade.        —  > 

Liegt  Punkt  P  innerhalb  des  Winkels ,  so  ist  die  Auflösung 
nur  möglich,  wenn  PH^PG,  ist  aber  diese  Bedingung  erfüllt, 
so  erhält  man  eine  zweite  Auflosung,  wenn  FX,  welche  alsdann 
immer  kleiner  als  P/^  ausfällt,  von  Faus  gegen  O  abgetragen  wird. 

Liegt  dagegen  P  ausserhalb  des  Winkels,  so  ist  die  Auflö- 
sung innerhalb  des  Winkels  immer,  ^ber  nur  einmal  möglich,  weil 
stets  PH'^  PGf  aber  der  Endpunkt  der  von  F  aus  rückwärts 
abgetragenen  FX  über  den  Scheitel  O  hinaus,  und  zwar  näher 
bei  O  als  P  bei  G,  fällt;  die  rückwärts  abgetragene  /^JCgiblf  da- 
her die  Auflösung  in  dem  Scheitelwinkel  von  LON, 

Bei  der  Ausführung  auf  dem  Felde  braucht  weder  das  ganze 
Parallelogramm  OFGB,  noch  die  Ecke  F  desselben  ausgesteckt 
zu  werden;  ist  nur  p  und  PG:=ff  gemessen,  so  erhält  man  für 
die  Lage  des  Punktes  P  innerhalb  des  Winkels: 


fffr  die  Lage  von  P  ausserhalb  des  Winkels: 


■  « . 


i; 


p 


ttr  geadMncker  Amwuutung.  S7 

Aufgabe.  Ton  einem  Vieleck  TermltteUt  einer  6e- 
rtden,  welche  dorch  einen  gegebenen  Punkt  geht>  ein 
Stflck  Ton   gegebenem  Inhalte  abzuschneiden. 

Hat  man  diejenige  Ecke  des  Vielecks  ausfindig  gemacht,  de- 
in Verbindungslinie  mit  dem  gegebenen  Punkte»  verläDgert,  die 
(Mingang  möglichst  annähetnd  erfSUt  (und  sich  im  Allgemfejnen. 
am  ZweckmSssigsten  zur  AufDahmslinie  eignen  wird),  so  isf  die 
Angabe  auf  die  folgende  surückgefllhrt: 

Ein  Vieleck  durch  Drehung  einer  Seite  um  einen 
auf  ihr  oder  ihrer  Verlängerung  gegebenen  Punkt  um 
einen  gegebenen  Inhalt  g  zu  Torgrossern  oder  zu  ver- 
deioern. 

Da  femer  mit  dem  Dreieck,  welches  die  fragliche  Seite  nW 
ien  rerlSngerten  beiden  anstossenden  Seiten  bildet,  der  Grosse 
neh  dieselbe  Veränderung,  nur  vielleicht  in  entgegengesetktero 
ioie,  Torgeht,  wie  mit  dem  letzteren  Vieleck  selbst,  so  kann  die 
b^be  auch  in  Beziehung  auf  ein  Dreieck  anstatt  aof  ein  Viel- 
ck  ausgesprochen  werden,  unter  dem  Vorbehalt  jedoch,  dass 
lei  der  Auflosung  weder  die  der  fraglichen  Seite  gegen überlie* 
^e  Ecke,  welche  Im  Allgemeinen  als  umständlich  bestimmbar 
4er  als  unzugänglich  betrachtet  werden  muss,  noch  der  Inhalt 
m  Dreieckes  nicht  benfitzt  werden  darf. 

Es  sei  nun  OJJB  (Taf.Ill.Fig.a,  Taf.  IV.  Fig.  1.  und  d.)  das 
Meck,  dessen  Inhalt  durch  Drehung  der  Seite  Aß  um  den 
if  ihr  oder  ihrer  Verlängerung  gegebenen  Punkt  P  um  den 
btrag  g  vermehrt  oder  vermindert  werden  soll. 

Es  lässt  sich  einsehen ,  dass  für  die  Lage  von  P  ausserhalb 
de,  für  die  Lage  innerhalb  aber  wenigstens  eise  kleine  Drehung 
ir  AB  den  Inhalt  OAB  in  demselben  Sinne  verändert  wie  den 
ilialt  des  Dreiecks,  welches  die  gr5ssere  von  den  Strecfken 
^A  and  PB  mit  der  anstossenden  Dreiecksseite  und  der  Ver- 
Mangslinie  OP  bildet.  Wir  nehmen  daher,  was  durch  eine 
ttwechsiung  der  Seitenbezeichnungen  immer  möglich  ist.  In 
BT  Folge  stets  PJ>  PB,  und  die  Drehung  der  PA  von  odc^ 
igen  0  an,  je  nachdem  das  Dreieck  OAß  vei^össert  oder 
irkleinert  werden  soll. 

LSsst  sich  nun  auch  die  Ecke  F  eines  Parallelogramms  OFGH^ 
cesen  Inhalt  gleich  OAB  sein  soll,  nicht  durch  Messung  von  O 
Ol  abstecken,  so  kann  doch  der  Durcbschnittspunkt  S  der  Seite 
'fimit  der  nothigeufalls  verlängerten  A B  ohne  Kenntniss  des  Inhalts 
^^  mid  des  Pindttes  O  angegeben  werden.    Es  ist  nämlich  wieder 
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,i  'i  ■  •■  I 


oder  venndge  der  Aeholichkeit  diese«'  Dreiecke: 
f  i|ber  je  Dach  Umständen  PSjrAS^PA  gegeben  bt,  so  Wird 

'"  PS  =  4(P^  +  ^).  (2)/ 

Da  dieser  Werth  anter  der  angeDommenen  Voraassetznng  PA^PB 
Immmt  Ueinclr  als  PJ  bleiben  rnnss,  so  zeigt  sieb  der  in  Taf.IV. 
Kig.  2. ,  angenommene  Fall  als  nnmogiieb,  nnd  f\ir  habe»  st^ts  iS 
aof  PA  selbst  In  der  Entfemang 


PJP^ 
AS=i(PA^-pj^)  & 


von  A, 


Soll  jetzt  OAB  am  den  Inhalt  f  vergrossert  oder  verkleinert 
werden,  so  erhalten  wir  den  Pankt  T,  darch  welchen  die  Seite 
F'B'  des   Parallelogramms  OF'G'H'  vom  Inhalt  OJß4:>  geht, 

wenn  wir  STz=.-'  parallel  OA  Torwarts  oder  rückwärts  abstecken. 

Non  folgt  aas  der  Tcrlangten  Gleichheit 

4k  OXY=  oroB' 

oder 

A  PS'H'  :=^F'S'X+äk  PG  r, 

Teirmoge  der  Aehnlicbkeit  dieser  Dreiecke: 

PS'a=  S'X^+PY^, 

oder,  wenn  PA  von  F'H'  in  ü,  von  einer  durch  Ä  zu  OB  ge« 
zogenen  Parallelen  aber  in  V  geschnitten  wird,  vermöge  der  Aebn- 
llchkeit  der  Dreiecke  PS'P,  PXV  und  PFB  auch: 

PÜ^=ÜV^  +  PB^.  (3) 

Der  Punkt  U  lässt  sich  von  T  aus  bestimmen ,  es  ist  also 

ür=:\rpv^-PB^=^iPü+PB){Pü-PB)    (4) 

als  bekannt  und  der  Punkt  F  aU'  gefunden  zu  betrachten. 


Wir  konnte»  Dim  PubktJIC  v^fnättelst  eiiwr  ßai^lMeb  •dupcb 
V  zu  OB  bestimmen,  es  ist  aber  untcir  lüleo:  Ulnsttiidea  ^wicekn 
mSssiger,  für  den  Fall  einer  geringen  Convergenz  von  AO  and 
BO  sogar  allein  pral^tisch  ausführbar/  tffes^  Bestimnmiig  durch 
Berechnung  der  AX  auszufiikren.  ^Vii'' haben  zii  diesem  Zweck 
aas  den  ähnlichen  Dreiecken  ^ FIT  und  SÜTi 


A  V 

Die  »Strecken  AV  nnd   SU  sind  zwar  bekannt,    da  sie  aber  fil^ 
den  Fall  einer  geringen  Convergenz  von  AO  und  BO  klein  aus- 

AV'    -'-. 
fallen  und  desshaib  den  Quotienten  -^4^  ongenau   liefern,    ist  es 

nothwendig,  denselben  folgend ermassen  umzuwandeln :   VermOse 
der  Gleichungen  (1)  und  (3)  ist: 

P5* — AS^  =  PB*  =  PU*^  VVK 
VV'—AS^=PÜ»-PS». 

{VV-^AS)(ür^AS)=(Pü'-^ps)i!:f*u+piS);   ••  v/ 

(Ar-SÜ)(ÜV-t-AS)  =  SU(PU+PS), 

AV  ^  ,  PÜ^S       PA-i^PV 
St7-*+  ÜV+AS~  AS+üV 

also,  endlich,  «tpd  zwar  für  dev  Fall  der  Vergrusserapg,  wie.  der 
TerkleineriiDg : 

*       ■   ■*  ^  ...I        ■         •■•..'•.. 

A2i-l>T.^g^jjy  (6),, 

•  ;  •  .  .  ■  :     .» 

Die  Auflösung  i^t  nun  neben  deii  Angaben  über  dib  PaniMsB 
ST  und  TU  in  den  Gleichungen  (2)^  (4)  und  (5)  volfatändig  eutr 
halten. 

Bemerkung.  Auf  die  jetzt  getroffene  Bestimmung  des 
Punktes  X  hat  nun  eine  geringe  Convergenz  der  Linien  AO  und 
JBO  nicht  mehr  den  geringsten  ungünstigen,  sondern  nur  den  Ein- 
Om^Bi,  dass,  je  kleiner  iSC7,  desto  kleiner  auch  JF.ivird/ und 
desto  mehr  sich  also  die  Werthe  von  PI/ und.  17F.den  Wertbe« 
PS  und  AS-mhetUy  desto  näher  also  endlich  auch  der  Quotient 

PA  +  PV   ^  PA  J 

■^c  ■  ritr  H«™  Grenzwerthe  -j^  kommt,    weicher   för  den  Fau 

AtS^  t/r.  .  T  .  .  ^^  ;  .•» 

des  vollständigen  Parallelisums  von  JO  und ;JB Ovals itCoefficiMl 
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T«m:  jS7  Im  Aosdnick  für  AX  leicht  D&chKOweisei»  M«     Bs  fShrt 
nämiicfa,  da  m  diesem  Fall  ** 


u 


/    ■    »  .  •■ 


PßT=PAX.^  und  fiberdiess  PJZ=^^^, 


die  Bedingung 

PAX—PBY=  q=Sr.p 


aaf 


<  • 


o 


der 


PA  ^^  PA 

PB^ 


AXt=z  ST,-^ PS^  —  ^'^-'AS' 


ST  braucfarl  YiatfilKch  in  die^m  Fall  nicht  ausgenteckt  •der  auch 
nar  für  sich  berechnet  zu  werden ,  sondern  man  nimmt  kurzweg: 

^^'^  p(PA^--PB^y 

■ 

Liegt  übrigens  unter  dieser  Toraussetzung  Punkt  P  nicht  zu 
nahe  der' Mlttelltnie  zwischen  AO  und  BO,  so  wird  die  verlangte 
Theilungslinie  bekanntlich  einfacher  dadurch  erhalten,  dass  nian 
Tom  Halbirungspunkte  der  AB  aus  auf  der  Mittellinie  eine  Strecke 
abmisst,  deren  Länge  gefunden  wird,  wenn  man  den  Inhalt  q 
durch  den  Abstand  beider  gegebenen  Parallelen  dividirt.  Der 
EttdfNinkt  det  abgemessenen  Linie  mit  dem  Punkte  P  verbunden 
gibt  die  vorlangte  Theilungslinie. 


I  • 


.■:,♦,  r   .     :  '  ■  •  • .     • . 

i  ■♦     j   ■•■■■.••■■;•■       1 1  •  !  .     .     J     •  I .  ', 

'i'i  Um  aber  von  <km' Umfange  der  Rechnungen,  welche  im  att- 
gemefneren  Fall  die  Anwendung  der  <>leichungen  (3),  (4)  und  (5) 
erhevsebt,  eine  Vorstellung  zu  geben,  fügen  wir  noch  ein  Zahlen- 
beispiel .  mit  vollständig  ausgeführten  Ziffernrechnungen  bei ,  so 
wie  sie  unter  Anwendung  der  Tafel  der  Quadrate  der  1-  bisSaiftri* 
ge»  Zablen  aBzustdlen  sind. 
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GenesaeD    PBss'töli 
Gemessen     PA=GS,7 
PB* 

iPS=^,U 

2AS=3».96 

i»S= 49,22 

^5=19,48 

Gemessen    SC7=  2,6 

P17=5I.82 

PÜ+  PÄ=97,02 


PÄ«= 2043,04 
1374 

6183 


'»-J» 


jt**»f 


5074 

48Qy 

266 


k      '• 


'■\4 


Gemessen  }i=52,l 
PV'^PB=  6,69     «egebfo     ^»423,4  1 8,13=  57 

4168 


f: 


-682,12 

58,21 

1,94 

009 
51  j  218 


I      < 


51,82=  Pü 
25^34=  17  F 

77,K=PF 

68,7  =P4 


66 
52 

li 


>  I 


V.i.*\ 


:  I 


•  *  *    m   * 


•    •     e 


rF=25,34 

^^==19,48 


145,86=P^  +  Pr 

8,13 =5r 


1166,88 

14,59 

4,38 


r.      *    \     f.\-\ 


.4  j      ■    *  .  I  • 


V   / 


t/F+ JÄ=44,«3 1 118^,88 1 26,46=*^X 
^  I  6964  I     \      ^       . 

289  49t 
26892 


\  \  • 


I  ■  \ 


<• « 


^53 

1793 

260 


•j  ■ 


l     ^ 


i     ?    •    ir«  f 


:  Wenn  der  Zeitaufwand  bekannt  ist,  den  nicht  nur  planlose, 
jpdern  auch  wohlangelegte  Versuche,  welche  der  Milhe  des 
l^oens  auch  nicht  überheben,  stets  mit  sich  bringen,  der  wird 
Rechnungsau fwaod,  den  obiger  Darstellung  gemäss  die  ange- 
le  Aoflosung  erheischi,  als  ikcanen  si^  tl^f^urjpni,  Kaufpreis  fQr 
yollkommen  sicheren  Weg  erachten. 


K 


.'!  . 


*  I 


^  'S 


tCndiich  folge  noch,   Liebhabern  streng  euklidischer  Form  zu 
len,   10  solcher  für  die  Richtigkeit  unserer 'AtffUMni^  der' 


92  Baur:    Zwri  rkiBtinnjfeavfffaöen 

Beweis:  .  '    >      :  i    . - 

■    ••  »■*  •"  'k.- 

—  %      ,       »+  ^     ,  .  ,  »  -      •"       •       * 

Wegen  Aebniichkeit  nachbenannter  Dreiet^e- ist : 
vermSge  (3)  aber:  ;    i.  ■;■;. 

PB*—Pü*-rur*=(Pü+ur)(PU-^  üFy 

=  PV{PtJ—ÜF),  '■'  " 

somit 


ferner 


^PBri^pvx=Pü-r-ür.PV, 

.•(.  •  ■•  I     '  •■■  •  -  ■•  -^ 

:  i  8 '  »  PrX\PAX  i=i  PF:  PA, 
also  *     PBY.PAX=  PÜ—  UV:  PA 

und 

(6)  PAXt^  PB  F:  P jj:  ^sPA—BU^UVi 
sodann  aber  auch 

PAX'FPHH'  =  AXiiST 
oder  vermSge  (S): 

(7)  PAX:FPHH>=zPA^PV-t  ÜF:2(J5+  ÜF). 
Aas  (6)  und  (7)  folgt  aber: 

PAJS—PBT.FPHH' 
=  (PJ-PÜ+  17F)  (P^+PÜ^+  l7F):2Pi<.(J5+  ÜFX 
Es  ist  aber  das  dritte  Glied  dieser  Proportion: 

(PJ+ÜF)«-P17«=PJ»+17F«— PP«  +  2P^.17F, 

und  vermöge  (2)  und  (3): 

P^«+ ÜF»-PÜ«  =  P^  +  iiS«  -  PS« 

■■■■    '■'■'■■•■  '    =PA*+ÄS'—(PA—AS)* 

■;■  •■'■■.  =2PA.AS, 

also,  jenes  dritt<?..GI|ed 

^PA.Aß-fiPA.ür  =  2PA.{AS  +  Ur)     ' 
dem  vierten  gleich,   daher  auch  das  erste  dem  zweiten,   nlmlich 

PAX-  PB  F=  FPHH'  =  q, 
wi|i.|rerlwgt..w|i.r..    ., 


%u  9€o4äU9Ck€r  AnwemlUHff^ 


W 


Determination.  Gleichung  (3)  zeigt  noch,  dass  die  Aofld- 
sung  unmuglich  wird,  wenn  Pü'^PB,  was  nur  im  Fall  der  In- 
halteverkleinening  des  Dreiecks  und  der  Lage  des  Punktes  P 
innerhalb  stattßnden  kann.  Im  Fall  der  Inhaltsvergrösserung  ist 
die  Auflösung  stets  möglich,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn 
bemerkt  wird,  dass  der  Dreiecksinhalt  dem  Unendlichgrossen  um 
so  näher  kommt,  je  näher  die  AB  gegen  die  zu  einer  der  Linien 
OA  und  OB  parallele  Lage  gedreht  wird. 

Kehren  wir  zur  Aufgabe  in  ihrer  ersten,  aufs  Vieleck  bezüg- 
lichen Form  zurück,  so  wird  für  die  Lage  des  Punkts  ausserhalb 
des  Vielecks  ihre  Auflösung  stets,  und  zwar  im  Allgemeinen  auf 
:iweiärlei  Arten  mSglich  sein,  wenn  nur  das  verlangte  Stück  klei^ 
ner  ist,  als  der  ganze  Inhalt  Für  die  Lage  des  Punktes  inner- 
halb des  Vielecks  aber  wird  man  eine  Hauptlage  der  durch  den 
Punkt  gehenden  Geraden  unterscheiden  können,  in  welcher  sie 
das  Vieleck  in  zwei  Theile  von  beziehungsweise  absolut  gross- 
tem  und  kleinstem  möglichen  Inhalt  theilt,  und  die  Bedingung 
der  Möglichkeit  der  Auflösung  darin  erkennen,  dass  das  verlangte 
Stück  nicht  grösser  als  der  grössere  und  nicht  kleiner  als  der 
kleinere  der  beiden. Theile  sei.  Da  der  Ueb^ergang.  vpnpi  grössten 
ziim ,  kleinsten  Inhalt  in.  Folge  einer  Drehung  der  Geraden,  um 
180^  nur  stetig  erfolgen  kanuj,  so  yy'itd  man  auch  mit  unserer  Afifr 
lusung  am  Dreieck  seinen  Zweck  erreichen,  so. bald  man  nur  nach 
Avgenmass  und  durch  Versuche  solche  zwei  gegenüberliegend^ 
Seiten  oder  Strecken  von  Seiten  entdeckt  hat,  über  welche  -die 
Linie,  ohne  wieder  über  eine  Ecke  zu  treten,  si^b  drehen  mu^s^f 
wenn  der  Durchgang  des  Inhalts  des  einen  Stücks  durch  4^n 
verlangten  Betrag  stattfinden  soll.  .Jeiie  Drcjhung  um  480^  kanii 
nun  in  zwei  entgegengesetzten  jRicfatungen  vorgenommen  werden» 
es  wird  desshalb,  jenacbdem.man  die  eine  Ojder  andere  Richtung 
einschlägt,  auch  in  diesem  Fall,  im,  Allgemeinen  zwei  Auflösungen 
der  Aufgabe  geben,  die,  wie  för  die  Lage  des  Punkts?  ausser- 
halb, in  Eine  zusan^mengeheii.  Wenn  die  Bfildte  des  Vielecks  äb^ 
gieschnitted,  d.  Jb.  Wenn  dasselbe  vom  Punkt  aus  balbirt  werden  sdifl 

Solche  Lajgen  der  Geraden  aber,  in . welchen. sie  dan  Vielecli^ 
i|i  zwei  Tbeile  von«  relativ  grösstem  upd  kleinstem^  Inbaltj^.itheilt, 
bliDnen  zu  manchen  fmchtlosen  Versuchen,,,  aber  .au«^h  za.  mebf> 
ab- xweifaehen  Aüiflpsungen  Veranlassung  gthe^;-     r    ,  ' 


I  \ 


V. 


.  t 


I 


'I 


•  II..  .        ■ 
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!    ;■         i'i.    e     ..         ;!  ^• 


I  : 


s 


lieber   die  Bestimmung  des    Flächeninhalts  gewisser 

Thefle  des  Kreises; 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  der  Ebene  eines  atis  dem  Miftelptknkte  O  mU  denfHaR^ 
inesser  a  beschriebenen  Kreises  wollen  mr  uns  einen  betlebigjMi 
Ponkt  A  denken f  der  sowohl  Innerhalb»  als  anch  aust^erhalb  des 
Kreises  liegen  kann.  Von  diesem  Punkte  il  aus  denken  wir  xam 
nach  iewei  Punkten  B  nnd  C  der  Peripherie  des  Kreises  dfe  Llnim 
AB  und  AC  gezogen;  wet^he  nach  der  Sc^te  der  Kreisperipherfo 
hin  den  von  AB  an  nach  einer  gei^issen  Richtung  hin  genomnite« 
nen  Winkel  tf  mit  einander  einschliessen ,  so  entsteht  ein  Seefor 
BACf  weichet  von  den  Linien  AB^  AC  und  dem,  dem 'Winkel  a 
entsprechenden  Kreisbogen  AB  begrSnzt  wird;  den  Flächeninhalt 
F  dieses  Sectors  wollen  wir  zu  besthnmen  suchen. 

Zp  dem  Ende  legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  O  des  Krei* 
ses  ein  rechtwinkliges  Coordinatepsystem  der  xy  und.  nehmen  die 
Axe  der  4?  der  I^'^nie  AB  paraUel  an;  der  positive  Theil  der  .4^a 
der  X  soll  in  diesem   Systeme  von  O  an  nach   derselben  Seite 
btn  gerichtet  sein,  wie  die  Linie  AB  Tön  dmh  Punkte  A  a»,  and 
der  positive  Theil  der  Axe  der  y  soll  so  angenommen  werdao^ 
dass  man  sieh,  atn  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  darcb 
den  Coordinatenwinkei  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  TheHe  dali» 
Ai^e  der  y  zu  gelangen,  nach  derselben  Seite  hin  bewegen  massf» 
nach  welcher  man  sich  bewegen  muss»  um  von  der  Linie  AB  an 
durch  den  Winkel  u  hindurch  zu  der  Linie  AC  za  gelangen.    lo 
diesem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  wollen   wir  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  A  durch  f^  g  bezeichnen.    Von  dem  Ponkte 


; 
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A  als  Pol  aus  denke  man  sich  nan  einen  Vector  r  gezogen  und 
bezeichne  den  Ton  demselben  mit  der  Linie  AB  eingeschlosse- 
nen» in  demselben  Sinne  wie  den  Winkel  a  genommenen  Winkel 
dorch  9,  so  sind  die  rechtwinkligen  Goordinaten  des  Endpunkts 
dieses  Vectors  offenbar  f+rcosg)  und  g-t-rsinq),  und  wir  haben 
daher  die  Gleichung 

(/'+rcos9)*+(^+rsin9)*  =  a*, 

die  man  leicht  auf  die  Form 

r*  +  2(/'coS9+^sin9)r  =  a*  — /*— ^* 

bringt.  Bestimmt  man  nan  aus  dieser  Gleichong  r,  so  erhält  man 
nach  leichter  Rechnung: 


r=:— (/'cos9+^sing))  + Va* — (f8inq> — ^rcosy)*, 

wo  sich  nun  frSgt»  welches  Zeichen  man  in  dieser  Formel  zu  neh- 
men hat.  Multiplicirt  man  die  beiden  Werthe  von  r  in  einander, 
so  erhält  man  als  Product  die  Grusse  f^+g^ — a^>  welche  nega- 
tiv oder  positiv  ist»  jenachdem  der  Punkt  A  innerhalb  oder  aus- 
seriudb  des  Kreises  liegt»  so  dass  also  die  beiden  Werthe  von  r 
angleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben»  jenachdem  der  Punkt 
A  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegt.  Hieraus  ergiebt 
sich  "nun  leicht»  dass  man  im  ersten  Falle»  wenn  nämlich  A  in- 
nteibidb  des  Kreises  liegt»  das  obere  Zeichen  nehmen»   und  also 

r= — (feos  (p  +  ^sin  ip)  +  V^a* — (fsiü  q>  —  ^cos  9)* 

t 

setzen  muss;  denn  ist  f cos fp'\-gs\vLq>  negativ»  so  ist 

—  {feoB  q>  +.9  sin  q>)  +  V  o*  —  (/^sin  q>  — ^;cos  q>)'^ 
offenbar  positiv»   also 

—  (/"cos  q>-\-g  «in  q>)  —  V^a*  —  (/sin  q>  — g  cos  9)* 
negativ;  und  ist  fcosq>-{-gBmq>  positiv»  so  ist 

—  (/cos  9?+^  sing?)  —  V^a*— (/sing>— ^cosy)* 
offenbar  negativ»   also 

—  (/'co8g)+^8ingj)  +  V  a* — (/sin 9 — gcosip)^ 
positiv.    Wenn  der  Punkt  A  ausserhalb  des  Kreises  liegt»  so  ist 

al0O* 


€rwm 


^^?/cw^«b«f» 


♦  5—* 


T=-^tMm^^^mmn±^  ^^ümm^^^tm.^^ 


Fdfeä 


9.  to 


r=5 — 


j4 


screa  der 
dfea  Vectorea 


■IBS8,   jcMicbdci  oMii  des  kleineren  oder 
¥•■  ^  ancgrhfdm,  de»  Wiakd  ^  eatepreche« 
's  An^  Ikssl,  eine  BestJMMnng,  die  wir  toq  um 
anf  alle  im  Foteenden  rorkoBaeadea  Foraiefai 
oareräadcrt  festhahea  werden. 


Xach  einer  bekannten  Formel  der  aaahrtiachen  Geometrie  ist 
tUo  nach  dem  Obigen: 


co«9+^8iny-|- V  o*— (/siny — gcosff)l^i*dfp. 


F^\f'sf 

oder,  mw  auHi  leiebf  indet: 

A-i/'*  stf<^(/«-<9S)co829+^sin29^ 

f  2(feoBq>i-gBiQip)  Vo*— (/'ain^— ^co8  9)*)a^ 
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Bekaontlidi  iilt  nun 


/^*  60829^=:  46102«,      j         «102989  =  4(1-^  cos  2«) 

oder 

/      €082999  =  sin  a  cos  a«    /       sio  2989  =  sin  et  sin  o ; 

und  wenn  man 

seist,  so  ist 

dti  =  (/cos9  -f  ^sio9)d9, 
also 

(^€089+5^8109)89  V^a* — (/^sin9  — (7cos9)*  =  8ttVa*— tt*. 
Nash  dn^  bekannten  Formel  der  lotegralrechnnng  ist 

r  dtf  V^^^ = iw  Va*-«*  +  la* Aresin ^ , 

wo  man  deo  Bogeo  so  nehmeo  mnss,  dass  er  sich  im  ersteo  oder 
vierten  Quadranten  endigt,  jenacbdem  «  positiv  oder  negativ  ist. 

Al80f8t 

/    (/^€os9+^sin9)89V^a*— (^sb9— ^cos9)* 

=  Kfeün  9— 5p  cos  9)  V  a*— (^in9--5)rcos9)*+4a*Arcsin- — 2Z2r — z, 
ond  folglich 

/      (/cos 9  -f  ^  sin 9) 89  Va^ — (fsin  9  — ^cos  9)* 

o 

=  it(/'sina— ^cosa)V^a*— (/*sina— ^cosa)*+5pVa*— ^"J 

.  1  •!  A      .   /sin« — ocosa       .       .   —  fl'. 

+  ia*{  Arcsin  '- ^ Aresin — ^  ]. 

a  a 

Ffihrt  man  nun  alle  einzelnen  Integrale  in  den  obigen  Aus- 
dmck  von  F  ein,  so  erhält  man: 

Tbtuxxyn.  1 


j^^=^. 


*^ ^j" *•*»«*— ;/rta*«ii  V   1^ — ,~<*«nft/ — r/#i3aHx.'*-|: 


> 


f  •i*'^.trrs<*n 


■i^Rif  —   ll-'üriZ 


—  T- 


I 


Im    fie  AusSiti^BfiBt  iusicr  Firmes  ai  -«leni 
«M.     trollen    «tr   lea    !^&:iieniniiiiit  j-ncsf  SnsfliWsnMBis 
-««»$r!ie»  >(p:nP7    UJt    ii7  äüiliKiv»»  üt.      Die  -n 
rffftrSttpn  V  irrduaAefznnusn    n   iiescsn  Fule  u»  patniEv 
^fevfiff»  Aiittemnne   ler  "^vsme    ie»  i^unieiiiS'  ^om 
itvPSM^«  <•»  /.     .iunapniiHii    '.sc    m    Obiiseai   '/=4   and 
^rtxim,     Dfkfiiirnh  »»rtiaitei  ttt  m»   ler  jiiiisen  F*iniwly 
rÜD:  -ihivtm  Zpiriiesi  za  iiihmisi  tboh.    -voin   vir  lien 


=_/' 


«iw 


.*  =  i*its— k->   1*— -"*  -  *t* 


Ol  ' 


:v«t  i^  tUv^Kn  nirht  irlflfier  üb  ^.t  vx  lefrnmi  ist. 


E<i  Tat:  rv  F's.  I ,  :ri  e>J  = ,'  i»r.  U»t  -r^  «it-r  FÜckeiiiBhait 


fiir^  Cr^iAaiubiruirftn ,    /^  '^ — ^^  i^t*  Facfiefiia&aJt  <I«s  Dreiedoi 

^  iawf  ;tlUn  'fiüt  Er'idktfoicnt    fer  4ftr:£iMi  Fimel  auf  dl«r  Stelle  in 
ik^  .^Un^im  ;a4lt.     .Serien  wirrurein  lLr^fi$:»«;ti[nKnt  in  Taf.  I V.  Fig.  4, 

«w  «ii*,.  mt  fU^mten  Fl;i«!ii«niniial?  xu  aoiiicn.«  im  Oik^ea  — f  fyr  f 


VUb' 


i|  =  ;«*ar  +  ;/V  -r*— /«  + ;«=*Aftr^m  ^  . 


^y^i^A^i,    Jt*^'  '{^  B^i^en  wieder  nicht  srrTsss«  aU  ^he  zq  nehmeo 
M^ ;  jif^v^Jh  <iA  ftWtfctiskeit  dieser  Formet  erhell«!  aas  Taf.  H'.  Fig.  2. 
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xrr. 

Üeber  die  Rectification  der  Ellipse. 

Von 

dem  Heraosgeber. 


Die  in  Taf.  IV.  Flg.  5.  verzeichnete  Ellipse  s^ei  mit  der  gros- 
sen Axe  2a  und  der  kleinen  Axe  26  aus  dem  Mittelpunkte  C  be- 
schrieben. In  den  Scheiteln  A  und  Ai  der  grossen  Axe  AAi 
errichte  man  auf  dieselbe  die  der  kleinen  Axe  BBi  gleichen  Per-: 
pendikel  DD'  und  AA%  so  dass  AD  =  AD' =  b  und  AiDi 
=  AiDi'  —  b  ist  und  ziehe  die  Linien  DDj'  und  D'D^.  Weil 
diese  Linien  offenbar  durch  den  Mittelpunkt  C  der  Ellipse  geben 
werden,  so  bestimmen  dieselben  die  Durchmesser  A'A^  und 
B^Bx  der  Ellipse,  von  denen  sic^  auf  folgiende  Art  leicht  über- 
sehen lässt,  dass  sie  conjugirte  Durchmesser  sind. 

Nehmen  wir  die  beiden  Axen  der  Ellipse  als  Axen  ejiies 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x^  ^  an,  und  bezeichnen  in 
diesem  Coordinatensysteme  die  Coordinaten  des  Puaktes  A'  durch 
^0  9  9o>  ^®  *^^  bekanntlich  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  A' 
gelegten  Berührenden  der  Ellipse: 


a*>o 


t)— t)o  =  —  tä';r(^"~^o)- 


Nach  der  Construction  ist  aber  offenbar 

,       .        ^o       « 
jro:t)o=a:6,    al»o    r^  =  ^' 

und  MgKdi  die  Gleiobnng  der  Berührenden  der  ElHpse  in  dem: 
Pookte  Ax 

1* 
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Also  ist  —  die  trigonometrische  Tangente  des  spitzen  Neigung»* 

winkeis  der  Berührenden  der  Ellipse  in  dem  Punkte  A'  gegen  die 
grosse  Axe»  und  folglich  offenbar  der  trigonometrischen  Tangente 
des  spitzen  Neigungswinkels  des  Durchmessers  B'Bx'  gegen  die 
grosse  Axe  gleich,  woraus  sich  ergiebt,  dass  dieser  Durchmesser 
der  Berührenden  der  Ellipse  in  dem  Punkte  A'  parallel  ist,  und 
dass  also  A'A^'  und  B'Bi  zwei  conjugirte  Durchmesser  der 
Ellipse  sind,  wie  behauptet  wurde.  Auch  fallt  auf  der  Stelle  ni 
die  Augen,  dass  diese  beiden  conjugirten  Durchmesser  einander 
gleich  sind,  so  dass  wir  also  einen  jeden  derselben  durch  2^ 
bezeichnen  kOnnen. 

Nehmen  wir  nun  CA'  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x 
und  CB'  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  ff  eines  schiefwink- 
ligen Coordinatensystems  der  ory  an,  so  ist  die  Gleichung  der 
Ellipse  in  Bezug  auf  dieses  Coordinatensystem  bekanntlich: 

Es  ist  aber 

o'»=)ro«+i>o*. 
und  zwischen  Xa  und  %  hat  man  die  beiden  Gleichungen 


woraus  sich  auf  der  Stelle 

^0  =~2»    %  ="2'    *"^®  ^0=  y^g*     ^~V2' 


folglich  nach  dem  Obigen 


o    _       2 


ergiebt,   so  dass  also 

die  Gleichung  der  Ellipse  in  Bezug  auf  das  System  der  beiden 
conjugirten  Durchmesser  A'Ai    und  B'Bi   ist 


§rmn9M:  ü^Hr  me  'keMficoä&m  der  EUip9e.  |Öi 

Es  bt  auffallend,  daas  mao  diese  beiden  eonjugirten  Dnrchmea* 
MF  noch  nie  einer  aufmerksameren  Betrachtang  gewürdigt  hat, 
h  sie  io  der  That  zuweilen  besondere  Vortheile  gewähren  k5n- 
lei«  iras  ich  jetzt  an  der  Rectification  der  Ellipse  zeigen  will, 
«•  die  Betrachtung  dieser  beiden  eonjugirten  Durchmesser  zu  ein 
Rttr  Reihen  fährt,  die  ich  ftir  bemerkenswerth  halte  und  daher 
h  Felgenden  mitthellen  will,  wenn  auch  die  eine,  jedoch  nur  In 
fkMä  besonderen  Falle  und  auf  ganz  anderem  Wege  schon  Fon 
Eoler  gefanden  worden  ist 

Als  Anfangspunkt  der  elliptischen  Bogen,  die  wir  Immer  im 
A%eiiidnen  durch  $  bezeichnen  werden,  wollen  wir  den  Scheitel 
l'des  Durchmessers  B'Bi  annehmen.  Der  Endpunkt  des  Bo- 
|nw  i  werde  darcfa  die  Coordinuten  jr,  y  bestimmt.  Der  Winkel 
SCB  soll  durch  a  bezeichnet  werden.  Die  sämnitlichen  Bogen 
toVen  wir  aber  von  R  an  nur  bis  A*  und  A^'  hin  nehmen,  was 
Allbar  zur  Bestimmung  aller  Bogen  der  Ellipse  hinreicht.  Auch 
Mka  X  und  y,  man  mag  den  Bogen  i  von  B'  nach  A^  hin  oder 
viB  B'  nach  Ai  hin  Vechnen,  immer  beide  als  positiv  angenom- 
Mn  werden.  Unter  diesen  Voraussetzungen  erhellet  aus  einer 
Hessen  Betrachtung  von  Taf.  I V.  Fig.  6.  mit  Hülfe  eines  bekann- 
«B  trigonometrischen  Elementarsatzes  auf  der  Stelle,  dass,  wenn 
ler  Bogen  $  von  B'  nach  A'  hin  gerechnet  ist, 

8^  =  aar«  +  dy^^1dx(r-dy)  cos  a 

Hier 

dj^  =  da;S  4.  d^s  +  2d;rd^  cos  o ; 
01^)  wenn  der  Bogen  $  von  B'  nach  A^'  hin  gerechnet  ist, 

aj*s=  ar«+ay«— 2aj:(— Sy)cos(180*>-a) 

4er 

8j« = 8:r*  +  3^«  —  23a;8^  cos  a 

*^  Nimmt  man  also  im  Folgenden  immer  das  obere  oder  das 
>tere  Zeichen,  jenachdem  der  Bogen  $  von  B'  nach  A'  oder 
^  Ai'  hin  gerechnet  ist,   so  ist  allgemein 

Sj»  =  dx^  +  3^*  db  23^:3^  cos  a, 

>d  folglich,  well  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  dx  und 
r  offenbar  immer  gleiche  Vorzeichen  haben : 


a,=aa:Vi+(|)Vi|c«««. 

Aas  der  Gleichung 


i 


•  •  « 


"^'^  !     • 


••••••       •        .• 


iW  *  BrmMri:^  bämr*^  Bticäßeahe^  der  &Hp$e^» 

folgt  durch  DifferentiatioB: 


und  folglich 


a.  =  ar  V^T2|c«8« 


qder 


* "    .  f     t  .'■ 


yv2 


Bezeichnen  wir  den  spitzen  Neigungswinkel  des  Durchi 
sers  A'At  oder  B'Bi'  gegen  die  Hauptaxe  der  Ellipse  durc 
so  ifift  offenbar  «=180^— 2f(»    und  folglich 

cosa=  — ■co82fi,    sina=8in2fi. 
Nun  ist  i^ber 

tangfi  =  — , 


also 


, 1 cfl  .     ^        tangfi«  6» 

cosfi  — j^^^g^-.^j^^^2>    «»»f*  "-l+tangfA«-a«+Ä« 


folglich 

cos  2ft  =  cos  ft*  —  sin  ;**  =    ^  ■  Ag 


» 


sin2fA=:2sinfACosfi      =   g  , /l^» 
und  daher  nach  dem  Obigen: 

Weil  femer 
ist,  so  ist 


t  i        .1 . 


»•=-2 *'  =  -ir-<'-«S+Äi)' 


^^«^  nach  dem  OI|^i^|>,  w\%  jn^n  leiebt^-findat^ 


<a»4>)(i;r--^^' 


'^iler  :.'»:•:.■.••»;;•;[•.::?:■'   '•■':    ?.    i» 


# 

,;•'    pi  .■  ...   <*^+4*  ••  .  ■         ■'  .   '.  •»..;!•'    ii:';j>   it'...M    •  •■;••■:?  ir}'\.'.  \^.>j\ 


Setzen  wir  non 


Ji   7    *.y  •  ^  -ikM    iVM'    •?>/in 


Va«+6«  a«  +  6«  f       2 

so  wird: 

„        \_l  a*+b\       du      4 /\  .  „o*-r^*    ../T i, 


Wegen  der  Gleichung 

-    1    ^ .. 


t  « 


a:«  +  y*= 


fl«  +  S^ 


ist  immer 


.      ?--2-    ... 


Leicht  lässt  sieh,  nun  aber,  aseigen»  das«  inimler 

s        ■  ■         .  * 

ist;    denn  wäre 


so  wäre 


also 


folglich 


was  ungereimt  ist.    Weil  also 


IM  Gruntrt:  BiA9f  me  Reeüfleaikm  der  SiUpwe. 


uVT^'IJl,    2tiVTr55~i 


ist,  80  ist  immer 


2^«^r:^'<i. 


nnd  die  Qnadratwarzel 

lisst  sich  datier  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  immer  in  eiae 
nach  den  Potenzen  von 

fortschreitende  convergirende  Reihe  entwickeln. 
Weil  nnn 

.  *  2.4.6''  u*+w  ^^    ^ 

jj2         ••••••• 

1.2.3.4  Va*  +  6V  ^  ' 

± 


iUmmertr  iM»  ^Ik  MeeUßcottM  der  MiMß^e.  ]fl5 

ist,  so  erbllt  man  aus  dem  OUgen  l^qht  duvph  Integration : 


O 


t  j.     » 


'  Bezeichnen  wir  Jetst  flElr  dasselbe  o?  oder  ic  den  von  R  aii 
nach  A'  hin  genommenen  Bogen  durch  s^,  den  von  B'  au  nach 
^l'  hin  genommenen  Bogen  dagegen  durch  i|\  so  muss  man  in 
d^  obigen  Formel  för  den  ereteren  die  oberen,  für  den  letzteren 
die  unteren  Zeichen  nehmen;    und  es  ist  also: 

0  0 


«•■>'■-  -  .  j  .  o 


O 

1.3.5. /0«-r6«Y    /*"    ^../T -..„ 

'  ■  '    '•  ■  --o  ■ 

.    1.3.5.7   /a«-6«\*   /»«   .  ^^,- ' 

+  1X075(54:^)7     «^•(VT=i?)48u 


lOS 


»l'= 


er-mk4rfy  IM»  Uta  ttrtnfritftif  rfrr  BUmit 


» 


r*  f    t. 


0 


■    Vi?-, 


-i2^.(^y/'-^<^^^'»« 


.> 


o 


-T^^fe(St  ^0"/"  -^^^-^^ 


o 


folglich 


i     r 


1.3.6   /a«-6«V  r"  ^/A/T— sx.Q. 
1.3.5.7.9  /a*-6«V  /»»   ^,^j-^ -,« 


.1: 


O 

■  7 


•/ 


:  o  Ol 


»» 


+  1.2.3.4.5V^MT«jy      «•(1-««)«S« 

0 

+ 172X4^^:^7 vJrr^iy    «'(l-««)»8« 


V  . 


i '. 


wo  in  der  letzteren  Formel  nur  die  Integrale  rationaler  Differen- 
tiale vorkommen.    Man  kann  auch  setzen : 


Otmm^rt:   Oeder  4U  RtcitßcaiUm  der  Ettif^nA  VN 

0         '  (T 

.     1.3.5.7   /o«— Ä«V    /*"    »/.       «V.«' 

+  0x4:5(55+6^)7    »•(i-«»)«a« 

.    1.3.5.7.9^.11  /tfl-b*Y  /»»    ,,,       ^,. 

+i.2.3.4,5.6.7AäM^;y    «m-u^m 


'  Die  (i^nge  der  halben  Ellipse ^  welche  wir  durch  E  bezeich- 
ne wolieby    erhält  man^  offenbar*,    wenn  man  in  der  Formel  Ar 

- — g — ,  also  tt=  1  setzt,  so  dass  also 


0 

"1.2.3.4,5.6  Wpjy      t.e(VT=:ii^)*3u 


ist« 

I  1 

'    Setasen  wir  u^^sinsm  und  nehmen  nG>  nicht  grösser  als  5^, 

> 1 

also    w    nicht    grosser    als   7p,    so    ist    V 1 —  m^  =  cos^o   und 

6ti=ö  cos  5(080;    also  :,    . 

Su  K 


11  1     '  1 

tt*Vl— t3^3ll  =  gjsinn  cö*coßa  oi^ci =psin  oo^o) , 

i«'(y^l--u*)*3M=»  gsiD^o'cosöw'Sü)  =01  »'"»«'öw, 
ti*(  Vi  —  ti*)'3t«:=  2  sin  5  co^cos  2»*3a)=25  *•"  o>*S«>, 


u.  s.  w. 


108  ermnert:  Beter  die  BeeUfieat/mt  der  SWßee. 

Folglich  i»t  nach  dem  Qbigen: 

14/ ««+6«,     .  1  a*-6'   /*-  ,     a 

0 
1     I  /««— 6«V   /*-   .     ^ 


*  p  •  r2-:3  Ki^T^)  J    •'" "  ^» 

o 

o 
.   I      1.3.5.7  /a«-6«V  /»<»    ,      „ 


und 


+''  =  V  — 2— '"-p  ovaMT«;  y    «'""^» 

O 

l       1.3.5   fa*-b*y    P".      „ 

o 

1      1^6.7.9  /a*—b*y  P" .      -j.   I 
"PI. 2.3.4.5.6  V5q:6«>/J    «D»«0«| 


und 


*•—»,' 


0  0 

.  1      1^.5.7  /a*-b*Y  P"  .      „ 
+Pl.2.3.4.6V^+^;y      '"■»^" 


.  I    1.3.5.7.9.11/o«-6*\«  /»o»  .     „   ' 
+  P' 1.2.3.4.5.6  7V5H6S>/y     *""'«'^" 

0 


M8  Ormmtrt:  IMtr  itt  Btea/leiH/m  der  JUHßae. 

FolgUdi  i»t  aack  dem  C^bigen: 

0 

1       I    /a«-*«\«    Z'-    .      ^ 


u 


1      1.3.5   /«*— 6«V    /»-    ,      ,- 

o 

*  2*  •  17273X5  i^ä^+^yy       **""^" 


mul 


-2*  ro74V.;?T^>^  y  "^''^" 

1      1.3.5.7.9  /««-<»v*/»». 


• 


«Ml 


.  1     l.J.5.7  ,_     ^ 


ermnert:  Oeäer  äle  ä^atßemUßm  4er  SUipse,  |1| 

Nach  derselben  Redoctionsronnel  wie  oben  ist  aber         -  *  o 

also     5  •      :\  .    1-^/.      \ 

#       siDoi*H-iS»  =  ^-— j-j    /       8ina*"-*8a, 

i  -        -  5  .  • 

und  r(^lgfich:     V ^^  *  '    '      ' 

«•1  «»\        «r       «■•        *.         • 


/Ä  \  p^  2.4    /*'« 

8infD%co  =  g  #       sin  ttVfo  =r  K-g    /      sinodo», 

o  o  o 

/»  6  Z*^  2.4.6    /*^ 

sin  0^8(0  =  ^  /       Sinti*®»  =  s^^   /       sineodo, 

o  o  o 

/""o-      «a        8  /»»  .     „        2.4.6.8   /»"  .      . 

#         sin  (0*00  =  ü  #         810  0^00=0    g  y-Q    #         Sin  «01», 


u.  s.  w. 
Also  ist  allgemein: 


/*"   •   -«2.+ifl   _      2.4.6;8....2n        /»»   . 

o  o 

und  folglich,  weit 
/  sinoad(a= — cosco»     /      sin  0080= — cos7r-f  co80=l-fl=2 

/^   .     2n4.iÄ       g      2.4.6.8...>2n       , 
:^''^^^'^'"=^-3.6.7.9.>..(2n-H)V 
.0 

•     •.•'■•         ■■''.•  .       ■ 

hiaa  'mHi  nadi  dem  Obigen: 
„      «•—*» 4 /««+**,,  .  1      1-3     2/aa-6V 

i       .    :  +2«' 1.2.3.4.5  3.öV<^+*a/ 


'  \        1.3.5.7.9.11      2.4.6 /«»i^5*\» 


,1      1.3.5.7.9.11    2.4.6/a*^g«\ 
,        . .  ^1»  •1.2.3.4.5.r?"0:7  VH*¥6*>/ 


11t  üeäwwßimi/jßai^  fSr  Sekiier. 

oder 

1     7   /a«>-6^^ 


\ 


+  2* 


.1  9. 11  ^€^—vy 

■•■2«"3.6.7Va»+**/ 

2  11  >  13^15  /•*— *^* 
+  2«'  3.6.7.9   V«*+*V 

+ 


Uebnagsaufgaben  für  Schuler. 

VoD  Uerro  C.  Küpper  in  Trier. 

L 

Ans    der   Theorie    der   Trägheitsmomente. 

Lehrsatz.  Das  Trägheitsmoment  eines  ebenen  Systems  in 
Bezng  anf  jede  Gerade  in  der  Ebene  lässt  sich  ausdrucken  durch 
das  Trägheitsmoment  zweier  Punkte  dieser  Ebene  in  Bezug  auf 
dieselbe  Gerade,  vermehrt  um  eine  Constante.  Diese  beiden 
Punkte  liegen  gleicbweit  vom  Schwerpunkt  des  Systems  auf  der- 
jenigen Geraden,  in  Bezug  anf  welche  das  Trägheitsmoment  des 
Systems  ein  Minimum  ist;  man  muss  diesen  Punktengleiche  Masse 
und  zwar  die  halbe  Masse  des  Systems  beigelegt  denken ;  die  hin- 
znzufägende  Constante  ist  der  kleinste  Werth ,  den  das  Trägheits- 
moment annehmen  kann.  Hiernach  berühren  alle  Geraden,  ii3r 
weiche  das  Trägheitsmoment  einen  beliebigen  constanten  Werth 
hat»  einen  Kegelschnitt,  dessen  imaginäre  Brennpunkte  jene  festen 
Punkte  sind.  Wann  ist  dieser  Ort  eine  Ellipse >  wann  eine  Hyperbel? 


Vebnngtaufgaben  für  Schüler,  \\Z 


IL 

Aus  der  Theorie  der  Cykloiden. 

1)  Eine  verkürzte  Cykloide  xyc^y  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  wird  von 
der  Geraden,  über  welche  der  Erzeagungskreis  rollt,  in  zwei 
Theile  getheilt,  deren  Differenz  dem  vierfachen  Durchmesser  die- 
ses Kreises  gleich  ist.  Nennen  wir  D  diesen  Durchmesser,  so 
hat  man: 

yc'/  —  (yar  +  yy)=4/)=  der  Cykloide  ncn'  y 

welche  ein  Punkt  des  Umfangs  des  rollenden  Kreises  beschreibt 

2)  Die  Cykloide  xyc'y'y  ist  einer  Ellipse  an  Länge  gleich» 
weiche  zur  kleinen  Halbaxe  xn^   zur  grossen  xn  -{■  D  hat. 

Wie  gestalten  sich  diese  Resultate  bei  einer  gestreckten  Cykloide? 


Von  Herrii  Dr.  C.  F.  Lind  man   in  Strengnat  in  Schweden. 

L 
Integrale 


, /*  *      Sin  (p  Cos  q>dg> 

^J       VSin  V  +  C"üsV 


ad    fanctiones  ellipticas  reducatnr. 


hvenire  angulum ,  qui  continetur  ab  azi  abscissarum  et  recta, 
qaae  curvam  aequatione 

y*  +  ar*— 2ay » — 26a:^  =  0 

definitam  in  puncto  x=:Op  ^=0  tangit. 


TheU  XXVII.  % 


m 


isrellea. 


T«i  Jc^   Hera««pe¥er. 


••sisckes  KaekriehfcBL  TfcL  TLSL  &»SL  fih-  tfeAid^sbe: 

Ib  der  Eherne  elmes  Dreiecks  desjesigeB  Paskt 
zm  fisdeB,  desses  EstferBBa^eB  tbb  dea  drei 
EekeB,  jede  Biit  des  SIbbs  den  tbb  deB  beideB 
BBdereB  EBtferBBBgeB  eiBgesckiBsseBeB  WIb- 
kein  Biflltiplicirt,  zBsaBiBieB  addirt  deB  Biog- 
lichst grossteB  Wertk  aBBeksien; 

die  folgeede  elegante  Anflösuog  gegebea: 

Bezeichnet  man  die  drei  Eci^eB  ond  Winkel  des  Dreieei»  dnrch 
Af  B,  C,  die  ihnen  resp.  gegenüber  liegenden  Seiten  dorch  a,  6,  e, 
den  zu  suchenden  Punkt  mit  D,  und  seine  Entfernangen  tod  den 
drei  Ecken  respectire  mit  A^  B,  F,  endlich  die  drei  Winkel,  welche 
▼on  den  betreffenden  Halbirungsünien  der  drei  Winkel  des  Drei- 
ecks in  directer  Richtung,  d.  h.  in  derselben,  worin  die  drei  Ecken 
A,  ß,  C  auf  einander  folgen,  bis  zn  den  betrefenden  Entfernuji- 

€L    ß    y 

gen  A,  B9  r  positiv  gezahlt  werden,  mit  ^>  ^>  5»  so  erhalt  raaD^ 


Winkel  zwischeo  den  Entfernungen: 

fr  m  — ^  i^  +  ß-r 
(r,  -B)— 2+       2 ' 


2' 2' 2 

lirect  geslhlte>w^ 


äUsceUe».  IIB 

md  U«MM  Mgcade  D^ppdfoiinelii : 

csin — s —  ^8in — 5-=- 


C  +  a-ß  B+y^a" 

cos js — -      cos ^^ 


i    f^  +  Y  ..    ^  — « 

ttSID  ■  'o  ■  C6in      a    ' 

^OÄ  -^^ — c%   '     '         COS  '    ■    '^■■''  '  ■ 


osin — s —  asiB — 3-^ 


>tea«*aBdiBa* 


g+y— «  A  +  ß^Y 

^Qß  '"  '  1  COS  '        '  X"*'  ''' 

Siijbslitnlrt  man  sowohl  die  drei  ersteren,  als  auch  die  drei  lett 
leren  Werthe  in  die  beiden  Aasdrücke: 

l7  =  ^cos(r,  B)  +  Bcos(^,  r)  +  rcos(5,  ^), 
r  :r2^  sin(r,  JJ) +BsiBM,  T)  +  rsin(fi,  ^ 

und  nimmt  die  Differenz  der  beiden  Werthe  von  17»  so  wie  die 
SUBinie  der  beiden  Werthe  von  F»  so  erhält  man  nach  leichten 
trigonooietrischen  Reductionen  die  Gleichungen: 

0^asln'"^^'^^+6sin^""^"^''  +  csiny"""^-^,  ...  (l) 

2F=sflcos^"^^~"^  +  6cos^"^^~^  +  ccos^""^""^»  ...(2) 

Eh  ergiebt  sich  ans  dieser  Form  des  Aasdrucks  V,  welcher  ein 
Maximum  werden  solU  von  selbst,  dass  dies  für  die  zugleich  der 
BedingttDgsgleichung  (1)  genügenden  Werthe 

«=0,    1}  =  0,    y=zO 

der  Fall  ist,  weil  für  sie  die  drei  Cosinnsse  des  Aosdrncks  (2) 
ihren  grOssten  Wertb  erreichen.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich 
die  Aafl&svng  der  Aufgabe  von  selbst,  indem  diese  drei  Werthe 
auf  das  Centram  des  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  Rihr' 

Der  Aufsatz  des  Herrn  Professors  Richelot   enthält   i 
maacbe  andere  interessante  Bemerkungen,   auch  eino  von  B 


116  MiBcellen. 

% 

Baufilhrer  Mendthal  gegebene  Auflasuag»   wegen .  weMMr  wir 
die  Leser  auf  den  Aufsatz  selbst  verweisen. 


U. 

In  der  Abhaodluog:  Variae  Demonstrationes  geome- 
tricae.  Novi  Commentarii  Aead.  Scientiar.  Inip.  Petrop. 
T.  L  p.  49.*)  beweiset  Eoler  einen  Satz  vom  Kreise,  den  er  als 

Fermat's    Lehrsatz 

bezeichnet»  und  sagt  von  demselben:  „Reperitur  In  eommercio 
epistolico  Fermatil  propositio  quaedam  geometricay  quam  Georoe- 
tris  demonstraiidam  proposult.  Quae  etsi  ad  naturam  circuli  spectat, 
nihilque  difficultatis  primo  iutuitu  involvere  videtnr,  tarnen  a 
pluribns^  Geometris  frustra  est  suscepta,  neque  usque  adhuc  ein« 
demonstratio  est  tradita/'  Dieser  Fermat*sche  Lehrsats  ist 
folgender : 

Wenn  man  über  dem  Durchmesser  AB  (Taf.  IV.  Fig.8.) 
eines  Halbkreises  AEB  als  Grundlinie  ein  Rechteck 
ABCD  beschreibt,  dessen  Hohe  AC  oder  BD  der  Sehne 
des  Quadranten  des  Kreises»  tu  welchem  der  Balh« 
kreis  AEB  gehört,  gleich  ist,  und  von  den  beiden  Punk*' 
ten  C  und  D  nach  dem  beliebigen  Punkte  E  des 
Halbkreises  die  Linien  CE  und  DE  zieht,  welche  den 
Durchmesser  AB  in  F  und  G  schneiden,    so  ist  immer 

AG^  +  BF*^AB*. 

Euler  beweiset  «liesen  Satz  im  Wesentlichen  anf  folgende 
Art«  Man  lege  durch  J,  E  und  B,  E  gerade  Linien,  welche 
die  verlingerte  Linie  CD  in  M  und  J  schneiden.    Fälilmaa  dann 


'^)  la  diM^r  Abhaa^luBg  p«  €3w  beweiset  E«ler  aarli  dkn  Sals 
Vi«r«rk»  ««da««  die  SvMaie  der  ^adrate  der  vier  Seife»  der  Sea»M 
der  ^adr^te  der  beide«  DiagMMilea  f\m%  deai  Tterfacbea  ^adrmte  der 
die  üliHeIpMikle  der  Diag«KMdea  ^eebiad^dea  Gecndcn  gleicAi  iel^S 
beaeiehael  die«ea  Saia  aU  eUi  «>  ibtettsMi»  ««t^naan  adh««  ac^«e 
UlMa  aei|ae  dem^MMlralaiaik^^  Dieeer  Sala  kl  aka  «iaa  Etiadeag  En* 
ler*a«  wie  aack  a«  II.  lien  Pit«4Waar  Kaaae  ia  stSa^m  Lekrkacka 
der  Geewelrivk  TbL  I.  Jeaa  l^l^t«  &  S&  biitikL  Er  TerwMet 
deakalb  aber  aaf  die  weH  «pJMetea  Neta  Aela«   Pelr^pw  L  asii,  da 

dwSata  adhaala  dta  Ne^  la  CaanaiiealarUa.  T^  k  %xm 
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nodi  TOB  £  a«r  AB  das  Perpe»dikel  £Jir,  wodweh  bekmnDtlich 
die  ahDiichen  Dreiecke  AEK  nnd  JBEIT  entstehen,  so  erhellet 
auf  der  Steile  auch  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ACB  und  BDJ^ 
und  es  ist  also 

HCiAC—BDiJD, 

folglich 

HCxJD  =  ACxBD  =  ilC«. 

Weil  noo  AC  der  Sehne  des  Quadranten  gleich  ist,  so  Ist  offenbar 

AC^z^lAB*, 

also 

BCx  JD  =  4.<yj«,    2BCX  JD  =  Ji?» 
oder 

2HCxJD=:CUI*. 
Nqb  ist  aber 

BC:AF=CD:FG, 

JD:BG=CD:FG', 

also 

BCXJD:  AFx  BG  =r  Co»:  FC« 

oder 

2BCxJD.2AFxBG=CB'.FG*, 

folglich 

2JFxÄG  =  F6?». 

Nun  ist  aber 

AG  +  BF  =  AB  +  FG, 

also,   wenn  man  quadrirt: 

AG*  +  BF^  +  2AGxBF=iAB*+FG*+2ABxFG, 
folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

AG*+ßF^  +  2AGxBF=AB'  +  2AFxBG+2ABxFG 

AGxßF=(AF^FC)(BG+FG)=AFxBG-i^BGxFG+AGxFG 

z=AFxBG+ABxFG, 

lÜSO 


IIS  MisceUetu 

^AGxBFcn2AFxBG  +  ^ABXFß, 

aod  Iblglich  nach  dem  Obigen  offenbar 

AG^  +  ßF^  =  AB^, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 


HL 

Einige   Bemerkongen  über  das   ebene   Dreieck. 

Die  Seiten  und  deren  Gegenwinkel  eines  beliebigen  ebeoeo 
Dreiecks  ABC  wollen  wir  wie  gewuhnlicb  dnrch  a,  6,  c  ond 
Af  B^  C  bezeichnen.  Von  einem  beliebigen  Punkte  O  in  d^v 
Ebene  dieses  Dreiecks  ziehen  wir  nach  A,  By  C  die  LiDteTi 
x,y9  z  und  fallen  auf  die  Seiten  a,  6,  c  Perpendikel,  welcbc 
letzteren  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  werden  miigen ,  jeaaeh-^ 
dem  sie  von  den  betreffenden  Seiten  an  nach  dem  inneren  odef 
äusseren  Räume  des  Dreiecks  hin  liegen,  und,  mit  Rucksietat 
hierauf,  respective  durch  «,9,»  bezeichnet  werden  sollen.  Dann 
überzeugt  man  sich  sehr  leicht  von  der  allgemeinen  Richtigkeit 
der  folgenden  Gleichungen: 

a:^sinA^=:v^  +  tc*  +  2rtccos^, 
y^s\nB^=zvfl+u^  +2wucosB, 
2«sin  C«=tt«  +  t?«  +  2ttp  cos  C. 

Fuhrt  man  nun  aber  für  cos^l,  cosB,  cosC  ihre  bekannten  A^^^ 
drucke  durch  die  Seiten  a,  b,  c  de.«;  Dreiecks  ein,  so  erhält 
nach  einigen  leichten  Verwandlungen: 

bcx^  sin  A^ = (bw  +  ev)  (au + 6p + cw)  —  a  (avw + biou  +  cuv) , 

cay^  s\nB^=  (cu  +  ato)  (au +bv-\-  cw)  —  b  (avw  +  bwu + cut) , 

abi^  sin  C=  ((tt)  +  bu)  (au + 6»  +  ew)  —  c  (amo + bum  +  cur) ; 

also,  wenn  man 

2^s=  a»  +  6p  +  cfr,    ^A'zzzatno'i'bwu  +  cuv 

setzt,  wo  A  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  bezeichnet: 

kbex^8inA^=(bw+cv)A—aA', 
lcay^8inB^:=^(cu+aw)A'^bA', 
labiWin  C*=(a©+6u)  A-^cA'. 


,n 
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Setzt  man 


V   .  w 


^=i  +  6  +  e' 


80  wird: 


c  ' 


oder: 


iabcy^ainB^—abcJJ^-cavJ'-b^J', 
iabcz^  sin  C^  =  abcAA"  -  abwJ—  c^A'. 
Femeri  findet  man  leicht;  (      . 

\bcux^  sin  ^»  =?  ?^-i'  ^  «  M'  +  <««''^)  * 
\cavy^  sin  Ä« = 2^^ — A  (r^'  +  wuJ) . 
Iö6w2«8ln  C»«2^^f'— €(ti>^*+i«ti^). 

2-^  2-^  %d 

Es  ist  aber    sinJ=r^,    sMiÄ=-^*    sIdC=— j, 

also: 

2;r*z^  i  2^^^^ 


ii 


,  t  •  .  I  ( 


femer: 


QC  ca 


üb 
und: 


■,'•<• 


l!;.i/j  -":>    ^-/z» 


ISO  Misceiien. 

oder: 

Also  ist  offenbar: 

folglich 

aux^+bvy^+cu>2^=i  abc-j9 

welche  Relation  wohl  einige  Beachtung  verdienen  dfirfte. 
Nach  dem  Obigen  hat  man  die  Gleichungen: 

2z«2^  =  aW  (^  + 1)  J'-abcJ' ; 

also,    wenn  man  je  zwei  dieser  Gleichungen  von   einander  sab- 
trahirt: 


=Kl+")-('+i)' 


(olglich y  wie  man  leicht  findet: 

««  +  a«  +  ^  =' 


odtr 


— -i —  + — ji — + — ^ — =©, 

WM  flbMfkIte  «Im  bwMikwMirertlM  R«fetiMi  ist. 


MUctikn.  191 

Durch  Addition  der  drei  obigen  Gleichungen  erhllt  ipaii: 


Aus  den  obigen  Gleichungen  folget  auch 

,  '•at")-.<!^;). 


ler 


In 


'tft(6«p-t-cp) — o(cit-faip)>e 


I  • 


V' 


;,»  .' 


2(a:»-y«) 

Weil  eio=32^ — iw— 60  ist.  so  wird: 

^     2(6«— a«)z/— ati(6«  +  c«— a«)  +  6r(c»+a«-6«) 

2(a:*— y*) 

(Ä* — a*)^  — €i6c(mco82I — vcosB) 

■d  folgitch : 

^  a6c  (uco»A  —  V  cos  g) 

1^  Wer  Vergnfigen  an  dargleicbei»^  Dingen  6n4et&  kima  niittolst 
pi  Obigen  leicht  mehr  finden;  gelegentlich  von  mir  gefunden, 
■vden  tkxp  )¥«?  per  mitgetheiki  om  viell^cht  gelegtntiicli  ta 
nbangen  fSr  Schfiler  benutzt  zu  werden. 

j^  Ffir  den  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Krei* 
ii  ist  ar=9^ai«,  fiübsa  p^fih  d«m  Obigen»  wenn  dfir  Kürze  wegen 


►  -  V==.    c'  =  f>   €©•  =  = 


—  »   t'  =  r>   w  =  — 
«  ft  < 

8* 


iL 


134  MiseeUen. 

n.  Im  zweiten  Hefte  des  25.  Theils  $.  Itfi,  gibt  Herr  Haupt— 
mann  Reyer  an^  da«0  man  durch  VereucbQ  gefunden,  dass  dies 
Anzahl  der  Stellen   der  Periode  des  Dezimalbruchs,    in  den  sichr 

der  Bruch   -  verwandeln  lässt,  entweder  p  —  1  oder  ein  TheileiH 

von  p  —  1  zu  sein  scheine.  Der  Beweis  hierfür  lässt  aiph  i>treny^ 
führen,  und  da  mir  die  beiden  von  Ihnen  in  der  Anmerkung  an-  . 
geführten  Werke  nicht  zur  Hand  sind,  so  dass  ich  nicht  nach-j 
sehen  kann,  ob  derselbe  sich  dort  befindet,  so  wage  ich  es,  Ihnecs 
meinen  Beweis  mitzntheilen : 

Es  sei  der  periodische  Dezimalbruch  0,  aAc...*o6c,  woardiia 

Aneafal  der  Stellen  der  Perlode,  in  einen  gewöhnlichen  Bmeh  zia 

m 
verwandeln;   bezeichnet  —  dieaen  Bruch,  so  erhält  man  befciinDt'«- 

lieh   —  .  10*  —  abc  ....;=;?  —  ;    daher    —  (10*  —  1)  =  abc ...,,  odeiv 

^tnn  wir  -*  auf  seine  kleinste  Benennung  bringen,   -^(W^^^ff*. 

=  abc Nehmen  wir  nur  den  Fall,   wo  p  eine  Primzahl ,   se 

folgt  hieraus  die  Congmenz  10*^1  (modp).    Der  kleinste  Wertk 
von  X,  welcher  dieser  Congrnenz  genfigt,   erfüllt  auch  die  Biedin- 
^ng  der  Aufgabe,  denn  er  macht  abc..,,  zu  einer  ganzen  Zahl. 
Alle  übrigen  Werthe  aber  sind  nur  Vielfache  des  kleinsten  Wer* 
thes  (wie  sich  leicht  beweisen  lässt),    würden  also  Perioden  11^ 
fern,  welche  die  gefundene  Periode  mehreremal  enthielten.     t>ie 
aufgestellte  Congruenz  aber  wird  befriedigt  nur  durch  :r=:/i  —  1 
oder  durch  gewisse,  noch  nüher  zu  bestimmende  Theiler  von  jr; 
Daraus  folgt,  dass  die  Periode  jedenfalls  p — 1  Stellen   ha- 
ben   muss,    wenn   10    eine    primitive   Wurzel   zu  p   Ist. 
Indem  ich  diesen  Satz  prüfte  durch  Vergleichung  der  hn  angefahr- 
ten Aufsatze  mltgetheilten  Tabelle  über  die  Anzahl  der  Dezlmal^^ 
stellen  für  p=:3  bis  p  =  lA9  mit  den  Tafeln  der  primitiven  WM«!^ 
zeln,  die  ich  in  Serret:   Algebre  sup^rieure  (IL  Edit  p.SMjf' 
und  im  4S.  Band«  des  Crelle'schep  JournaU  fuf  Ualben. 
(S.  65.)  besitzt,    fand  ich  allerdings  denstibtn   in  Mgw  V^mt 
vollkommeii  bestätigt;   die  Umkehrung^  das«  nämlich  nur  hl  ikth* 
sem  Falle  die  Periode  p^l  Stellen  haben  konnte,  ünM  «kM 
allgemeto  «tatt,  nämlleh  nicht  fiir  pss7,  das  nicht  10  anttr  4idnM!  i 
primitiven  Wurzeln  haben  kann,  insofern  10>7;  aber  lOsSdiodT)«  j 
qnd  3  ist  primitive  Wurzel.    Für  alle  übrigen  Primaablen  gilt  9Lhm  ' 
diu  Umkehrnng.  /# 

Diesen  Gegenstand  welter  zu  untersuchen,  ist  mir  augenUick^' 
lieh  nicht  möglich,  da  mich  meine  Berufspflichten  zu  sehr  In  Asä^ 
Spruch  nehmen ;  doch  hoffe  ich  ihn  bald  wieder  aufnehmen  zu  k9BB€IK? 


C  er  Mar  dt:  üeber  den  ersten  Entdecker  der  Dttferenttalreckn.  etc,  125 


Zur  Greschichte  des  Streites  über  den  ersten  Entdecker 
der  Differentialrechnung,  nebst  einigen  Bemerkungen 
über  die  Schrift:  ^^Die  Principien  der  höheren  Ana- 
lysis  in  ihrer  Entwickelung  von  Leibniz  bis  auf  La- 
grange,  als  ein  historisch  -  kritischer  Beitrag  zur  Ge- 
schichte der  Mathematik  dargestellt  von  Dn  Hermann 

Weissenborn.    Halle  1856.'' 

Von 

Herrn  Dr.  C.  J.  Gerhardt 

za  Berlin. 


Bekanntlich  wurde  der  Streit  über  den  ersten  Entdecker  der 
Differentialrechnung  zuerst  angeregt  im  Jahre  1609  durch  Fatio 
de  Duillier»  einen  Schweizer ^  der  seit  dem  Jahre  1691  in  Lon- 
don lebte.  Fatio  war  kein  unbedeutender  Mathematiker,  er  war 
Mitglied  der  Königlichen  Societät  in  London  und  stand  in  Cor» 
respondenz  mit  Hugens*).  Aus  seinen  Briefen»  die  er  von  Lon* 
doo  aus  an  den  letzteren  richtete,  geht  hervor,  dass  dieser  Angriff 
im  Stillen  iSngst  vorbereitet  war.  Ob  er  die  Billigung  Newton' s 
hatte,  lässt  sich  nicht  ermitteln;  indess  das  geht  mit  Sicherheit 
ans  Fatio 's  Correspondenz  mit  Hugens  hervor,  dass' Newton 
Einsicht   in  seine  Papiere  gestattet  hatte.    Demnach  meinte 


•)  Fatio's  Gorrespondens  mit  Hugens  findet  sich  in:  Ch.  Hu- 
^eoH  aliornmqne  secnli  XVII  Tirornm  celebrlam  ezercitationes  raathe- 
mallGae  et  phtlosophicae ,  ed«  Uylenhroecky  Hag.  Com.  1833.  Fase«  IL 

TheU  XXVH.  9 
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Fatio,  dass  Netrton  unbestritteD  der  erste  Erfinder  der  Denen 
Aoalysis  sei,  und  das«  weiter  za  eotecbeiden  vräre,  was  Leib- 
oiz,  aJs  zweiter  Erfinder,  tod  dem  ersten  entlehnt  hätte.  Durch 
diese  unbegründeten  Bescbaldigangen  masste  Leibnis  sieb  um 
so  mehr  Terletzt  fühlen,  als  er,  wie  ans  seinem  Briefwechsel  mit 
Wallis  herForgebt,  im  Vertranen  auf  die  Gerechtigkeit  seiner 
Sache  und  reinen  Gewissens  willig  die  Herausgabe  seiner  Cor* 
respondenz  mit  Newton  gestattet  hatte,  die  Wallis  zu  verSf- 
fentlichen  beabsichtigte.  Da  Fatio  zu  den  Mitgliedern  der  Kö- 
niglichen Societät  in  London  gehurte,  so  nahm  Leibniz  im  ersten 
Augenblicke  an,  es  sei  das,  was  Fatio  gegen  ihn  geschrieben, 
mit  Genehmigung  der  Societät  geschehen,  nnd  er  forderte  in  sei- 
nen >  im  Jahre  1699  an  Wallis  gerichteten,  noch  ungedruckten 
Briefen  den  letzteren  auf,  seine  Rechte  wahrzunehmen.  E3m 
Schreiben  des  Secretärs  der  Societät,  Sloane,  belehrte  ihn,  daai 
seine  Annahme  in  Bezug  auf  irgend  welche  Betheiliguog  der 
Societät  bei  diesem  Angriff  Fatio's  unbegründet  sei;  in  Folge 
dessen  beruhigte  er  sich  und  die  Sache  kam  in  Vergessenheit. 

Im  Jahre  1708  wurdeu  you  Keill  die  Angriffe  gegen  Leib* 
niz  erneuert;  dass  Leibniz  ein  Plagiarius  sei,  wurde  fast  direkt 
ausgesprochen.     Leibniz  hatte,   da  Wallis  im  Jahre  1703  ge- 
storben war,  in  England  Niemanden,  der  seine  Rechte  wahrneh- 
men konnte ;  er  beklagte  sich  deshalb  unmittelbar  bei  der  Könige 
liehen  Societät.     Die  Folge  davon  war,  dass  von  Seiten  der  letzteren 
eine  Commission   ernannt  wurde,  um  die  betreffenden  Papiere  zu 
untersuchen.    Der  Bericht  derselben  erschien  im  Jalire  1712  unter 
dem  Titel:  „Commercium  epistoiicum  D.  JoannisCollinset 
aliorum  de  Analysi  promota,  jussu  Societatis  Regiae  in 
lucem  editum."    Da  dieser  Bericht,  so  wie  die  Auswahl  der  ihn 
begleitenden  Aktenstucke  lediglich  das  Werk  der  einen  Parthei  war, 
so  konnte  er  unmöglich  als   eine  endgültige  Entscheidung  in  der 
Sache  betrachtet  werden;    dies  fühlte  auch  die  Königliche  Socie- 
tät  und  sie  erklärte   im  Jahre  1715,    dass  sie  nicht  die  Absicht 
gehabt  hätte,  über  die  Streitfrage  ein  Urtbeil  zu  fällen,  es  stehe 
vielmehr  Jedermann  frei,  auf  Grund  der  betreffenden  Aktenstucke 
eine  Meinung  sich  zu  bilden.     Leibniz    starb  gegen  Ende   des 
Jahres  1716;   indess  sein  Tod  versöhnte  die  Leidenschaften  der 
Gegenparthei  nicht.  Da  das  Commercium  epistoiicum  nur  in  we- 
nigen Exemplaren  gedruckt  war,    weshalb    auch   gegenwärtig   die 
erste  Ausgabe  von  1712  sehr  selten  ist,  so  wurde  im  Jahre  1722 
eine  neue  Ausgabe  veranstaltet,  vermehrt  mit  einer  Vorrede:    „Ad 
lectorem*%  nnd  mit  einer  „Recensio  libri'S  um  den  Leser  aal 
den  rechten  Standpunkt  zu  stellen,  von  dem  aus  die  Schrift  zu 


Entdecker  der  DffflereniiairecAn. ,  nebst  einigen  Bemerkungen  eic,  ]27 


•ei$  ausserdem  noterscheidet  sich  diese  zweite  Ausgabe 
voD  der  ersten  dorch  eioe  Menge  Varianten,  die  sUmmtiich  znm 
Naehtbeile  Leibnizens  gemacht  sind.  Es  ist  in  ganz  neuester 
Zeit  festgestellt,  dass  die  Vorrede:  Ad  lectorem  und  dieRecen* 
■lo  libri  einWerk  Newton 's  sind,  und  es  ist  mehr  als  wahrscbefn- 
licby  dass  auch  die  erste  Ausgabe  des  Commercium  epistolicum 
unter  unmittelbarer  Betheiligung  N  e  w  t  o  n '  s  yeranstaltet  wurde  (s.  u.). 

In  Deutschland  trat  Keiner  auf,  der  nach  dem  Tode  Leib- 
nizens seine  Rechte  zu  vertheidigen  unternahm;  Job.  Ber- 
noalli^  der  ihm  bei  Lebzeiten  getreu  zur  Seite  stand,  war  aus- 
ser Stande,  da  Leibnizens  Papiere  ihm  nicht  zur  Hand  waren, 
und  er  konnte  dem  Streite  nur  eine  solche  Wendung  geben,  dass 
er  die  Ueberlegenheit  der  Leibniziscfaen  Analysis  den  Englän- 
dern fühlbar  machte,  insofern  er  Probleme  vorlegte,  die  sie  nicht 
za  losen  vermochten  *).  Der  eigentliche  Streitpunkt,  ob  Leib- 
niz  als  selbstständiger  Erfinder  zu  betrachten  sei  oder  ob  er  irgend 
etwas  von  Newton  entlehnt  habe,  blieb  unerledigt. 

Endlich  nach  Verlauf  eines  Jahrhunderts  unternahm  es  ein 
fransOsischer  Gelehrter,  der  gegenwärtige  Nestor  der  französischen 
Mathematiker  und  Physiker,  J.  B.  Biot,  in  dem  Leben  New- 
ton's,  das  er  för  Michaud's  „Biographie  universelle^  re- 
d^irte,  die  Streitfrage  über  den  ersten  Entdecker  derDifferentialrecfa- 
nong  nach  den  bis  dahin  gedruckten  Aktenstücken  einernenen  Prüfung 
2«  unterwerfen,  und  es  kann  nicht  geläugnet  werden,  der  franzo- 
sische Gelehrte  ist  wacker  für  den  deutschen  Mathematiker  in 
die  Schranken  getreten.  Durch  eine  scharfe  Analyse  der  Akten- 
etficke  zeigte  er,  dass  daraus  nicht  das  Geringste,  was  gegen 
Leibniz  spräche,  gefolgert  werden  konnte;  ausserdem  aber  be^ 
bauptete  er  noch,  dass  die  zweite  Ausgabe  des  Commercium 
epistolicum,  und  besonders  die  Vorrede :  Ad  lectorem^  so  wie 
die  „Recensio  libri*'  unter  unmittelbarer  Theilnahme  Newton's 
oder  rielmehr  von  ihm  selbst  verfasst  seien.  Bald  darauf,  im  Jahre 
1831,  erschien  die  Schrift:  „The  life  of  Sir  Isaac  Newton, 
by  David  Brewster",  in  welcher  die  Streitfrage  ganz  so  ent- 
schieden wurde,  wie  es  von  Seiten  der  Herausgeber  des  „Com- 
nercinm  epistolicum '^  geschehen  war;  die  Verdächtigungen 
Leibnizens  wurden  darin  wiederholt  und  die  Behauptungen  Biot 's 
in  Bezog  auf  Newton's  Betheiiigung  an  der  Redaction  des  Com« 
mercium  epistolicum  als  unbegründet  zurückgewiesen.  Indess 
Biot,  der  einen  grossen   Theil    seines  langen  Lebens   auf  das 


m^mi^-a»»     »     ■      ■■■>l|if 


*)  Bec»ot,  Gecchichte  der  Mathematilr.  übers.  Ton  Reimer.  TheiYS. 
S.  SU.  c 
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Studiam  der  Arbeiten  Newton 's  verwandt  hat,  hat  nicht  gerollt 
sich  Grewissheit  hinsichtlich  seiner  Behauptungen  zu  verschaffeo; 
mit  Hülfe  der  Herren  Libri^  der  zur  Zeit  in  London  lebt,  and 
de  Morgan 9  der  sich  namentlich  mit  historisch  -  mathematischMi 
Stadien  beschäftigt,  ist  es  gelangen,  das,  was  er  behauptet.  Ins 
zar  Evidenz  za  beweisen.  Newton  ist  der  Verfasser  der  Vor» 
rede:  Ad  lectorem,  der  Recensio  libri  and  der  Varianten  in  der 
zweiten  Aasgabe  des  Commerci  am  epistolicam;  diese  Thatsache 
hat  Brewster  nach  Einsicht  der  Papiere  Newton's,  die  sich 
gegenwärtig  im  Besitze  der  Grafen  von  Portsmouth  befinden, 
in  seinem  grosseren  Werke  über  Newton:  „Memoirs  of  thelife, 
writings,  and  discoveries  of  sir  Isaac  Newton,  Edin- 
burgh 1855.  iL  YoV'  bestätigt  —  Um  Alles  das,  was  im  Aaslande 
über  den  in  Rede  stehenden  Gegenstand  geschehen  ist,  hier  zusam- 
menzustellen, bemerke  ich  noch  Folgendes.  Unbekannt  mit  den  neue- 
sten Arbeiten  über  Leibniz,  die  in  den  letzten  Jahren  in  Deutsch- 
land erschienen  sind,  hat  Biet  in  Verbindung  mit  seinem 
Schwiegersohne  Lefort,  Ingenieur  en  chef  des  ponts  et  des 
chauss^es,  eine  Vergleichung  der  beiden  Ausgaben  des  Commer- 
cium epistolicum  und  einen  Wiederabdruck  desselben,  vermehrt 
mit  neuen  Aktenstücken,  die  unterdess  veruffentlicht  sind,  veraa« 
staltet.  Das  Werk  ist  in  diesem  Jahre  erschienen.  Aller  Wahr« 
scheinlichkeit  nach  wird  es  in  Deutschland  nicht  sehr  bekanat 
werden.  Der  Verfasser  gegenwärtiger  Zeilen,  der  während  sei- 
nes Aufenthaltes  in  Paris  den  Herren  Biot  und  Lefort  verschie- 
dene Mittheiliingen  in  Bezug  auf  Leibniz  gemacht  hat,  hat  von 
Seiten  des  französischen  Ministeriums  ein  Exemplar  zum  Geschenk 
erhalten;  es  hat  den  Titel :  „Commercium  epistolicum  J.  Col- 
lins  et  aliorum  de  Analysi  promota,  ou  Correspondance 
deJ.  Collinsetd'autressavantsceldbres  duXVll''  siecle 
relative  ä  l'Analyse  superieure,  räimprimee  sur  l'ödi- 
tion  originale  de  1712  avec  l'indication  des  variantes 
de  r^dition  de  1722,  completäe  par  une  collection  de 
pieces  justificatives  et  de  documents,  et  publice  par 
J.  B.  Biot  et  F.  Lefort,  Paris  1856.    4.« 

Indess  alle  die  Aktenstücke,  die  bisher  die  Grundlage  zar 
Rechtfertigung  Leibnizens  bildeten ,  waren ,  wie  schon  bemerkt, 
aus  den  Händen  seiner  Gegner  hervorgegangen;  der  Plan  Leib- 
nizens, dem  Commercium  epistolicum  ein  anderes  mit  Hülfe 
seiner  Manuscripte  entgegenzustellen,  war  durch  seinen  Tod  ver- 
eitelt worden.  Der  direkte  Beweis,  dass  Leibniz  selbstständig 
die  Entdeckung  der  huberen  Analysis  gemacht,  fehlte  noch  immer. 
Der  Verfasser  dieser  Zeilen  hat  die  in  der  That  riesige  Arbeit 
nicht  gescheut,  die  mathematischen  Manuscripte   Leibnizens, 
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die  auf  der  K5iiiglicheD  Bibliothek  io  Hannover  in  grfiaster  Voll- 
atindigkeit  nnd  in  demselben  Zaetandoy  in  welchem  man  sie  na- 
ittittelbar  nach  dem  Tode  Leibnizena  dahin  brachte,  d.  h.  In 
der  grSeaten  Unordnung,  wie  er  so  oft  erwähnt,  aufbewahrt  wur- 
den» TO  ordnen  und  einer  genauen  Prüfung  zu  unterwerfen,  um 
«cht  allein  die  Manuscripte  herauszufinden,  aus  denen  hervorgeht, 
wie  Leibniz  auf  die  höhere  Analysis  gekommen,  sondern  auch, 
QHi  endlich  einmal  eine  vollständige  Ausgabe  aller  mathematischen 
Schriften  Leibnizens,  wie  er  es  gewiss  verdient,  zu  Stande  za 
bringen.  Die  Untersuchung  der  Leibni zischen  Manuscripte  ist 
iBSofem  mit  nicht  unbedeutenden  Schwierigkeiten  verknüpft,  als 
Leibniz  die  Gewohnheit  hatte,  jedes  Wort,  das  er  dachte,  au& 
snechreiben,  wie  es  auch  seine  keineswegs  zur  Veröffentlichung 
bestimmten  Manuscripte  beweisen,  die  in  den  letzten  Jahren  an's 
Tageslicht  gezogen  worden ,  um  sein  Recht  auf  die  selbstständige 
Entdeckung  der  höheren  Analysis  darzuthun.  Dass  demnach  da- 
rin Vieles  sich  findet,  was  weggeblieben  sein  wurde,  wenn  er 
sie  zur  Veröffentlichung  ausgearbeitet  hätte,  liegt  auf  der  Hand; 
si^eich  ist  aber  auch  ebenso  klar,  dass  bei  einer  Beurtheilung 
datselben  darauf  nothwendig  Rucksicht  genommen  werden  muss. 
In  Bezug  auf  Newton  hat  man  sich,  wie  es  scheint,  wohl  ge- 
hfitet,  ein  Gleiches  zu  tbun;  es  liegt  zur  Beurtheilung  der  Ge- 
sdiichte  der  Fluxionsrechnung  nur  das  vor,  was  entweder  New- 
toB  selbst  veröffentlicht  oder  was  fast  vollständig  ausgearbeitet 
und  zur  Veröffentlichung  bestimmt  unter  seinen  Papieren  sich 
vorfimd. 

Zunächst  sei  es  erlaubt,  kurz  zu  bemerken,  was  unter  „Ent- 
deckung der  höheren  Analysis^'  zu  verstehen  ist.  Ohnstreitig 
gebfihrt  demjenigen  die  Ehre  der  Entdeckung,  der  einmal  eine  all- 
gemein  anwendbare  Bezeichnung  oder  einen  Algorithmus  ffir  den 
Begriff  des  Stetigen  fand ,  um  ihn  in  die  Rechnung  einführen  zu 
kSnnen,  und  der  zugleich  zweitens  die  Rechnungsregeln  aufstellte, 
welche  diese  Bezeichnung  des  Begriffis  des  Stetigen  zur  Folge 
katte.  Was  das  Erstere  betrifft,  so  geht  aus  Leibnizens  Ma- 
nnscripten  unbestritten  hervor,  und  selbst  eine  Leibniz  nicht 
gerade  gfinstige  Critik"^)  hat  es  zugestanden,  dass  Leibniz  sei- 
nen Algorithmus,  auf  den  Ja  damals  Alles  ankamt 
dorchaus  selbstständig  und  unabhängig  fand.  Hinsicht- 
lich des  Zweiten,  der  Aufstellung  der  Rechnungsregeln,  hat  die- 
selbe Critik  nicht  dargethan,  wodurch  Leibniz  in  der  Erfindung 
derselben  gefordert  worden.  Sie  sind  mithin  ebenfalls  sein  Werk, 
mid  zwar  hat  er  sie  selbstständig  gefunden.    Woher  hätte  er  sie 
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der  erstmi  Methode.*'  Dabei  wird  aber  das,  was  in  der  „Ent- 
dedniDg  der  hohereo  Analysia'*  S.  48.  von  Seiten  Leibnizens 
beigebradit  worden  ist,   mit  keiner  Silbe  erwähnt. 

Im  Interesse  der  Wahrheit  sei  schliesslich  verstattet,  noch 
Einiges  zu  erwähnen.  Hr.  Dr.  W.  entwickelt  S.  25.  seiner  oben 
genannten  Schrift  die  Grundbegriffe  der  Fluxionsrechnung.  Hier- 
bei  macht  er  ein  doppeltes  Versehen,  einmal  dass  er  sagt,  New- 
ton habe  die  Zeitdaaer  =0  gesetzt,  und  zweitens  dass  er  in 
der  Note  erwähnt,  ich  hätte  die  Incremente  von  x  nnd  y  =0 
gesetzt  Das  doppelte  Versehen  besteht  darin,  dass  Hr.  Dr.  W. 
den  Bachstaben  o  fOr  Null  ansieht.  Newton  hat  nirgends  die  Zeit 
=sO  gesetzt,  sondern  sie  stets  als  unitas  betrachtet.  Hr.  Dr.  W. 
entwickelt  ferner  den  ßegriff  eines  Moments  nach  der  bekannten 
d3rnaniischen  Formel  #  =  c^;  dies  stimmt  aber  durchaus  nicht  mit 
dem,  was  Newton  selbst  darüber  sagt,  und  daher  denn  auch  die 
Widersprüche  zwischen  Newton  und  Hrn.  Dr.  W..  Newton  nennt 
ganz  einfach  das  Increment  für  die  Zeiteinheit  „Moment'*  und  be- 
zeichnet es  durch  den  Buchstaben  o,  daher  denn  auch  der  Aus- 
druck „incrementum  momentaneum'*,  und  da  die  Incremente 
den  Geschwindigkeiten  proportional ,  so  können  an  die  Stelle  der  In- 
cremente die  Fluxionen  gesetzt  werden.  Die  Ansicht,  dass  die 
Flononsrechnang  eine  phoronomische  Grundlage  habe,  ist  demnach 
unbegründet;  es  ist  lediglich  der  seit  Archimedes  in  der  Geo- 
metrie gebrauchte  ßegriff  der  Bewegung,  dessen  Newton  sich 
hier  bedient. 

luder  „Entdeckung  der  höheren  Analysis''  S.38.  habe 
ich  gesagt,  dass  die  Methode  des  GregoriusaS.  Vincentio  auf 
Bewegung  beruht.  Dies  wird  von  Hrn.  Dr.  W.  zurückgewiesen, 
und  derselbe  behauptet,  dass  der  Grundzug  der  Methode  des 
GregoriusMultiplication  wäre.  Das  Werk  des  Gregorius:  „Opus 
geometricum  quadraturae  circuli  etsectionum  coni'^  ist 
mir  gegenwärtig  nicht  zur  Hand ;  ich  sehe  mich  deshalb  genöthigt, 
auf  das  zurückzugehen ,  was  Kästner  in  seiner  „Geschichte  der 
Mathematik.  Bd.  3.  S.  221.  ff.''  davon  erwähnt.  Der  alte  Herr  hat 
zwar  als  Mathematiker  zur  Zeit  keine  grosse  Autorität  mehr,  indess  er 
relerir;t  in  seiner  curiosen  Weise,  Geschiebte  der  Mathematik  zu 
schreiben,  nach  meiner  Erfahrung  genau.  Da  heisst  es  denn  wort* 
lieh  S.  232:  Siebentes  Buch.  Man  stelle  sich  ein  Rechteck  vor, 
desseti  Breite  =6,  Länge  =c;  an  einer  geraden  Linie  =c  sei 
eine  willkübrliche  ebene  Figur,  beschrieben;  deren  Ebene  werde 
lotbrecht  auf  des  Rechteckes  seine  gesetzt,  dass  ihre  Gränze  =c 
auf  des  Rechteckes  Länge  passt,  und  nun  so  sich  selbst  paral- 
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Id  fortgeführt,  so  beschreibt  sie  einen  Körper ,  dessen  Gmndfiehe 
das  Rechteck  ist  Und  aaf  S.  235. :  Neunter  Abschnitt  (des  sie- 
benten  Budis).  Praxis  hajns  libri,  de  planorum  in  se  daclB 
mnltiplicatione. 


X¥III. 

Zar  Logarithmenberechnimg. 


Voo 


Herrn  Taegertf 

Lehrer  am  Gymoatiom  lo  Cöalio. 


Die  logarithmische  Reihe 

wo  j;<l>  gestattet  eine  leichte  Berechnung,  wenn  für  x  ein  vaSifSr 
liehst  kleiner  Decimalbruch  gesetzt  wird ;  ist  der  Zähler  desselben 
kleiner  als  100,  so  findet  man  die  Potenzen  desselben  bis  tax 
neunten  und  theilweise  noch  weiter  schon  ausgerechnet  im  zwei- 
ten Bande  der  Vega' sehen  Tafeln  (2te  Ausgabe,  die  mir  gerade 
vorliegt,  Seite  140.  und  S.  150—153.);  um  die  Glieder  der  obigen 
Reihe  zu  finden,  bedarf  es  demnach  nur  der  leichten  Division 
durch  die  Zahlen  2,  3,  i,  u.  s.  w.  Die  Reihen,  welche- gewöhn- 
lich als  zur  Berechnung  der  naturlichen  Logarithmen  der  ersten 
Primzahlen  dienlich  angegeben  werden,  z.B. 


/2 
oder 


■"^•(3^3.3»  + 5.3*+      y 
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BcheineD  mir  nicbt  recht  geeignet,  da  die  Berechnang  der  einzel 
nen  Glieder  oder  eines  Aggregates  derselben  Divisionen  mit  gros 
seren  Zahlen  verlangt »  wodurch  die  Rechnung  erschwert  wird 
Es  scheint  zweckmässig,  auch  f&r  die  Logarithmen  dieser  Zah 
len  Reihen  anzugeben,   in  denen  x  ein  kleiner  Decimalbruch  ist 

BegnQgt  man  sich  damit,  die  Logarithmen  bis  auf  ihre  7te 
oder  lOte  Decimalstelle  zu  berechnen,  so  könnte  man  folgende 
Gldchungen  mit  Vortheil  gebrauchen: 

2ö-«o=<ro)=-(4+3no5+o^ 

ia-3ß-./10=/Q=/(l+j^=+(^  +  3;5^ 

1  /24«        24^     ,     24<         \ 
""2  MO«  "*■  2. 10»  "*"  3. 10"+'V' 

Aus  diesen  erhält  man,  wenn  man  die  Reihen  zur  Rechten  sum- 
mirt.  Ausdrücke  für  die  Logarithmen  von  2,  3,  5;  die  beiden  ersten 
Reihen  sind  auch  schon  im  Kiii gel' sehen  Wörterbuche  zu  die- 
sem Behufe  in  Vorschlag  gebracht  worden.  Dieselben,  so  wie 
die  dritte,  convergiren  jedoch  nicht  sehr  stark,  und  sind  also  wohl 
9XL  einer  weiter  gehenden  Berechnung  der  Logarithmen  nicht  sehr 
^o  empfehlen.  Geeigneter  wäre  vielleicht  folgendes  System  von 
Crleichungen : 

L  P^=0,99;    U.  "•^,•'^^=0.99968;    HI.  ^^ =0,994; 
*V-^=*'<^5    V.  ^=0.9975;    VI.  ?:^^=1,00011; 

VII  L2!!iZ_09996-  vm  ?J7_L??. 

,^    3»,7.n.l3.37    _^r,ryr,r^       y    7,11.13^1,001        ^I    ^^^^S^^  ^_. 

*^ äTsd =0,999999;  X.  ■p;3y=0999'     '•  "54    =0,9984. 
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Drückt  man  diese  GleichuDgen  logarithmisch  ans  und  entwickelt 
die  Logarithmen  der  Zahlen  zur  Rechten  mit  Hülfe  der  logarith- 
mbchen  Reihe,  indem: 

/a)=/(i  -  ip)=-(i^+3no«+offiö+--) 

""  ^  VIO*  "*■  OCi«  "*"  3710»  ■*"  ••' V'  "*  *•  ^'^ 

ist  5  lOst  man  femer  die  11  Gleichungen  nach  den  LogaritfanMB 
der  zur  Linken  stehenden  11  Primzahlen  als  unbekannten  Gros- 
sen auf,  so  erhält  man; 

ß=—  1«(I)  -f-4;(U)-4/(III) + 22/aV)— 22/(V)— 22/(VI) + V/(Vn) 
+  V/(Vlll)  +  17/(IX)--  5/(X)  -  I2/(XI), 

and  leicht  findet  man: 

—im)      =  +  0,1606053736  +  4;(ll)    =-0,0012802048 

-  4/ail)  =  +  0,0240722893  -22/(VI)  = -0.0024198609 
+  22^V}  =+0,1534635022  +  V/(  VII)  = -0,0058011608 
— 22/(V)  =  +  0,0550688648  +  17/aX)  =  -0,0000170000 
+  V/(V1U)= +0,3000400096  -  6/(X)    =-0.0100000033 

-  12/(XI)  = + 0.0192153764  -  a0]95182354 

+0.7126654159 
-0,0195182354 


12 =+0,6931471805 


Ferner  ergiebt  sich: 

ß=j{7ß+/a)-^II)+/aiI)-/(IV)+/(V)+/(VIM(VII)-W(IX)+WX)l 

vrenns  llü,  und  wenn  man  btigg'sche  Logarithmen  za  bereeh» 
neu  hat,  der  Modolas  dieses  Systems  hergeleitet  wird;  ferner  ist 

l7  =  ^^°^~^^^"^-tß+fl0;O=t|/(I)-/(II)+/(ni)+6ß-<7U 
ai=:KI)+2aO~8a;  a3ssl(XI)-a+4A0-8O;  it.a.w. 
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Die  in  Anwendung  kommenden  Reihen  convergiren  echoii  reoht 
gut,  und  man  konnte  beqnem  mit  Hälfe  derselben  die  Logaritb- 
men  bis  auf  etwa  30  Decimalstellen  lierechnen.  Doeb  hat  mau 
sich  belLanntlicb  damit  noch  nicht  begnfigt  und  die  Logarithmen 
bis  zur  60sten  Decimalstelle  und  darüber  berechnet.  In  diesem 
Falle  scheint  es  wfinschenswerth »  noch  stärker  convergirende 
Reihen  zu  besitzen,  und  die  folgende  Combination  von  Gleichun- 
gen, die  in  manchen  Beziehungen  vor  der  vorigen  und  ähnlichen 
den  Vorzug  verdient,  scheint  diesen  Anforderungen  zu  genfigen. 
Es  ist: 

3».7.23«==10»-19;  3.6.23.29=10*+6;  3.5.11M9.29=10»V65; 

folgt: 

^        ""112.(10*  + 6)  VST?* 


Ferner  ist: 


dies  giebt 


3*.6.13.19  =  10*  +  35, 
7.11.13=  10»+1; 


7.11.(10^  +  36) 
^'    *^""  3*. 5.(10»  +  ])  • 


Femer : 
2*-7.19.47  =  10»+16;    5a.23.37.47=10«— 75;    3».37=:10«-I; 

3».7.232  =  ie»-19, 
woraoB  folgt: 

.     s«.  (io»-i)  (10»  +  lg)  VilF=n9 

'  2*.V3»V7»(10«-75) 

Ferner: 

2».3«.  17.19.43  =  10«  +  8;    3.5«.31.43  =  10»-25; 

'i».3*.7.31=10«-64;    2«.3.7«.17=10*— 4. 

Dies  giebt 

,,    .n_S«.7.(10«+8)(10»--64) 
*>    "  —  210.3«. (io«_  25) (10*-4) ' 

Endficb  ist: 
3. 11.167. 193=10«-67;    3'.  19.101.193  =  10^-91; 
^•U.101=slO*-l;    7».  13. 157 te  10» -1-9;    7.11.13=  10*+ 1. 


1^  Tanger u    Zur  Logarithmenber0chMun9. 

■     ^    ,^_      ll».(iy-9l)(IO*+9) 
^^    *""-7(10«-e7)(10»+l)(lü*-l)* 

Aus  1)  iiDd  2)  folgt: 

6  35 

(i+iöi)»a+iöi)'(i-ip) 

aus  l)  und  3): 

I  K  Iß 

5«.  11«  -        ;;      75...  .65  —*» 

(1 -lös)  (1  +  1^ 

aus  2)  und  4): 

2».ll  ~  1  8  64  ~     ' 

(l  +  lQ-.)(l  +  15i)(l-,P 

aus  2)  und  5): 

91  9 

2».5».7«_       ^^"^ly^^^  +  iö»^ 

3*  11«    '^  67  1  35   ~~ 

Endlich  ist: 

3*.5».7.127=10«  +  125;    2.31.127«=:  10«- 2; 

2».3«.7.3I=I0«— 64, 
worans  folgt: 

5*  64 

3«.7»       (^  +  iö«)*^^~lÖ«^  _ 

5*756  —      ~    2";     -  ^• 

(l-igi) 

Aus  diesen  fBof  GleichnageB  folgt: 

jtro./)im.£4u  2«o«.CM./>s.£>     „.        8»«.fi« 

2=— ciSTgöi— ;  »•"= Bis ;  ^*^wim> 

,     8.6">.B  3«.8* 

7-  at.C«'    ""^y-C"  '  ' 
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DHIekt  man  diese  Gleichungen  logarithroisch  aus,  so  ergeben 
sich,  wenn  man  lA  n.  n.  w.  nach  den  obigeo  Anadrficken  mit 
Ufilfe  der  logarithmiaehen  Reihe  berechnet,  die  Logarithmen  der 
ersten  ffinf  Primiahlen.  Berechnet  man  dieaelben  bis  zur  60iiten 
Decimalatelle,    so  wird  man  bei  keiner  der  obigen  Reihen  n5thig 

l  haben,  mehr  als  höchstens  21  Glieder  zu  summiren;  meist  wird 
die  Sammation  bis  zum  löten  Giiede  genfigen.  Einige  der  Reihen 
stimmen  in  ihren  Gliedern  ganz  oder  theilweise  fiberein ,  wodurch 
die  Rechnung  natürlich  nicht  wenig  erleichtert  wird.    Auf  das 

\   leichteste  ergiebt  sich: 

—8222A=:-f  0,2717804625  +270M= -0,0040247101 

-342/C=:  4-0,4253364016  +183//)= -0,0186725168 

+ 422/£  =  +  0,0703285433  —0,0832972260 

+  0,7764444074 

—0,0832972269 


ß= +  0,6931471805. 


Sind  die  Logarithmen  der  ersten  fiSnf  Primzahlen  berechnet,  so 
erhält  man  mit  HOlfe  der  schon  siimmirten  Reihen  die  Logarith- 
Bien  der  folgenden  Primzahlen  aus  den  Gleichungen: 

"-    7.11  '     "-2«.3.7«'    *"-3«.5.13'    ""->      3».?    ' 

'*"-3.5.23'    '**-2».3«.7'    ^-     3»     ' 
femer: 


1CH^25.     ..     10*+16.     ,^,      10i:7j.     ,o7«i/10!z?. 

^-3.5«.3T'  *^-25:7n9'  '"*- 32.11'  ^^^-VxsT' 

,S7_^0*+9.  10^-67 

^^^  — "TOS"'     '^'^-S. 11. 157' 

Aber  nicht  allein  fSr  diese,  sondern  aach  für  die  meisten  an- 
deren Primzahlen  bis  1000  lassen  sich  Gleichungen  aufstellen ,  aus 
denen  sich  die  Logarithmen  derselben  vermittelst  Reihen  ent« 
wickehi  lassen,  die  sich  ähnlicher  Vortheile  erfreuen,  wie  die 
obigen,  wie  man  aus  Folgendem  ersieht.  Manche  der  neuen 
Bsihen  stimmen  in  ihren  Gliedern  unter  einander  oder  mit  den 
vorhergehenden  ganz  oder  theilweise  liberein«  Man  wird  femer 
«neben,  dass  man  die  Werthe  von  /l,  B  u.  s.  w.  auch  noch  an- 
den  hätte  wählen  kOnnen,   und  vielleicht  entdeckt  ein  gefibterer 


138  Tae§eri:   Zur  Logarithmenberecknung. 

Reebner  manche  vortbeilhaftere  Combination  zor  Bereehnmig  der 
Logarithmen  von  2,  3,  5  n. s.  w.  —  Es  ist: 

S9.17.997=10«-9  and  "95^=^^'  ^^^OTTS?»  *=P:S^' 
„       l(y-49         .,         10«-91         „     10»+4  .        ... 

4 
wie  l^cht  /(1-f  ip)  ftos  den   beiden  Aggregaten  der  Reihe  flir 

,/i       4  ^     .   ,^       .  js    «,    100-27   .,     KT -76     ,-,    10*-9 
'a-JÖ«) «'halten wird).  97=-|^-gj-.  n^^^^^j^^,  m=-^j-, 

10«+27  lO»^— 22 

'3=7:i97i^'      '«  =  2-XT7^73'     2*.3.83.261  =  10«-ie. 

215  _  1,004 

3.83  ~  0,996* 
Ferner  ist: 

10«-86  iy  +  96  10»+S     ,3.     10'-47 

^"'~3.5.7.89'  *"^— 2».47.61'    "^—3.5.59'   "*       7.109  ' 

n7_I2!±l        ITA-     '0*-34     _10*+8      ,,^.  _  10» - 21 
w/_      ^     ,      '<*»— 2.3,11,109  -   2».3a'    ***"-     11.61  ' 

151  =  2  7  11  ^43 '     ^^=^^^~'      2«.3.167.499  =  10«-4, 

167.3     10» +  2      .--_10»-6     „o.lOHTS      ,„_10H2S 
499  ~"  10»— 2'    ^''*— 2.17»'    *'*'-  37.151»    *°*~5«.13.17' 

iQi-_J?!+2L    iü7_»o«-^    100-15!=:^ 

iwi— 28.7,11.17.    ^"^ -^131747'    **"— 3.5«.67' 

„„_10MJ4     ^      10»-68      ^      10«- 12      ..„_  10^-77 
-**'- 2.3.79'    -^-"-STWiSÜ'    '^'^'-   2».ir'    **"-T7n3l' 

„^        10»- 67  10« 4-43   ^     10«+36    ^^10»-98 

^'^ -3. 11. 17.449'    '*™—  11.397'  '*"~2«.29.37'  '''"^^.ll.ig' 

ona       M*-76  10^489     ^     10»+ 68    ^    10*^1 

^  =  55X155'  ^-47:809'  ^=FX3T'  ^''^nr' 

097_J0*-»    asi_12!+§5    «»B_*0'-296    ^_  10».|-ai 

^=-^~'  ^'-"PisT*  ^=s:wn»i'  ^-liäiwaar 
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*"=  ä.leS  '    ^"-2.3.23.233'  ''''^S^STl'  *'^- 2.19.05» 
^,_10«-49     ,„     10» +89  l0»-64  I0«-115 

^^-51913'  *^="^rTr'  ^^--20^-'  '*"=07rsi' 

»-,     10»-101_  MF +  137      ^-      10« +  174     __,      10<»  +  75 
*^-      2«     -3.7.19.71'    ^*=  4.7.199'    *^=  «TTÖT' 

w     'O'-^g     «u_»0»+S6  I0»+13 

^^TFST'  ^-2r3".n'  ^=t:^" 

.«m-lO'  +  S      nn_10*+153  10«-S»      ,,„     10»+23 

^*'— 3.6. 163'    "^-7.11.31'    *'**— "5M9~'    *"" 3.7.11' 

43Q__10»+42     ^-     10«- 149      ...._  10»+83  10« -91 

*^=07:w'  :*^="^:6i"'  ^^-^:w''  ^^="3r24r' 

46Ä  _??!+?    .^-10«-62    iy-129    ,^»_10«+152_10«-128 
^^~  2».3»  '  ^       2.107  ~7«.19.23'  *^»-2».3«.29~2*.7.233' 

,^     10«  +  a98      ...      10«+ 187     10^-294 
*°'--  2.13.79'    ****-   3.7.97-2.17.599' 

gjla_10^36     -nQ_J0[-186      ^^,_10y  +  74     -,„10^-24 
^^—^77771'    ""—2.11.19.47'   ^^'—2.3.7.467'  ^^-2» .  239 ' 

641  -10*+ 8S    «i7_10'-84    ^^-        10» -76  10^+6 

—   Jj.37    '  "*'-^r457  '  ^'-^.3.7.11.29.67'  ""-2.83. 1Ö7' 

56O-.I0L+1Z?     K^i-JO'-T?     .>._  10^-13   ™_10«+248 

-ß».i9.3?'  °'^— "soTi '  *'^ —3.83.109' ""-2»:3:7r' 

593=ÄÄ,    599  =  ^<>'+*^ 


3.7.11.73'    '""^—     167 


(SQj_10«+«4     ^       108+215  10«-81    «,-_10«-46 

— Fl3  '    ***'- 3».5. 7.523'  ""-     163     '  "*'-  2.3«  ' 

ftla^lO^-S8      «9i-*0'+^      <ui-32!l=i    «U9    10^-M 

^^STBTM'  ®*^=55X'^'  ^'-S5X15'  «^^-503^ 

ftj.^^  My+3a      ^^,_   lff  +  42    ^^    10«-4S    «.,_10«+93 
r2».3.7.23'    '***-2.13.19.31''"*^Oi:3I.8»''**-T7ir' 

(fta     iy+107      -„  _  iy-71  _10«-89  „,    iy+lS2 

*J|».13.127'    ''^'—  7.211  •    '*"-2».3.(H'  ^^-^^^^m' 
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W-m  10»-31_      I0»+196        „^    10»-.43 

™*-S«X^17'    ^"^-~3ir-2«.3.7.11.13l'  ^'^OSTSS' 

^-5X7131*  ^-OOM' ^'*=2ri7n[55*  ^^^T«^' 

10«-69S  IO»-76  ,..    10«-46    ^^    10*-» 

"**—  17.761   '    ^'"-      I27~'    ^*"— 3.5.233.359* 

«11     W'-_^      fioi      10*- 22      _-     10« -65    o-,    10«-2ff7 
**"=  ä».l39  •    '®*  =  ä.3.7.29'    **^=~3!:5~    ^=  3.4Ö3  ' 

10^^-602  10«-f 88  I0H602    «.-lOHlW 

"^—2.37.163'    ***'"  2M49  '  *'*-2.3».13.167*  ^'~'~T^^' 

^     10«- 124  10« +125  I0»-22  10»-65 

****'-"  2*.3.97  '    °°^~3».5».103'  °''~T37l9  '  '"*-'67Sr* 

■■--      iy-25      ^      10«-607 
°**-3.5«.151'    ""'-11.37.277' 

,^     iy-325     o„_10»-441      »,„      10«-128_iy-3yi 
'"''-  3«.5a.7*'    ""-11.17.587»    ''^«-     2«.l7    —   5».4ÖJ  * 

O      ly-^  10^-436  10«-6S8  10»-f32 

^^-2».3*.2«9*    "**'-  2«.23.29'  ^'■~2.3».69'  *^'-^.3.il* 

oBs-lOH«     967-iO!zLl22     gyi.WHl?    977_M!z*» 
^*'-  3.5.7  '    *"'- 2.11.47'    *"*-     103    '  '^''- 6.23.8»* 

lOfj-^  10^-81      1009     1,009 

"^—    3*.H3  '    "^*"~    1009    '     991~0,991' 

Ungefähr  drei  Viertel  von  der  Anzahl  dieser  Gleichnngen  er> 
geben  logaritbmische  Reihen,  in  denen  x  kleiner  als  100  ist,  abar 
auch  die  aus  den  übrigen  hervorgehenden  sind  nicht  allzascbwor 
zu  sommiren.  Mit  Hülfe  einer  grSsseren  Factorentafel,  als  mir  sa 
Gebote  stand,  Hessen  sich  auch  wohl  noch  vortheilhaftere  Glei> 
cfaungen  6ndeD.  Nach  meiner  Ansicht  scheint  man  sich  der  oU« 
gen  oder  fthnlicher  bei  Berechnung  eines  logarithmischen  ffjrstn— 
mit  Vortheil  bedienen  zu  können;  es  ist  mir  unbekannt,  ob  M 
In  solchem  Umfange  bereits  geschehen  ist,  und  diese  UnkenntBlMl 
mSge  die  Mittheilung  obiger  Kleinigkeiten  entschuldigen  *).    Aldi 


*)  Nachdem  mir  nachtriglich  Sherwin«  Hathematical  Table« 
Ton  1749  an  Gerichte  gdcommen,    habe  ich   auf  Seite  W  et  sef.  äU 
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f&r  nnftoche  der  folgenden  PrimzaUeii  lassen  sich  ähnliche  Giei- 
chungen  aofstellen^  z.  B.  1667= g  |y  ^^  u.  s.w.,  die  einer  weite* 

ren  Mittheilnng  nicht  bedürfen ,  da  sie  sich  leicht  finden  lassen 
(die  obige  Zusammenstellung  hat  allein  den  Zweck»  den  Gang  der 
Rechnung  su  zeigen).  Folgt  man  übrigens  bei  der  Logarithmen- 
Berechnung  der  gewohnlichen  Methode«  so  gestaltet  sich  die  Rech* 
Dang  immer  leichter,  je  welter  man  in  der  Reihe  der  Primzahlen 
fortschreitet,  namentlich  wenn  man  folgende  Reihe  benutzt: 


/(j.+8)  =  2/(ar  +  7)  — /(j:  +  5)  — /(;r  +  3) 
+  2te— /(ar— 3)  -/(a:— 5)  +  2/(j:-7)  — /(o:— 8) 

^ '  x^— 9&r* + 2401a?«  -  7200^*  V«*  -  98:r4+2401ar«-7200y  +  •*' 


welche  man  in  dem  Programme  des  k.  k.  Gymnasiums  in  Marburg 
vom  Jahre  1853,  geschrieben  vom  Herrn  Prof.  J.  E.  Streinz, 
findet;  ist  x  grosser  als  1000,  so  braucht  man  nur  die  ersten 
beiden  Glieder  der  Reihe  zu  summiren,  um  den  Logarithmus  fast 
bis  zur  70sten  Decimalstelle  genau  zu  finden;  freilich  kostet  die 
Berechnung  der  beiden  Glieder  einige  Mähe.  Welche  Methode 
vorzuziehen  sei,  wGrde  die  Praxis  zu  entscheiden  haben;  eine 
wie  leichte  Rechnung  die  obige  oft  gewährt,  möge  noch  folgendes 
Beispiel  zeigen.    Es  Ist: 

A  AS  AS 

ß63  +  «3+n07-6ß^7ß=  +  |j^  +  3-j^,  +  g-jg3j  +  ....) 

6»  6^  6^ 

— it  1014 +  2.10»«  ■*'3. 10»  "*■'••'""*    ' 

■  *      ' 

woraus  sich  Ikugenblicklich  ergiebt: 


Gnmdsöge dieser  Methode ,  als  Ton  Wallis  herrührend,  mitgetheilt  ge- 
fnien,  auch  sind  daselbst  einige  der  oben  gebrauchten  Gleichungen  in 
ABwendong  gebracht.  Die  Methode  wird  dem  Berechner  eines  logarith« 
mischen  Sjstemes  als  sehr  zweckmässig,  wenigstens  in  manchen  Fällen, 
empfohlen ,  die  weitere  Aosfährung  und  Anwendung  anf  die  Logarithmen 
der  einzelnen  Primzahlen  bleibt  ihm  überlassen.  Die  daselbst  gegebenen 
Notizen  Terdienten  auch  wohl  in  den  neueren  Schriften  logarithmotech- 
nischen  Inhaltes  einen  Platz. 

TheU  XXYn.  10 


m 


t  fi 


_  1 1  \ 


-JTj.    '^^^    *^^  '  ',m^      '^^^  -^     »  J 

^  ii  *  5  ^  S  s 


•  ^«  3^  x.*'  S    »t  fÄ  g 

4ti  ;5.  f  2  §  ^  s  g 

«>  ^'  ^  ^  ^   S!  ^  3 


Ni(f  «im  #^«1  fcifitutlton  4l«t  i«tat«ii  D«eiai*b(fllie  iit  dies  B 
InI  fMK  <f<im  tVll|frllmfnli^h<ifl  voraebicden.  Hit Bfilf*  der  Gi 
|,l  t  f  i  AiiiM  Miin  nun  imwIi.  wie  Mck  ie  «He»  anm 
Nillift,  »iKUft  »wdll^n  litiniirllkiiiwi. 
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i 


laber  den  Flächeniiihalt  loxodromischer  Dreiecke  auf 
pr  Oberflache  eines  durch  Umdrehung  einer  Ellipse 
um  ihre  kleine  Axe  entstandenen  Sphäroids. 

VOB 

dem  Herausgeber. 


b  der  Abhandliiiig  Tbl.  XTI.  Nr.  11.  habe  ich  eine  Reibe  merk- 
iiger  Sätze  von  aof  der  Oberfläche  eines  elliptischen  RotatioDS- 
roids  und  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  liegenden ,  durch 
iromische  Linien  gebildeten  Dreiecken  bewiesen,  und  unter 
chränkung  auf  die  Kugelfläche  auch  von  dem  Flächeninhalte 
vt  Dreiecke  gehandelt»  was  mich  gleichfalls  zu  mehreren 
itionen  und  Gleichungen  gefuhrt  hat,  die  ich  für  sehr  merk- 
ig zu  halten  geneigt  bin.  Rücksichtlich  des  FläcbeninbaUs 
[römischer  Dreiecke  auf  der  Oberfläche  eines  elliptischeo 
itions-Spbäroids,  mit  der  kleinen  Axe  der  erzeugenden  Ellipse 
DrehuDgsaxe»  ist  am  Schlüsse  der  genannten  Abhandlung  auf 
spftterhin  im  Archiv  zu  veröffentlichende  Arbeit  verwiesen 
»  ein  Versprechen  y  welchem  ich  bis  jetzt  noch  nicht  nach- 
len  bin.  Ich  werde  aber  nun  dieses  Versprechen  um  so 
erfäilen,  weil  so  eben  in  Paris  bei  Herrn  Mallet-Bacheller 
mit  Anwendungen  auf  die  Navigation  versehene  Uebersetzung 
im  Jahre  1849  erschienenen  „Loxodromi sehen  T rigo- 
let rie"  gedruckt  wird,  die  einen  der  ausgezeichnetsten  Pro- 
rs  d'Hydrographie  in  Frankreich,  Herrn  Paul  Terquem 
Inkirchen,  den  Sohn  des  allen  Lesern  des  Archivs  be- 
I,  um  die  Wissenschaft  und  den  Unterricht  in  derselben  so 
verdienten  Herausgebers  der  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
lüatiqaes,  Herrn  Olry  Terquem  in  Paris,  zum  Verfasser 
So  viel  ieh  weiss»   beabsichtigte  Herr  P.  Terquem  andi 

10* 
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die  Sätze  über  den  Flächeniohalt  loxodromischer  Dreiecke  auf 
der  Kugel  in  seine  Uebersetzung«  welcher  er  durch  die  beigefüg- 
ten Anwendungen  auf  die  Navigation  jedenfalls  einen  ganz  beson- 
deren selbstständigen  wissenschaftlichen  und  praktischen  Werth 
verleihen  wird,  aufzunehmen,  was  mich  zu  der  Hoffnung  berech- 
tigt,  dass  die  folgenden  allgemeineren  Untersuchungen  über  deo 
Flächeninhalt  loxodromischer  Dreiecke  für  ihn  und  andere  Leser 
des  Archivs  nicht  ganz  ohne  Interesse  sein  werden ,  wenn  anch 
die  durch  diese  Untersuchungen  gewonnenen  Resultate  sich»  wie 
es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  nicht  derselben  Einfachheit  and 
Eleganz  erfreuen,  wie  die  für  den  besonderen  Fall  der  K^ogfll 
geltenden  Sätze,  und  sich  schon  deshalb  weniger  zur  Aufnahm 
in  die  von  Herrn  P.  Terquem  zu  meiner  grossen  Frende  im  Iil* 
teresse  der  Wissenschaft  und  der  Praxis  unternommene  Bearbei- 
tung meiner  Schrift  geeignet  haben  würden. 


I. 

Wenn  wir  die  grosse  und  kleine  Halbaxe  der  erzeagendea 
Ellipse,  die  kleine  Axe  als  Drehungs-  und  zugleich  als  Ax^  der 
X  angenommen,  wie  gewöhnlich  durch  a  und  b  bezeichnen,  und 
der  Kürze  wegen 

b^ 


k^  = 


a^—b^ 


setzen,  so  ist  der  Flächeninhalt  einer  vom  Aequator  an  gerech- 
neten, der  aus  dem  Mittelpunkte  als  Anfang  genommenen  Ab- 
scisse  X  entsprechenden  Zone  Z  der  Oberfläche  des  entstandenen 
elliptischen  Sphäroids  bekanntlich  in  der  Formel 

ausgedrückt*).  Bezeichnet  nun  B  die  Breite  des  die  Zone  Z 
begränzenden  Parallelkreises  ^  nämlich  den  Neigungswinkel  der 
diesem  Parallelkreise  entsprechendeD  Normale  gegen  die  Ebene 
des  Aequators,  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Ellipse 


a^x 


tangß=^^ 


und  folglich,  weil 


*)  M.  8.  z.  B.  meinen  „Leitfaden   für  den   ersten  Unterricht 
in  der  höheren  Anaijsis.     Leipzig.  1838.    S.  215.'^ 
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bt: 

woraus  sogleich 

_     6*taDg^« b'^smB* 


«*  = 


a«+6«tangJ5«—  ^,-      a«-6«  .    ,_ 


oder,  weoo  der  Kfirze  wegen  wie  gewohnlich 


e«= 


a^ 


gesetzt  wird, 

64sinÄ2 


a:«  = 


a«(l-c2sin^) 


I    folgt    Führt  man  den  hieraus  sich  ergebenden  Werth  von  x  in 
den  obigen  Ausdruck  von  Z  ein  und  bemerkt  dabei,    dass 

b^  6* 


ist,  80  erhält  man   nach  leichter  Rechnung  für  die  Zone  Z  den 
folgenden  Ausdruck: 

sinJ5  1    l+esinÄ/ 


=  ^^'ll-Xin^  +  2^' 


e«8ini?«^2e*l— esinJ5\  * 

D/ea  Flächeninhalt  der  halben  Oberfläche  des  Sphäroids  erhält 
man  hieraus,    wenn  man  £r=90o  setzt,    nämlich: 


^Iiip4'i^:i- 


*  .  ;  /  » 


:  fiezelebpep  wir  jet«t  den  Flächeninhalt  der,  der  Breite  B  eai* 
gehenden  Calotte  durch  Ky  und  bemerken,  dass  im  Verber- 
genden B  stijlschweigend  als  positiv  vorausgesetzt  worden  ist, 
^  ist,  wenn  wir  im  Folgenden  das  obere  oder  untere  Zeichen 
i^^hmen,  jenacfadem  die  Calotte  kleiner  oder  grösser  als  die  halbe 
Oberfläche  des  Sphäroids  ist,  offenbar 
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*^  '  1  -  ««SM  (dt  fi)*  "■"  2r '  l-«iiK±Ä)' ' 


fo^Bdb.  wean  w»  jetit,  wie  gcwöMick.  die  Breite  B  för 
Bordfiche  Baifte  des  EIEpseids,   wekiMS  wir  tob  jetzt  an  inuBif 
ab  ifie  Erde  betrachtea  woUeo,  positiT,  Rv  die  sQdliche  HSltte 
■efvatir  niast,  in  Vollmer  Ailgenwinheit: 

I       sinir  I  H-eaini?! 

^"^jl— «*8iBÄ«+2r*l— rsinJ?!' 

woran«  nach  einigen  leiditen   Verwandlai|»en 

oder 

Ä—w-j        a-«*)(l-^«iiÄ«)         ^2e\l-e)(l  +  e8iBfi)| 
erhalten   wird. 

Aaf  der  Oberfläche  der  Erde  denken  wir  ans  jetzt  ein  Drei- 
eck, dessen  eine  Spitze  im  Nordpole  li^  nnd  das  von  zwei  Me- 
ridianbogen and  der,  deren  Endpunkte  Terbindenden  loxodromiscben 
Lioie  begränzt  wird.  Den  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks  bezeich- 
nen wir  durch  S,  Sind  nun  m  und  o  die  Länge  nnd  Breite  des 
Endpankts  (in  dem  Sinne  der  Richtung  genommen,  nach  welcher 
die  Längen  gezählt  werden)  der  das  in  Rede  stehende  Dreieck 
zum  Theil  begränzenden  loxodromischen  Linie,  so  erhellet  mit- 
tetet einer  eiofachen  Betrachtung  nach  I.,  und  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  nach  meiner  „Loxodromischen  Trigonometrie.  8.15.^ 
•    der  Krümmungshalbmesser  (Sir  die  Breite  o 

a^  '         a(l^e*smö*)l 

nnd,  wie  leicht  ans  L  geschlossen  wird,  der  Halbmesser  des  der- 
selben Breite  entsprechenden  ParaUelkr«ses 
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» 

acoao 
V"l— 6*sinö* 

ist,  sehr  leicht»  dass  in  völliger  AligemeiDheit»  mit  desto  gros- 
serer Genauigkeit,  je  oälier  Jm  uod  ^S  der  Null  liommen: 


^S 


_         ^  {  (l--sin5)(1+cVmo)       I    (l  +  g)(l— esinS)  >    ^ 
—     ^    1(1  — c«)(l— c«sinö«)"*"2c*(l— e)(l  +  esiD5)J'2« 


1         acosQ  6* 


oder 


>f«-    ,A^  ia-sin5)(l  +  e«siD5)      1    (l-i-e)(l--esiD5)i 
^^""    *^    '(l-e«)(l-e«sinS«)'*'S;(l-e)(l+esin5)l^^ 


2(1— «»sin  es«)«* 

oder 


;«_  Kl-siD5)(l  +  g«sin5)      1    (l+e)(l— gsinS)! //o» 

ö""    «^  j  (l-c«)(l— ««sinö«)  +2ß*(l— c)(l+esiDÖ)M5 


6«eo6o 


2(1  — C«SiD5«)« 


ist.  LSsst  mao  nun  JJSy  und  also  aucli  das  davon  abliängende  ^o» 
sieb  der  Null  nähern,  und  gebt  in  vorstehender  Gleichung  zu  dei^ 
GrSozen  fiber,  so  erhält  man  die  folgende  völlig  genaue  Gleichung : 

8^     ,.a{(l— siB5)(I+<«sinQ)       1    (l+g)(l^esin5)}  dm 
d^^^^  <  (1-««)(1— e«sinö«)  "*"  2c*(l-e)(l  +  csinö)  j  So 

oder 

PC  -  lAa  Kl-8in5)(J+e'sin5)      J.  ,(1  f  e)(l-esinS)(  ^ 
öÄ-,0  I  (l-.e«)(l— #««inö«)   +2e*a^a)(l+esiii5)»^~' 

also,  weil  nach  meiner  y,Lozodromischen  Trigonometrie. 
S.  28. 'S  wenn  S  den  Cnrs  bez^chnet, 

_   (l-e«)tange85 
""  cos  ö  (1  -  e«  sin  ö«) 

ist: 
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(J— stn5)(H-g^sin5) 
cos5(l— c*sin5*)* 


ÖÄ=i6«  lange 

r  _i_ 

2e  cos 

welches  Differential  wir  nun  zu  integriten  versuchen  müssen. 


+  «— 5 (1  -.c«sinö«) \l -c)(l  +  esia«)  ' 


>dcS> 


IIL 

Setzen  wir  zu  dem  Ende  u=sinQ,  also  dtf  =  cosQ9Q,  so  ist 

85 du  du 

cosQ        cos  5*        1 — tt** 

uAd  folglich  nach  11.^    wie  man  sogleich  übersieht: 

(i+e^)du 

(1—6^8«  (l+e)(l--ett) 

+  2c  (1 — tt«)  (1  -  c«««)  *  (1— e)  (l+eu) 

oder  . 

(l+g«tt)8tt       !— g^  1+g  8ti 

(l+tt)(l— c^M«)«"*'  2c    *l-c'(l— t««)(l— c«tt«) 
8S=J6«tange{ 

1 — c*  8« 1 — eu 

+    2c    *(1— tta)(l— c%«)*l  +  cti 

so  dass  es  also  nur  auf  die  Entwickelung  der  drei  Integrale 

/'     (l+c»a)8a  /*  du 


^1 ,1 — ew 


1  —  eu 
cV)*l  +  ct« 
ankommt. 


Wir  wollen  uns  zuerst  mit  dem  Integrale 

/du 
(l-i**)(l-eV)V 

welches  die  leichteste  Entwickelung  gestattet»  beschäftigen.    Weil 
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ist,  so  g^bt  die  Zerlegung  in  PartialbrOche  nach  den  bekannten 
Methoden : 

1 l_\         1     .J     ._« e_/ 

(1— 1^(1- e«»«)"  2(1— e«|'"ir^'*^«+l^     "T         .M 


u «+  — 


oder 


(1— ««)(1-«*««*)~2(1— e^  '  1—«      I  +«      1—««      1+««1 


abo 

du 


y  (!-««)  (I-e*M») 

1__  j    Pju_        PJvj_       3  /•    du  ,  /*_i«_ } 

-2(l-e«)  IJl-nV   1  +  «      ^  J  \-eu      "Jl+eul' 

abo  nach  dncr  .aUgemeiD  bdcannten  Elemeotar-Fonnel  der  Inte- 

« 

gralrechniing: 

/' du 1  1+tt         1— c«     . 

■      t 

Cm  ferner  das  Integral 

(1  +  c%«)8m 


/: 


(1  +  «)(!-  ehi^)^ 
SQ  entwickeln,  setzen  wir 


nd  erhalten  nun  durch  Zerlegung  in  PbrtiälbrOohe  nach 'den  gis- 
wohnlichen  Methoden: 


(l+t«)(l  — C«t£2)2 


1  .  £__   .  g g 

—  (1— 6«){l+ti)  "•■  4(l-ct«)2  "•■  2(1+c)(1-6m)      4(f+^ 


2(1— «)(!  +  ««)' 
abo 
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/(l+e^u)du 
(1+«)(1-C«ti«)« 

_      1         P  du        e    P      du        ^        e  P    dt 

-l-eV  l  +  u^ij   (l-ei«)«  +  2(l+<j)  J  1=: 


du 
eu 


_c    r 8tt e f    du 

also  nach  allgemein  bekannten  Integralformeln: 

/(H-6%)3tt 
(l  +  tl)(l-C«I4«)« 

__!(!+«)  1  1(1  — g«) l Ul+£w) 

—   i-.g2   +4(1— £t«)       2(l+€)  "*"4(l  +  ei«)""2(l-e) 


oder 


/(l+g^)8it 
(l+tl)(l-6%«)« 

1  ,1(1+«)     (I~g)l(l-etf)+(l4-g)l(l4-cie) 

-"2(1— e«t4«)"*"  1-c«  2(1— e«) 


oder  auch 


/(\^ehi)du 
(l+t*)(l-6^«)« 


1  1(1  +  1^)  _  l>(l-gtt)^-^(l+gM)He 

2(1 -€«u«)  "*■    1— «•  2(1  — c«) 


oder  auch 


/(l+e%)8ti 
(l+t*)(l-c%«)« 


1       .  _J"     ,l-_-JLtidL__|. 

-2(1— eV)"*" 2(1-6«)*  J(l-eti)i— (l+eii)i-MJ  ' 
«der  «tteb»  wie  maa  leiebt  fiodet; 

/(l+6%)8tt 
(i+u)(l-e%«)« 

L_xl(L±«)    ^(^-^^')-"^^ItS 

"'2(1-«V)+  1— c"«"""  2(1-««) 


_  -    -     cV      1— «"*"    I  +  ett 

—  2(1— e«a«)+       1— e«      +       «(1-««) 
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Wenden  wir  ans  jetst  endlich  zo  dem  Integrale 


du       1  —  ett 

(l—u^)(\'-7hJy\  +eu' 


so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 


—eu 
eu 


J   (l-K«)(l-«^^'l  + 

Allgemein  Ist  aber,  wie  man  sich  sogleich  darch  Differentiation 
ibemengt,: 


also 


'/'^»-«/^2>^=«'+«.)'(.-«), 


folglich 


^r^^^'^r^^^—<^i^^eu).Ki-euy, 


und  ferner 


y*  T^8«  = -jy*l(l  +  «1)31(1  +  e«)=^  1 1(1  +  c«)  I«; 


also 


'■/'-W»«-"/'-^»"=l"<'+'"'l'+4"<'-»)^ 


ib^licb,  wenn  man  dies  mit  dem  Vorbergeheoden  msammeonimmt: 
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J      1 — eu         J     l+e«      '  J    1 — e»  J     l+ew 

=  JU(l+e«)}»+|{l(l-««))"-«l(l  +  «').l(l-«) 

Eodlich  ist 

und  folglich  nach  dem  Obigeo: 

y^  8tt  .l-gw_      1       J«riL±.?!h».ol_l±f*n.  / 

(l-««)(l-Ä«)'H-«»""2(l-e*)  l2L'l-««J  +(/  1-««<*1 


oder 


Bemerken  mag  man  noch,   dass,   wie  man  durch  Differentiation 
sich  leicht  überieugt, 

ist,  80  dass  man  also  auch  das  letstere  Int^ral  in  den  obigen 
ÄQsdnidc  von 


C 8? iLz 


1—« 

einBIhren  kSaate. 

Weil  der  absohite  Werth  tob  tu  Ueioer  als  cBe  Einheit  ist, 
80  kann  man 

seilen»  nnd  mMH  also  die  Mgendk  Fsnnel: 
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I — eu 


VFO  die  io  dieser  Formel   noch  vorkommenden  Integrale   mittelst 
der  Formel 

udu 


f 


=— iVT^tti 


1— f^ 

nnd  der  Redoctionvfonnel 

1— tt»  ~      2»+J     1— K« 
berechnet  werden  können,  wodarch  man  erhält: 

tfdu 


l—tfl 


=— iVT^^«, 


l—ti»—     2     '^  *    «  ' 


/ 


««       tt*       ««      ,./-= 5 


a.  8.  w. 
Hieraus  ergiebt  sich  nach  gehuriger  Snbstitution : 


1=    iel\''l—u'^ 

+  !«»(f +  7  +  ivi=ir«) 

+ 

+Je»tt'(l+|a«) 

+  ie«tt*(l  +  ia«+ltt*+ltt«) 

+ 
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also  nach  einer  bekannteD  Formel: 

l— «II 


+ie»K«(l+Jii») 

+  |««tt«(l+J««+l«* +■«<») 

+ 

oder,   wenn  wir  der  Efirze  wegen 

#(«)  =     iAfl 

+J««ii»(l+irt«+i«»+Jti^ 


setzen : 


1— «» 


Bezeichnen  wir  nun  durch  B,  Bi  die  Breiten  der  Endpunl 
der  das  Dreieclc  <$  theilweise  begränzenden  lozodroniischen  Lio 
und  setzen  der  Kfirze  wegen 


eu 


80  ist 


.9  =  46>  tang  e  { OKsin  i?i)  —  «(sin  ^ ) . 


■•  1 


.-  »  •* 


ä.     «nr    fnl.    ilr- 
n.ti«  -N.X.    «tffvt^    F 

.1    «nv  AMuMNlIfviic 


;  «(«In  /f 

«^t«(iiiii//« 


ik  des  Gbicihtitaeichfmff  in   rf^««r  fli^'.rh.m«;     >»*^' 


li  <fer  PiifMti#m  IV^w^    ^fl»«mm»">*** 


-*»/ 


l— «         1    f-  "W 


I 
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betrifft,  so  gebt-aoa  demaelbea,  weDB  man  die  erfbrderiiebflU'Siilft. 
stitutioneii  vornimmt,  dabei  aber  der  Kürze  wegen  alle  constfenttta 
Factoreb  wegl&st, .  der  folgende  Theii  von  F  hervor:  ^ 

"*_     J  ..(l+aingiXl-s'n-ge)       ,. (1  +  gsin B^)  (1  —enaBJ^ 

,  ♦.„. «  , , (l+«in^>)(l-»iDgo)      a  a+g«niy.)(l--o«ipJ^ 
+  ung Vi  \ l(i_8i„^^  (I  +sinÄo)  ~"  *'  (1— e8in^,)(l+«8inig| 


1 


(H-8ingo)(l-giog.)       ..  (1  +  g«in  Bq)  (1— g  BiDgJ, 
+  ^"^   »''(1— 8lnÄo)(l+einÄ,)      *'  (1  - esin B^)  (l  +  <? sin Ä,) ™. 

j 

oder,  wie  man  leicht  findet:  ^ 

9 *„„„ «  .1  «angC^^  +  t^i)     .^,(l+gsiofl.)(l-g8ing,)       »4 
'^^^^    »"tang(45«+4iSra)~''    (1— «sinÄ,)(l+«sinÄ^'      I 


BaXl-esingo) 


.  o*»„„«  ■■tang(45o+4ga)  (1+gsinJ?,) 

+  2*«»g®i  <lft4(46«+J£?o)~'*'(l-«8inÄ^(l+gsinÄo) 

.  a.,„„«  ,  I  taiig(46o+JÄo)      .,,  (Hgsingo)(l-g8inA)  ,     "  ? 
+  ^*^°g^'^'tang(45o  +  ig^-«^'(l-^aingo)(H-g8.ng,)>'    ^ 

und  nach  Tb|.j^yrL.iS..26.  .yerschwipdet  af^  dieser  Theil  von  J^ 
woraus  sich  ergiebt,  dass  es,  mit  Rücksicht  auf  die  Bestimmong 
von  F  verstatteC  ist,  ' 


zu  setzen.     Setzt  man  für  u  seinen  Werth  sinS,  so  bringt 
diese  Grosse  leicht  aaf  die  folgende  Form:. 

1(1— c*sinö*)  1  — csinö 


2(1— e«)      ^"'-l  +  esioö 


+  rVe^mn  S«  (1  +  i  sin  5«)  llc* ' 


+  A6«sin  5«(1  +  i  sin  0«+ 1  sin  S*) 

+  iVc^sin  ö«(l  +  i  sinö«+  Jsin  0*+  J  sin  ©•) 

+ , 
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riMft  wdeh«r  Formel  man  alle  in  dem  obigen  Anednicbe 
F  viDribMimeDden  GrOesen  berechnen  kann. 

Behfilt  man  dae  Glied 

ßeXJiiAtg  bd  und  ▼emachlSseigt  in  allen  übrigen  Gliedern  all- 

Ihe  Grössen  y  welche  In  Bezng  auf  e  von  der  Tierten  oder  rtimr 
■eren  Ordnung  sind,  so  erhält  man: 

«(•In  S)  =  4  +  J 1=^  +  2^1  yi|  ^  I  CO.  S  +  {e Vi»  3« , 
i  nach  dem  Obigen  iat  folglich: 

tang  ©0  (sin  Äi«— sin  Ä««) 

+  Se*  ^  +  lang  Öl  (sinÄa«— sin  V) 

+  tang  ©3  (sin  Äo* — sin^i*) 


er 


LI     ,  l  ,1  +^ir-      ^  .COSÄi  .  .  _^  .coil^v 


^\^ 


C''l' 


+{«•  i  +taig«,siB(Ä,+Äo)«toCüt--iWV  I 
+  tange,8l]i(^  +  ^)fio(ir^  -ßjj 

jr,  Für  e=0  ist  o^b,  und  weil 
■i-  80  ist  ofenbar  2  der  Wertb  vw« 


1      .'.M' 


i 


TkfilXXVn. 
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Cb  esO;  fol^ikb  ist  ßr  «  =  0.  d.h.  tb  «e  Kagd: 

was  gans   mit  dem  in  der  aagieliikrteii  AbkandloDg   gefindeDm 
ReeoUate  übereiDStimmt. 


Noeh  Grutsea  tm  berüeksIdiligeB,  welche  c  ia  c 
fiheiatoigenden  Potens  eothalten,  also  etwa  aor  erst  Glieder  Wj 
der  sechsten  und  jeder  höheren  Ordnung  so  TtmarhlBwiigon^  hrf 
nach  dem  Obigen  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  und  die  Eat* 
Wickelung  der  betreflenden  Formeln  kann  daher  gasa  dem  Lcmt 
iberlassen  werden. 


!:.M- 


Einige  Sätze  aber  sphärische  Dreiecke. 

Ton 

Herrn  E,  Essen, 

lehrer  der  MstbemiitBi  und  Physik  s»  GynMMsiam  sn   Stargurd. 


Vor  einiger  Zeit  habe  ich  mir  erfaabt^  dem  Herrn  Professor 
Grunert  einen  Beweis  der  Gaussischen  Formeln  zu  übersen- 
den. Der  Beweis  entstand,  als  ich  mich  mit  Betrachtungen  von 
allerdings  sehr  elementarer  Natur  über  das  sphärische  Dreieck 
beschäftigte 5  und  ich  habe  daraus  die  Ueberzeugung  gewonnen» 
dass  die  sphärische  Trigonometrie  für  den  Lernenden  wesentlicla^ 
erleichtert  werden  würde ^  wenn  sie  durch  mannigfache  Uebungec^ 
in  Constructionen  auf  der  Kugelflftch;/  eingeleitet  würde«     In  ger  ^ 
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genwlrtiger  AbhaDdlong  werde  ich  nun  versucheii,  einen  kleinen 
Mtrag  xn  einer  solchen  Vorschule  der  sphärischen  Trigonome- 
lie  xa  liefern,  wobei  ich  allerdings  vorausschicken  muss,  dass 
ek  fast  lauter  Alltägliches  und  längst  Bekanntes  bringen  werde; 
th  eigne  mir  nur  das  Verdienst»  wenn  hier  von  Verdienst  die 
Itde  sein  kann»  eine«  Nachweises  der  Nützlichkeit  dieser  Sätxe  su. 

Wenn  sich  drei  grOsste  Kreise  auf  der  Kugelfläche  schneiden» 
m  entstehen  im  Ganzen  acht  Dreiecke ;  diese  Dreiecke  verdienen 
k  ihrer  gegenseitigen  Beziehung  aufgefasst  und  benannt  zu  wer- 
ha.  Ich  möchte  dazu  die  Benennungen  Scheiteldreieck ,  Neben- 
Iwjeckt  Gi^endreieck  vorschlagen,  Gegendreiecke  werden  dieje» 
iIbw  mn,  deren  Ecken  paarweise  um  halb^  Kreialinien  entfernt 
tuA,  NebeodreieGke  haben  eine  gemeinsaine  ^eite»  ein  Paf^r 
^Iticber  Winkel»  während  sich  die  andern  Seitqn  zu  halben  Krein- 

Slvien  ergänaep.  Scheiteldreiecke  hieben  ^iq  Paar  gleicher  Winkelt 
i» Scheitelwinkel  von  einander  sind,  und  ein  Paar  gleicher  S^i« 
ta,  während  sich  wiederum»  ifie  vorbin«  die  andern  Seiten  und  Win- 
kd paarweise  zu  zwei  Rechten,  bezüglich  halben  Kreislinien»  ergänzen. 

I  Den  Bogen  eines  grussten  Kreises,  welcher  d^  Pol  einee 
lbgelkpeis€w  mit  de?  Peripherie  desselben  verbindet»  kanp  ma» 
Itgficli  eioea  spbäriaeben  Radius  nennen. 

Gehen  zwei  KugeHcreise  durch  einen  Punkt  ihrer  sphärischen 
Centrale,  so  werden  sich  dieselben,  sei  es  von  innen  oder  von 
lOBseo  berühren.  Hieraus  folgt,  dass  ein  kleiner  Kugelkreis  von 
Mein  grussten  Kreise  berührt  wird,  wenn  letzterer  senkrecht 
Aircb  den  Endpunkt  eines  sphärischen  Radius  geht;  denn  alsdann 
bgt  der  Pol  des  gruasten  Kreisea  auf  dem  sphärischen  Radius 
peznglich  dessen  Verlängerung. 

Die  Aufgaben»  um  und  in  ein  sphärisches  Dreieck  einen  Kreis 
beschreiben»  werden  eben  so  gelöst,  wie  beim  geradlinigen 
Breieek.  Sind  a,  b,  c  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  und 
Pf  Pt  7  die  von  den  BerGbrungspunkten  des  eingeschriebenen 
es  gebildeten  Abschnitte,  so  hat  man,  wenn  der  Abschnitt 
an  der  Ecke  A  liegt: 

A  f  c  —  a 


a  +  c  — 6 


a-^b  —  c 


11* 
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und  dabei 

I  PI         «-f ft  +  g 

«+p  +  y= — 2 — * 

Sind  a!  9  ß' »  /  die  von  den  Radien  des  umbeschriebenen  Kreises 
mit  den  Seiten  desselben  gebildeten  Winkel,  so  hat  man,  wenn 
a*  ao  der  Seite  a  liegt: 

a'  = ^ u.  8.  f. 

Diese  Formel  giebt,  wenn  der  Pol  des  Kreises  ausserhalb  des 
Dreiecks  liegt,  für  a'  einen  negativen  Werth.  Bemerkenswertb 
ist  der  Umstand,  dass  der  Pol  des  einem  sphärischen  Dreieck 
einbeschriebenen  Kreises  zusammenföllt  mit  dem  Pol  desjenigen 
Kreises,  welcher  dem  Polardreieck  umschrieben  ist;  denn  die 
Halbirungslinien  der  Winkel  des  einen  Dreiecks  gehen  senirrecht 
durch  die  Mitten  der  Seiten  des  andern. 

Fällt  man  vom  Durchschnitt  der  drei  Linien,  welche  die  Win- 
kel eines  sphärischen  Dreiecks  halbiren,  ein  Loth  auf  eine  Seite 
desselben,  so  ist  der  Winkel,  den  dieses  Loth  mit  einer  der  Hal- 
birungslinien bildet,  das  Supplement  des  von  den  beiden  andern 
Halbirungslinien  gebildeten  Winkels.  Diese  Eigenschaften  haben 
die  sphärischen  Dreiecke  mit  den  ebenen  gemein. 

Die  zuletzt  erwähnte  Eigenschaft  giebt  einen  sehr  leichten 
Beweis  för  die  Formel 


a—b+c 


r\—T- ) 


sin  6.  sine 


enn  man  hat,    wenn  in  Taf.  V.  Fig.  1.  D  der  Durchschnitt  der 
Halbirungslinien  der  Winkel  und  DE  ein  Loth  auf  ßC  Ist : 

sin  c :  sin  BD  =  sin  ADB :  sin  „  > 

sin  b :  sin  CD  =:  sin  ADC:  sin  ^  • 

Hieraus  folgt,  wegen  der  Gleichungen 

j^ADB  +  ^iSDC  =  1800, 
,^ADC+,^EDB=:lSO^: 
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,  A^      sAnBD.tAn BDE. 8\n CD. Bin CDE 

Ihn  aber  ist: 

%iuBD.Bln  BDE  =  sio  BE  =  sId  (""'^^^) . 

•Id  CD .  sin  CZ)£  =  sin  Cfi  =  sin  (^5iy=^) , 

W0no8  sich  sogtefch  die  obige  Formel  ergiebt. 

Vertauscht  man  Dreieck  ABC  mit  seinem  Nebendreieclc  an 
AB,  se  kommt: 


€0STr  = 


.   /a  +  b±c\    .    /--a  +  6  +  c\ 


2         m/  sin  6.  sine 


Hieraus  ISsst  sich  leicht  die  bekannte  Formel 

I 

cos  a  ==  cos  6 .  cos  c -h  sin  6  •  sin  c .  cos  il 
■Ititen. 

Weitere  Formeln  ergeben  sich  bekanntlich,  wenp  man  zum 
Mffdreieck  übergeht.  Wie  diese  Eigenschaften  zum  Beweise 
fe  Gauss  ischen  Formeln  benutzt  werden  können ,  habe  ich  schon 
HhcT  gezeigt. 

Weiter  lässt  sich  dann  folgender  Satz  beweisen: 

Mehrere  Dreiecke  mit  gemeinsamer  GrundJiDie  haben  gleiche 
Viokekummey  wenn  ihre  Scheiteldreiecke  einem  und  demselben 
KieUe  eiobeschrieben  sind.    (Taf.  V.  Fig.  2.) 

Es  sei  A'B'C  das  Scheiteldreieck  des  Dreiecks  ABC,  D  der 
l'<ddes  einbeschriebenen  Kreises;  alsdann  ist 

\            ynt^A       ^'+B'-C     m9^(A  +  B+C) 
'  jLuBA'=,  ^ = g . 

^hoge  also  der  Punkt  D  und  mit  ihm  der  Winkel  DB'A'  nn- 
'^derlich   bleibt ,    ist  die  Winkelsumme  A-^B-i-C  constant. 
''^Wiskel  DB'A'  ist  übrigens  das  Complement  des  sphärischen 
btesses  im  Dreiecke  ABC. 

ffioans  geht  hervor»  dass  der  geometrische  Ort  der  Spitzen 
'"etlicher  Dreiecke,  welche  gemeinsame  Grundlinie  und  gleichen 
*hlt  kabeo,  ein  Kugelkreis  ist,  der  den  sämmtlichen  Scbeitel- 
^■Jeeken  umsdbriebeD  ist* 
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Dies  ist  iler  Satz  Ton  LexelU  <lber  i^  Herr  Ihrofessor  Stei* 
ner^  wie  ich  aas  einer  Anmerkung  in  Crelle's  Uebersetznng  roi 
Legendre's  Elementen  ersehe,   geschrieben  hat.     Leider  bt  «• 
mir  bei  dem  Mangel   an  literarischen  HolfsmittelD  nicht  vergöimt 
gewesen,  die  betreffende  Abhandlung  einzusehen. 

Liegt  der  Pol  des  umbeschriebenen  Kreises  auf  einer  Seite, 
so  ist  die  ^nmme  ddr  beiden  anliegenden  Winkel  dem  dritten 
Winkel  gleidi.  Alsdafin  ist  auch  in  jedem  der  beiden  Schotet 
dreiecke,  welche  an  die  kleineren  Winkel  stossen,  ein  Winkil 
gleich  der  Summe  der  beiden  andern. 

Es  sei  (Taf.  V.  Fig.  3.)  im  Dreieck  ABC 

Alsdann  hat  man: 

^  =  1800-^', 

Substituirt  mau  diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung,  so  kommt 

-J'  +  Ä'  — C=0. 

Jetzt  ist  es  auch  leicht,  die  beiden  Sätze,  welche  in  L eg an- 
dre's  Elementen  mit  einem  ziemlichen  Aufwände  von  Schlfissen 
bewiest  werden,   darzuthun,   nämlich: 

1)  Das  grosste  unter  allen  sphärischen  Dreiecken  mit  gemeta* 
samer  Grundlinie  und  gleichem  Umfange  ist  das  gleichschenklige. 

Es  sei  ABC  ein  gleichschenkliges  Dreieck  (Taf.  V.  Fig. 4.), 
ABC  e\n  ungleichseitiges,  beide  von  gleichem  Umfange.  Macht 
man  CF=BC  und  verbindet  C  mit  C  und  F,  so  ist  leicht  nach- 
zuweisen : 

C'F>  C'B, 

mithin 

jilFCO^VCB. 

Demnach  fallt  die  llaibirungslinie  CE  des  Winkels  BCF  zwischen 
CC  und  €F.  Nun  steht  die  Halbirungslinie  CE  senkrecht  aof 
der  Halbirungslinie  CG'  des  Winkels  A'CB\  welche  ein  sphä- 
rischer Radius  des  um  A'B'C  beschriebenen  Kreises  ist,  und  ist 
also  eine  Tangente  desselben.  Also  liegt  C  ausserhalb  dieses 
Kreises  und  es  ist  daher 

ÜlABC  <,ÜlÄBC. 

2)  Unter  allen  Drdecken  mit  zwei  bestimmten  und  tAhatft  ttfn* 
bestimmten  Seite  ist  dasjenige  das  grosste,  in  welchem  'der  Win- 


Omf^rätnger:   Vt^r  eine  Eifeneekafi  Oee  Areieee.         163 

U,  wekber  der  unbestimaten  Seite  gegenflber  liegt»   gleich  ist 
im  SsBUie  der  beiden  anderen  Winkel. 

Es  sei  in  den  beiden  Dreiecken  ABC  und  ABC  (Taf.  V.  Flg.  3.) 
ie  Seite  AC=AC,  der  Winkel  CAB  sei  gleich  der  Summe 
fa  WiaM  ABC  und  ACB. 

b  Scheltddreiecke  A'B'C  ist 

du  ftUt  der  Pol  D  des  nmbeechriebenen  Kreises  hi  die  Seite  A'C* 
VoUodet  man  D  mit  C,  so  ist  leicht  nachsaweisen,  dass  C'D"^  CD. 

Ich  will  mit  der  Aufgabe  schliessen»  aus  zwei  gegebenen  Sei- 
in  ein  Dreieck  su  constmiren,  in  welchem  der  eingeschlossene 
Vblel  gleich  ist  der  Snmme  der  beiden  andern  Winkel.  Bei 
letnchtong  von  Taf.  V«  Fig.  3.  erkennt  man  sogleich»  dass  es 
|lios0  auf  Constmction  des  Scheiteldreiecks  A'BC  ankommt, 
ie  80  leicht  ist,   dass  ich  mich  nicht  weiter  dabei  aufhalte. 


Ueber  eine  Eigenschaft  des  Kreises. 

Von 

Herrn  Franz  Unferdinger, 

UoMiualdieni^gt - Calcnlator  4er  k.  k«  p.  Azienda  iltticoratrice 

Bu  Triett. 


Es  smd  zwei  sich  im  Puncto  C  (Taf.  V.  Fig.  5.)  durchschnei- 

linde  Gerade  ft,  tf  und  ein  Kreis  gegeben»  welcher  dieselben 

lh  den  gegebenen  Abstände  CD  =  CE  =  h  berührt    Setzen  wir 

■'■  Büfins  DO  des  Kreises  =r  und  den  Abstand  CO  seines 

lelpwiktes  von  Cz=c,  so  Ist  nothwendig: 


I  f— -f  i  m^mr  -      *mr  nmt  tigmtaeämfiti 


VI»   •   jr\a  CO  ai& 
.  mntm.      ..eiK  ma»  nuK  id  eioon.  beliebig 
:/   i^  <^pu«w  -  w  r  jieme  Tr,    so    enteteht  ^n  Dral- 
«-    .  ör        .f*   ,  T,MM«r  \  jsinm  «OH  dariir  bestofaen,    auf  analytt- 

'^  "^--^t*-   ^<^-=^.    ..v'=;>.    ../i=:;f  und  der  LagBk  des  Bteb 
-«•   '/  •--•»1 


.v-r  '      .*  )^^uaaic»p«DKL  der  C'oordioatea».    die  COa 
Fi%i*^x9^  -r-^  .   T-:xa  :  '/  i^  L'js  als.  positive  HWik»-«'^  j« 


/y c 


ijt        // 


-  ri 


;  ^r=:Ä.ij: — or,) 


'^     U£.^Mi^     «►     rtn-n     «m    ?Tmitt    -»5^   u^ebendeB    Tangente 
-*-»-  1       -^      -.'»rninan?«     :;ö    >eraiinniioipuaktes  Ji   venftaO' 

♦►.        i-v*      vr     in     :ä    Mr*ciiua«n;n     er  'itäratien: 


—  tt^^^ij: — ^1) 

.^-r  l  ^A  -iX  nilp»  Tian  :ie  oonjinaieB  .1»,  ^U,  des  Durch- 
^^^:**.,^^^tf<^  I  n^  ;5>  ^nit  *^  ;*Be  ^j,  ffj,  des  Panktes  B 
^^   .^9    ''o;i«>n    '.Uiiap'»  .nie  .lili'e   *er   .«nHcaanisttB : 

'•'^    .y.:*r.n    .     ;         i<»j*    Drpteck«»»    .iRV  yiA   Pimccioneii    von  x 
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IneM  iMUi  hierte  (n  und  k  durch  seine  obigen  Werthe  nnd  re- 
didrt,  so  Andet  man: 

Seilt  man  rar  leichteren  Ceberaicht: 
(7)  *=yi*— ari(c— X,),    i\r=ry|-A(c-ari), 

fae  wird 

j  w     ^  A  ^  D  L     ^  m  ^ 


r 


tUhia,  da  «j,  yi  ein  Punkt  des  Kreises,  also  nach. (3) 

(8)  »i»  +  (c-j:,)«  =  r« 

bt: 

vo  die  Vorzeichen  immer  ao  gewählt  werden  müssen ,    dass  die 
ttitiDzen  a,  ß,  y  positiv  werden. 

Dm  aber  diese  Wahl  zu  treffen,  ist  nothwendig,  die  Zeichen 
fc  dnrch  M,  N,  P  repräsentirten  Functionen  von  opi ,  ;/|  zu  ken- 
nen, wenn  man  ani  von  seinem  kleinsten  Werthe  c  —  r  allmShlig 
b  za  seinem  grussten  c  +  r  wachsen  lässt.  In  diesem  Intervall 
M  ßr  unsere  Zwecke  besonders  jene  Werthe  von  ^i  (und  die 
(viespondirenden  von  ^i)  von  Wichtigkeit,  für  welche  ilf,  iVoder 
'fmefawindety  weil  diese  zugleich  diejenigen  sind,  fiSr  welche 
fc  Fnnction  M,  N  oder  P  ihr  Zeichen  wechselt. 


Setzt    BUUI    Jfrr«,    /¥=:•,    P=9,    M    ladet   MHI    Mdii^ 

da«B  M  Terschwindet  fär  j^=rc »    dass  2V  TersdiwiiMlet  (ur 

c 

JTi  =e ,  W9tm  3^  pondr  Ist,   sad  fir  ^=c4-^,  wten  jfi 

negathr  ist;  eftdDeb  dMs  P  yerschwindet  1^  j^=e*— — ,  weon  f| 
negmthr  ist,   irad  fttr  jri=c-f  — ,   weoB  3^  posHiT  ist 


Ist  also 


c  e 


so  wird  bsaehnogsweiss : 

ib-  kr 

,=0.  ±-,  ±^.  0. 

Jf=— rtc-r),         0,  +2»«.  -hrie+r^ 

N=:^kr,  -(ITI)^.      +(1±1)~.     +*r,      J 

Ar*  Ar* 

P  =  +Ar.  +(l±l)  — ,      -(1=F1)^,      -Ar, 

wo  sich  aüeothalbeD  die  anteren  wid  oberen  Zeichen  auf  einander 
beziehen. 

Wenn  man  dieses  Schema  mit  einiger  Aufmerksamkeit   be- 
trachtet,   80  gelangt  man  leicht  za  nachstehenden  Folgerungen: 

r* 
1)    Von  Xi=:c — r  bis  a:i=c — ■—  ist  M  und  N  stets  negativ 

und  P  stets  positiv,  yi  mag  positiv  oder  negativ  sein.    Für  einen 
Punkt  des  Bogens  DE  haben  also  die  Grossen 

(8)  M,    iV,    P,    Jjji»    2V>    p 

beziebiingsweise  die  Vorzeichen: 

--+       +       +- 

und  es  ist 
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Mi  M  M 

S)  h  den  htenrall  vöti  Xi^s^e—--  Ms  i^issse-l-—   und  ßir 

c  c 

pMtthre  fi  ist  ilf ,  ZV"  ond  P  positiv  und  die  Glisder  der  Reihe  (S) 
hWn  die  Vorseichen : 

+.+        +        +        +        + 

Nqd  ist  al>er  — =  OF,  macht  man  daher  OP  =  OF  und  sieht 
c 

faeh  F'  lyE'WDE,  so  ist  c  — —  =  CF,  c-f  — =CFJiegtalso 
foPaskt  M  in  dem  Bogen  Diy ,  so  ist: 

(M)        «Kffii^«vp»    /Jt=-^c.^,    7— +^***^- 

3)    Id  demsellwn  Intervall  von  a:|xsc bis  ^Zi^ssc-f^«  &her 

C  €? 

Brnegative |f^»  ist  M  stets  positiv,  iV  nnd  P  stets  negativ.  Be- 
wichDet  also  ^|,  yi  einen  Pankt  des  Bogeos  ££'5  so  haben  die 
GBeder  der  Reihe  (8)  die  Zeichen: 

+        --        +        -- 
Mi«»  ist  daher: 

r* 
4)  In  dem  Intervall  von  ^zzc-t---   bis  d?i=:c4-r  ist   M 

I  *riiV  beständig  positiv  und  P  beständig  negativ ,  yx  mag  positiv 
*fe  oegadv  sein.  Entspricht  also  Xi ,  y^  «inem  Punkt  des  Bo- 
iMt  A'ü'^  so  haben  die  Glieder  der  Reihe  (8)  beziehungsweise 
'(Voneichen: 


t 


+        +        --        +        - 
»1  es  ist: 

(lä)       «  =— c.p,    /J=  +  c.^,    y=— 2Är".-^. 

Wenn  man  für  ilT,  iVund  P  die  Werthe  aus  (7)  setzt,  so  findet 
^  den  Ausdruck : 


i 
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vMi  ||E|  mii  fldt  Berückiiii  hfifei«^  v«b  (1): 


jFi*-^(c— J^)=t*-<?(^— xi),    f^«-**(c— Ji^f=r*-c^c-j^, 


als»  74»  j^,  fi  «smlihiB^i 


nadi  «e  4cB  dbei  CÜMcn  dttMAn  !■ LiifcL«iii  WerOe  «s 


W,  (M!),  (ID,  (tt),  M  criddt 

mrAmBoe^  DE     .    .    .       e4-i''F7=tt, 

„       „         „       UE    .     .     .         c+5— y=2Ä. 

ist  aUo  Jf  rTaf.  V.  Pig.  6j  dn  beliebiger  Punkt  des  Bogen« 
Z>£,  so  wie  Mx  ein  beliebiger  Punkt  des  Bogens  Diy  y  M^  ein 
beliebiger  Punkt  des  Bogens  EE' ,  endlicb  Ifj  ein  beliebiger  Penkt 
des  Bogens  D^E' ,  und  zieht  man  in  diesen  Punkten  Tangenten 
an  den  Kreis,  welche  gehörig  verlängert  die  gegebenen  Geraden 
tT  und  tr  in  den  Punkten  J«  A^,  A^.  J,  und  B,  B^y  ß^,  Bi 
durchschneiden,  so  ist  in  dem 

^ABC     .    .    .        BC  +AC  i^AB    =^.CD, 

\A^BiC  .    .    .    — ßiC+JiC+ J|Äi=2.CA 
\A^BtC  .    .    .        B^C-A^C^^A^B^  =  2,CD, 


Das  Vorhergehende  zeigte  den   Weg  der  Erfindung.     Wenn 
maui  einmal  von  diesen  EigenschaHen  des  Kreises  Kenntniss  hat, 


ünferdinger:    üeher  eine  Etpemekaft  dei  Jtreiies, 
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M  AIKm  nicht  schwer»  dieselben  eyntbetisch  za  beweisen.  Liegt 
X.6.  der  Punkt  M  in  dem  Bogen  DE^  so  ziehe  man  noch  den 
Mm  OE,  so  ist  ^CDO^^CEO,  mithin  CD=CE,  folg- 
Mutaocb  AM=AD,  BM^^BE,  also  AM+BM-AB=AD+BE, 
Ugiieh  BC+  AC+  AB  =BC+  AC  +  AD  +  BE  =  iBC+ BE) 
i{AC+AD)z=:CE+CD  =  2.CD.  Ist  Mi  ein  Punkt  des  Bo- 
um  DU ,  80  ist  nach  dem  früher  Bewiesenen  aach  AiMi  :=sAiD, 
B^M^^BiE,  also  BjMi—AiMi^sAiBi^BiE^AiD,  mithin 
Afi^^AiC—BiC—BiE—AxD^AiC--BiC-{BiE'--BiC) 
f(i|C— 24|jD)=:2«CjD.  Aehnüch  ist  der  Beweisgang  Id  den 
Mdeo  anderen  Fällen. 

Diese  Eigenschaft  des  Kreises  gestattet  auch  eine  sehr  ein- 
hche  coDstnictive  Auflösung  der  Aufgabe:  Durch  einen  gege- 
knenPankt  T  (Taf.  V.  Fig.  5.)  eine  Gerade  Tr  so  zu  ziehen ,  dass 
Im  foD  einem  der  6r(tose  und  Lage  nach  gegebenen  Winkel 
fC?  abgescfaaittene  Dreieck  ABC  einen  gegebenen  Umfang 
kbe.  Man  theile  den  gegebenen  Winkel  TCT  durch  die  Cx  in 
nrei  gleiche  Theile »  mache  CD  gleich  der  Hälfte  des  gegebenen 
CiDfaDges,  errichte  in  D  auf  CD  ein  Perpendikel  DO  bis  zum 
Dnehschnitt  O  mit  der  Cx  und  beschreibe  von  O  aus^  als  Ceo- 
tnm,  mit  dem  Halbmesser  OD  den  Kreisbogen  DE.  Zieht  man 
um  durch  den  gegebenen  Punkt  T  eine  Tangente  Tr  an  diesen 
Bogen,  so  wird  das  durch  dieselbe  abgeschnittene  Dreieck  ABC 
dcB  gegebenen  Umfang  haben. 
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Beweis   ffir   die  Darstellung  des  Sinns  mid  Cosinos 
als  Prodacte  unendlich  vieler  Factoren. 

Von 

Herrn  Doctor  iL  Hoppe, 

PflT4(4«ceBlm  mm  der  Unirwnlit  i«  Borlin. 


Per  bekannte  Satt  Ton  Job.  ßerDoolli,  welcber  den 
und  Corinna  aU  Prodacte  unendlicber  Reiben  darstellt^  niniint  in 
methoditfcher  Besiehung  in  der  Lebre  tod  den  Reiben  eine  hucbst 
bedeutsnine  Stelle  ein,  insorern  aus  ibm  mit  grosser  Leicbtigkeit 
die  Ent«vickeluni;en  der  Tangente  und  ähnlicher  Functionen  nach 
Potenzen  des  Hogens,  sowie  die  Hauptsätze  von  den  Bernoulli- 
Mchen  Zahlen  fliessen,  die  sich  auf  anderem  Wege  zum  grossten 
Theilo  nur  ziemlich  umständlich  ableiten  lassen.  Dass  man  gleich- 
wohl die  genannten  Stöcke  nicht  gemäss  ihrer  augenfälligen  Ver- 
wandtscbal't  in  einen  geschlossenen  Abschnitt  zusammenzufassen 
und  den  anfangs  erwähnten  Satz  an  die  Spitze  zu  stellen  pflegt, 
vielmehr  die  Theile  desselben  Öfters  gesondert,  wo  und  so  gut 
man  eben  kann,  ableitet,  scheint  mir  darin  seinen  Grand  zu 
haben,  dass  man  in  den  Beweisen  für  diesen  Satz  entweder  die 
Strenge  oder  die  Leichtfasslichkeit  vermisst,  welche  man  bei  ihm 
als  Grundlage  so  vieler  wichtiger  Sätze  fordern  müsste.  In  der 
folgenden  Ableitung  habe  ich  beiden  Forderungen  zugleich  zu  ge- 
niigen gesucht,  und  hoffe,  wofern  die  angedeutete  Anordnung  des 
Stoffes  Eingang  finden  sollte,  dadurch  zur  Vereinfachang  der  Me- 
thode einiges  beigetragen  zu  haben. 

Entwickelt  man  die  Grosse 

co82nar-f  tain2na:  =  cos2«j-(l  -f  ttgj:)** 

nach  dem  binomischen  Lehrsatze,  so  ergeben  sich  die  simaltanen 
Gleichungen : 


MM(  omm»  0ii$  Pr^duüe  m$mMick  wMer  Fm€iaren.         \7\ 


*=0 


1—1 

shi2fur=:cos^x    ^    (— l)*(2n)t*+ltg«*+»x• 
ft=o 

Setit  BM  ^  ffir  jp«  80  ersieht  man,  daes  die  GrSeeen 


»     — ■ 

«17 

guue  FoBctioneD  von  tg^Ä-  sind,  erstere  vom  nten,  letztere  vom 
^*-])6feD  Grade.    Erstere  ?ersehwindet  fdr  die  n  Werthe 

kiitere  für  die  n— 1  Werthe 

Mliwar  shid  die  entaptecbeuden  Werthe: 

*  2fi     'S     4„     ».    «g  2n  —  '^  2» 

iiiBtBdi  Yon  einander  vfraeliiedeD.  Ffir  ;r=sO  gehen  beide  Gr5s* 
Mi  In  1  über;  folglieh  ist  nach  einem  bekannten  Satze  Aber  die 
fnm  Functionen: 


I  • 


"    —  ^    n    (1 -j. 


Kve  Gleichnngen  gelt^  ohne  Unterschied,  mag  x  reell  oder 
highir  sein  5  weil  sie  nuir  rationale  und  goniometrische,  also  nur 
wiNafiir  einwerthige  Functionen  enthalten.  Aucb,  soll  im  Nächat- 
iden  in  dieser  Bezithnng  keise  Einschränkoiig gemacht  werden. 

Ffr  11=00  gehen  die  Grössen  zur  Linken  über  in 


.:'-•-      -■•  ■         .     •: ^         «a«..  .-;...,, 


X 


I     .  •  I 


ffä  '^ff^j^^:  '"BHD^i  füt  me  üanteUung  dH  Sinus 

die  allgemeineD  F4qt9i;eip  d^  beidein  Producta  mt  flechten 


>-(^)-..-te):: 


Setzt  man  der  Kürze  wesen : 


in 


^«'=  H  (1  -  (— )  ), 


4n 


Bm'=  a  il  —  l  I  \. 


80  wird 

'j: 


«.  ar  lfm 

wo  ßr  ft  =  oc  die  Grossen  Bm,  BJ  flbergehen  in  Atm%  Am> 
noch  übrig  bleibeqdeD  Factoren  der  rechten  Seiten: 

I  -  '  ! 


(;■£■■ 


'tg 


■.«.'•   ■  4 


mfissen  daher  gleichfalls  Greiiswerthe  haben,  diese  seien  C 
Cm'>    Dann  ist 
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iWX^AmCm,    ~  =  AJC^.  (1) 

bt  DSD  erstens  x  reell,  so  setze  man 

fafl  irird  tunerhalb  der  Grenzen  der  letzten  zwei  Producte: 


•<Kö"<fc"<l- 


Da  nun  die  Function  ununterbrochen  wächst»  wenn  w  von 

Ib  ^  wächst  9  wie  man  ans  ihrem  stets  positiven  DUIerential- 
futieiiteo  sieht,    so  ist 


.    X  ^  (in 


(2) 


Ncf 


3^  <(^)'<'' 


4btt 


^^^ 


X 


Setzt  man  i&r  yk  die  ganzen  Zahlen  von  ni-fl  bis  n— 1  und 
*iHiplidrt  die  Dogieichnngen ,  so  kommt: 

Gerade  ebenso  findet  man: 

•^OT»  -^m'  sind  convergent  und  haben  ffir  fii=Qo 
A»  Jff  weil  die  Reihensummen,    deren  allgemeine 


11 
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"(?4-0 '  "^'"^ 


sind,  coDvergireD.    LSsst  nan  demnach  n  in's  Unendliche  wach- 
sen, so  werden  die  £wei  Ungleichungen: 


Fürm=oowird^m  =  ^, -4m' =  ^,  folglich  G«=l,  C=:L 
also  nach  den  Gleichungen  (1): 

Ist  zweitens  o:  imaginSr  von  der  Form  iyf  so  ist,  da  allgemen 

ist»  ohne  Einschränkung  in  Bezug  auf  das  Verhältniss  xifiit,  die 
Ungleichung  (2)  erfüllt.  Aus  ihr  geht  die  folgende  durch  Multipli- 
cation  mit  der»  im  gegenwärtigen  Falle  negativen,  Grösse 


14/ 


2» 

hervor,  wodurch  die  Zeichen  <  in  >  übergeben.  Man  findet 
demnach,  dass  Cm  und  Cm'  zwischen  denselben  Grenzen  enthal- 
ten sind,  wie  im  ersten  Fall.  Die  resultirenden  Formelt»  gelten 
daher  auch,   wenn  ia;  reell  ist. 

Der  Fall,  wo  a:  eine  imaginäre  Grvsse  in  allgemeinster  Form 
ist»  mag  hier  übergangen  werden  als  von  keiner  Anwendung  auf 
das  Folgende.  Es  ist  nur  noch  zu  zeigen,  wie  aus  den  eben 
bewiesenen  Gleichungen  die  Theorie  der  Bernoulli 'sehen  Zah- 
len auf  die  einfachste  Weise  hervorgeht. 

Es  sei  X  eine  reelle  oder  mit  dem  Factor  i  behaftete  GiSsse. 
Nimmt  nan  die  LogarUbmen  von  beiden  Seiten  beider  Gleielin»' 
gen,  so  ergiebt  sich: 
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logeo$d;=    ^    log(l — 

pt=ä. 


«0  die  beigefligten  GfiltigkeitsgrenzeD  durch  die  Grenzen  der 
Stetigkeit  der  Functionen  zur  Linken  vorgeachrieben  sind,  auf 
wdeker  allein  die  RechtniSssigkeit  der  Einftihrung  berulit  Ent- 
[viekett  nan  die  Logarithmen  zur  Rechten  nach  Potenzen  von  x, 

kommt: 

Da  die  Convergenz  dieser  Reihen  in  keiner  Weise  durch  die 
Vineiehen  der  Glieder  bedingt  ist,  so  kann  man  die  Folge  der 
&BBiatioDen  rertauschen,  und  erhält: 

l«gco«^  =  -  ^  -4(-)     4^  (2^-1)-«. 


l(wrco8d?=—    ^ 


lossioop  = —    ^    f\  —  ]        ^     1*-"**. 

fctit  man 

^1^      -     (2Ä:)!     ^' 
^efgiM  sich  durch  Multiplication  mit  2~^: 

W  durch  Subtraction  beider  Gleichungen : . 

^(2^-1)-«= -2- (2Ä)!^- 

sind  zunächiät  die  Reihenentirickelungen  der  Functionen 
log  cos«,    log  sin«,    log(e*±e--*) 

k 

dlesefbeD   Grössen   B  zurfickgeföhrt.     Durch  Differenziation 
jridi  immm  die-^er  FunGtioncni 
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tgar,    cota:,    ^,j_^.,» 

und  durch  Subtraction  und  Addition  die  von 

logtgo;,    cosec^y  etc. 

k 

Zur  Bestimmung  der  Werthe  der  B  entwickele  man  die  Ele- 
mente der  Gleichungen 

co8artgar=8ina?, 
8ina:cota?=cosa?9 
sinarcoseca?=:l 

gemäss  den  so  erhaltenen  Reibenausdrücken,  so  kommt: 

ftfo        (2Ä)!        i^        (2Ä:)!      ^""^         ~  iii       (2Ä— 1)1       ' 
fcfo      (2A+1)!     ^x        *^  (2;^)!^'^       ^"-  *fo       (2Ä)!      ' 

»=o      (2Ä  +  1)!       a:    '     fc=i    (2A:)! 

Setzt  man    A:  — A   für   U  und  vergleicht  die  Coelficienfen  von 
^M-i^  or^j  soerhält  man  die  Relationen: 

*=*— 1  ( 1  )Ä  4*-A  (4*r-Ä  _  l\  k-h       ( 1)H1 


:0 


(2A)!(2>t-2Ä)!        ^  ~(2A— 1)!' 


ftio  (2A  + 1)!  (2A  -  2A)!   ^  —  (2A  + 1)! ""  "(2Ä)r  ' 

A=ir-1  (_  1  )Ä  (4lt-Ä  «.  2)  *-*       (—  !)*+! 

iJo  (2A+1)!(2A-A)!  ^  =(2Ä+T)5' 

Nach  Vertauschung  von  A  mit  k  —  A  und  Entfernung  der  Nenner 
gehen  dieselben  in  die  bekannten  recurrirenden  Gleichungen  der 
Bernouili'scben  Zahlen  über: 


js  (— 1)*+i(2A)2a4*(4A-1)J?=2A, 

fr-fr  h 

2  (— l)Hi(2A+l)a»4»jB=s2Ä, 


2  (-l)»+x(2*+l)»(4»— 2)J  =  1. 


durch  welche  die  B  aU  rationale  Brache  bestimmt  sind. 
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EbeDAo  einfacli  ergibt  sich  der  Aaedruck  der  Summe  der  ganiea 
posttireo  Potenien  der  natfirlicheD  Zahlenreihe.  DerKOne  wegen  sei 

s  s 


dann  Ist: 


—1 


=  S:rr-G-0^+^ 


Setzt  man  (&r  e^*,  A,  B  ihre  Reihenausdriicke,  so  kommt: 

^—1«=«    f^a^        /l  \m=OD    ft"*^"* 


ft=o     w=o      ^<         \^      /  «1—1       mZ 


h 
k=i  (i>^)!  m=i  m! 


nod,    wenn  man  im  letzten  Theile  m— 2A-|-1  f&r  m  setzt  und  die 
Stunmationsfoige  umkehrt. 


Msso  m!    *=o  m=o   (iw  +  1)!  m=i     t»! 

■V^     2    x^^      2   ( l^*+i -— .. 

^  nZ^""     ü^i  ^     ^^       (2Ä)!(m-2A  +  l)! 

Die  Vergleicbung  der  CoefBcienten   von   x^   ergibt  für  m=0 
n  =  n9   für  jedes  andere  m: 

^  ^•-=M^-^»"  +  ^HÖ  ^t  (-I)*+Hm+l)«Ä„-«*+.. 

Dieser  letzte  Satz  ist  es  namentlich,  dessen  Herleitung,  wie 
«ie  gewöhnlich  geschieht,  nämlich  von  der  Theorie  der  arithme- 
tischen Reihen  höherer  Ordnung  aus,  einen  grossen  Aufwand  von 
-Operationen  erfordert,  an  welchem  demnach  der  Gewinn  an  Ein- 
lacbheit  in  der  hier  von  ihm  eingenommenen  Stellung  am  Deut- 
liehsten  in  die  Augen  föllt.  Der  Einwand :  man  dürfe  die  Behand- 
lung der  speciellen arithmetischen  Reihe  1>",  2«*,  3^,....  nicht  vom 
der  allgemeinen  Theorie  der  letztern  trennen,  ist  ungegrGndet  In 
mehr  als  einer  Beziehung.  Denn  erstens  bedarf  die  Analysis 
keiner  solchen  Theorie,  da  deren  Resultate  einfacher  aus  andern 
Theoremen  fliessen ;  und  zweitens  ist  die  obige  Summationsformel 
kau  unmittelbares  Ergebniss  derselben,  sondern  eine  weiterr 
gebende  Speculation  mit  Zuziehung  fremder  Elemente,  —  die  Lu- 
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SDDg  eioer  Aurgabe,  die  cwar  als  epecielle  in  der  jener  The« 
rie  eathalten  ist,  deren  Bpecialisirende  Bedingungen  jedoek  ' 
innerhalb  derselben  keinen  Ausdruck  finden. 


►  -tvi.  M  ^  i  - 


Ueber    die    Besliioinung   eines    durch    fiinf   gegebene 
Punkte  gehenden  Kegelschnitts  dnrch  Rechnung. 

Von 
dem    Herausgeber. 


8.  I- 

Die  geivr>hnliche  analytische  AuHüsung  der  Aufgabe;  dnN 
fünf  gegebene  Punkte  einen  Ket^elschnitt  zu  legen,  ist  zwar  | 
Allgemeinen  äusserst  einfach,  weil  sie  nur  die  Auflüf 
fSnf  Gleichungen  des  ersten  Grades  erfordert,  und  in  der  Abband-  ' 
Inng  Thl.lX.'NT,XXVrn.S.293.  habe  ich  volUtSndig  entwickelte 
Formeln  zur  indepeitdenten  BesHinmung  der  CoefGcienten  der  Gle^ 
chong  des  gesuchten  Kegelschnitts  gegeben;  wenn  es  sich  abct 
um  die  wirkliche  n'imerische  Berechnung  der  den  gesuchten  Kegfi^ 
schnitt  seiner  Laf;e  und  Grösse  nach  bestimmenden  Elemente; 
der  Lage  und  Grüsse  der  Axen,  der  Lage  des  Mittelpunkts,  d« 
Eiceniricttät ,  des  Parameters,  u.  a.  w.  bandelt,  »o  ist  der  GebraBcft 
der  in  Rede  stehenden  Formeln  im  höchsten  Grade  beschwerliefc, 
und  man  muss  dann  nothwendrg  auch  noch  alle  die  Pomieln  mt.  | 
Hälfe  nehmen,  welche  bei  der  sogenannten  Discussion  der  a!&\^ 
meinen  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  verSaderlfc] 
eben  Grössen  entwickelt  zu  werden  pflegen,  was  aber  ui 
Umstinden  im  höchsten  Grade  unbequem  ist  und  überhaupt  n 
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fnUielMi  NotsMi  bat.  Ich  will  daher  in  dieaer  Abbaadlong 
ffneh  antwiekeln»  durch  welche  die  den  geanchten  Kegelaohnitt 
MimmeDden  Elemente  bmaittelbar  ana  den  Coordinftten  der  ge* 
^ebeoeo  Pankte  mit  aller  der  Leichtigkeit  und  Bequemlichkeit 
brecbnet  werden  können,  welche  dieser  Gegenstand  Oberhaupt 
n  gestatten  scheint,  und  halte  die  Mittheilung  dieser  Formeln  an 
iesem  Orte  für  gerechtfertigt,  weil  die  Bestimmung  eines  durch 
U  i^gebene  Punkte  gehenden  Kegelschnitts  auf  dem  Wege  der 
IbeliDang  f&r  viele  Anwendungen,  z.  B.  in  der  Astronomie  bei  der 
Bestimmung  der  Bahnen  der  Doppelsterne,  wenn  man  auch  bei 
fiesem  Gegenstande  jetzt  gewöhnlich  nur  vier  Beobachtungen  zu 
fimode  legt.  Indem  man  dann  noch  die  Zeiten  der  Beobachtungen 
nflfilfe  nimmt.  Von  Wichtigkeit  ist  oder  wenigstens  sein  kann. 


§.  2. 

Ule  fianf  gegebenen  Punkte  wollen  wir  durch 

"0»    4»    -^a»    ^S9    ^A 

kieichDen,  und  nehmen  an,  dass  nicht  drei  dieser  Punkte  in  ge- 
nfer Linie  Hegen,  well  bekanntlich  ein  Kegelschnitt  von  einer 
Seradeo  Linie  in  nicht  mehr  als  in  zwei  Punkten  geschnitten  wer- 
fa  kann.  Die  gegebenen  polaren  Coordinaten  dieser  fünf  Punkte 
ii  Bezug  auf  ein  beliebiges  System  sollen  respective  durch 

«0»  K^;    Aj ,  Kj ;    As»  K^;    A3,  Rg;    A4,  K4 

WidchDet  werden;   wären  die  rechtwinkligen  Coordinaten 

terPttokte 

"O»      ""1»      "2»       "3»       ^4 

fH^i  SO  würden  sich  aus  denselben  die  polaren  Coordinaten 
Mcht  mittelst  der  Formeln 

*o  =  Rocos Ao,    jro  =  *^osin Aq; 

Xi  =R2  cos Ai ,    ^1  =  Ri  sin  A| ; 

4r^:i3RfoesA2,    y^^Rt^inA^; 

i^^ciDllgoesAt,    y8=^Rt">n^8; 

jT^^R^cosA«,    y4=sR48inA4 

I  wM  hier  dner  weiteren  Eriäoteruag  nidit  bedarf. 
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Durch  den  Punkt  Af^  aU  Pol  oder  Anbng  denken  wir  mn 
sin  neues ,  dem  primitiven  Systeme  paralleles  System  gel^^«  nnd 
l>ezetchnen  die  polaren  Coordinaten  der  Punkte 

in  Bezug  auf  dieses  neue  System  respective  durch 

«1»  Qi9    «2>  Pa»    «•»  Qsf    «4»  ^4- 

Da  die  primitiven  rechtivinkligen  Coordinaten  des  neuen  Pole  oder 
Anfangs  ^  .     . 

Ro  cos  Aq9    Ro  sin  A^ 
und  die  primitiven  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte 

respective 

Ri  cos  Ai ,    R|  sin  A| ; 

R«cosA2>  RssinA^; 
R3COSA3,  RjsinAs; 
R4  COS  A4 ,    R4  sin  A4 ; 

die  secundären  rechtwinkligen  Coordinaten  derselben  Punkte  aber 

ficoserj,     pislneri; 

Q^cosa^,    ^3  sin  «3 ; 
^4C0Scf4j    ^4sincf4 

sind;    so   hat   man   nach   der   Lehre   von    der  Verwandlung   der 


Coordinaten  die  folgenden  allgemein  gültigen  Gle 


Ri  cos  Ai  =  Rt)  cos  Ao  +  ^1  cos  «j ,  R^  s 

RaCosA2  =  RoCosAo-j-^2Cosaa,  RjS 

R8COSA3=RoCOSÄo  +  ^3COSa3,  R3S 

R4COSA4  =  RoCOsAo  + ^4^0804,  R4S 

also : 


nAi  =  RoS 
nA2=RoS 
nA3=RoS 
nA4=R^s 


chungen: 

nAo  +  ^isinofi; 

nAo+Pa»i»«a; 
nAo  +  p^sinu^; 

nAo-f  ^4sina4; 


^1  cos  CCj 

^  cos  0^2 

Qscoaos 
p4coso^: 


iRjCosAi 

:R2C0SA2' 

:R3CosA8 

;R4C08A4' 


■  R()CosAo» 
RqCOsAq» 
-RoCosAq, 

•RoCosAo» 


Pl6mcf|; 

Pssinoa: 

^sincfs 

p4sintf4: 


:R|SinAi 
iRssinAs 
iRgsinAs 
:R4sinA4 


RosinAo; 
Ro  sin  Ao ; 
RosinAo; 
RosinAo; 
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ättebt  welcbar  Gleicbungaiiy  was  einer  weiteren  Erläuterung  hier 
Mt  kedarf »  die  Coordinaten 

M  fki  Coordinaten 


berechnet  werden  können ,  so  dass  wir  also  berechtigt  sind, 
le  giose  Aaflösnng  unserer  Aufgabe  auf  die  Coordinaten 

«!•  9ii    «a»  P25     «8»  ^;     «4»  ^4 
ib  fegebene  Stflcke  so  gründen. 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  Ai^  A^p  A^,  A^ 
ia  dem  Systeme,  dessen  Pol  oder  Anfang  der  Punkt  Aq  ist,  wol- 
b  wir  respective  durch 

ft>  9i;    t%9  t^;    1^3'  ^8»    ^4»  ^4 
kzeicbnen,  so  dass  also 

rx  =  Qi  cos«! ,    t^i  =  ^sinaj ; 

H  =  feco«««»    ^  =  es»«"««; 

)f8  =  ^CO««^.      ^8  =  P8«"n«8  ; 
jr«  =  P4COS «4,      t^4  =:  ^4SiD  a^ 

iit 


$.  3. 

Zuerst  wollen  wir  annehmen,  dass  durch  die  fänf  gegebenen 
Punkte 

-«0»  "I»  A^y  A^f  A^f 

:  vvB  denen  bekanntlich  nicht  drei  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
viB«  Ellipse  oder  Hyperbel  beschrieben  werden  solle ,  und  wollen 
&  rechtwinkligen  Coordinaten  der  fönf  gegebenen  Punkte  in  Be- 
log auf  das  System  der  beiden  Azen  dieser  gesuchten  £lllpse 
•der  Hyperbel  respective  durch 

Jfo»  Tq;    Xi,  Ti;    JTj,  F»;    X^,  Y^;    X^,  F4 

kaeichnmif  indem  wir  annehmen,  dass  för  die  Hyperbel  die  Aze 

^  ersten  Coordinaten  oder  der  sogenannten  Abscissen  die  Haupt- 

Kseh  soll»  in  welcher  die  beiden  Scheitel  der  Curve  liegen. 

I 
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Die  Annahme  des  positiven  TlieHs  der  Äxe  der  \X  IM  be    *■ 
Curven  willkOlirlich ;  was  aber  den  positiven  Thefl  der  Al 
betrifft,  so  muss  man  sich  denselben  immer  so  angenomm 
Icen,    dass  man  sich,    um  von  dem  positiven  Theile  der  i 
X  an  durch  den  rechten  Winkel  {XY)  hindurch  i»  dem  p 
Theile  der  Axe  der  ,F  zu  gelangen,   ganz  nach  derselbei 
tung  hin  bewegeta  muss,   nach  welcher  man  sich  beleget 
IM  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  dwdh  sdü 
ten  Winkel  (xy)  hindarch  zu  dem  positiven  Theile  derJ^ce 
oder,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  t  an  dur 
rechten  Winkel  (r^)  hindurch  zu   dem  positiven  Theile  de 
der  9  zu  gelangen.    Denken  wir  uns  nun  ferner  von  dtfli  . 
punkte  der  gesuchten  Ellipse  oder  Hyperbel  aus  eine    m 
positiven  Theilen  der  Axen  der  x  oder  x  parallele  und  gleit 
richtete  Linie  gezogen,  so  soll  der  von  dem  positiren  Äell 
Axe  der  X  mit  dieser  Linie  eingeschlossene  Winkel,  iüden 
denselben  von  der  in  Rede  stehenden  Linie  an  in  demselben  » 
wie  die  Winkel 

Aq,    Aj  ,     Aj,     Aj,     A4 
oder 

«i»    fi%f    «s»    «^ 

von  0  bis  360^  zählen,  darch  B  bezeichnet  werden;  nnd  legen 
dann  durch  den  Punkt  A^  ein  dem  Systeme  der  XT  parall 
Coordinatensystem  der  X'Y',  in  Bezug  auf  welches  die  Coc 
naten  der  Punkte 

"«I»       A%9       "«S»       -»4 

respective  durch 

Xi  ,  #1  ;    Jl|  ,  #]>  ;    X^  ,   I5  ;    A4  ,   Y^ 

besekknel  werden,  so  haben  wir  naeb  der  Lebre  von  der  ^ 
wandlttiig  der  Coordinalen  die  folgendai  GlekbwigeB: 

rtsJTi'coeO-ri'sind,    p^^X^'mme+T^'tomei 

K^=X^'cos$—Y^'me,    %=J^'ein04'F,'coea; 

ii^=J^'ce««-r/8in«,    i%==Jr9'8ina-|.r9'cM0; 

U^X^*tm0--T^'9tB$,   f4» JC4'ehi#^  r4'€e«#; 

ms  deneA  hcb  eegileicli  vn^efeeiMrt 
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fr 


\  . 


Jf/a jTi  €08  # -f*  9|  «in  9, 

2/ =)r,  cos  0 -f  9,  8in  d, 
^'  c=)r4C08  (9  -f  94<*>n  0> 


— ri8ifi0-f9iCO8  0; 
—  jr«  sin  0  4- 9a  C08  0 ; 

—jr48in|9-f  94C08^ 


«l^t   Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlong  der  Coordioaten 
JMaker  femer 


I. 


'1- 


J¥,  =  ^„  +  ^,'.    F,  =  r„+r,'; 

■*'i=-3ro+If|  co«ö  + Vi«loÖ,     F,  =  Fo— jTi  «n0-f  9|CO9  0; 
Si~X^-{-XiCOBB-\-t)^emd,     Fa=  Fo — )r,siD0-|-9,cos0; 

^s=^+Jf8C»«ö  +  %«'nö>     ^\—  Fo— jr3  8lnö+i),co«ö; 
_     J^4=Ao4ir4Cosd-f-94sin0,     F4=  Fu— jr4«inö  +  i>4C08fl; 

wA  da  nun  nach  §.  2. 

jr,=p3C08a3 

.1 

pt»  so  bt,  wie  man  nach  geh 

Ia=jro+^co8(i%  — 6) 
A^=:2:o4  ^  co8(a8  —  B) 


\ 


1^=:  JTo  +  ^4  co8(fl^— ö) 


^1  =  Q\  siii  «1 ; 

1^3  =  ^3  sin  «3 ; 
t^^=^^8ina4 

iriger  Sabstitution  sogleich  ladet: 

F2=Fo  +  PaS«n(aa-Ö); 
1^3=  Fo  +  ^3  8in(o^— 0); 
J^4=Jo  +  p4«5n(«4-ö). 


LLissf  otan  nun  Im  Folgenden  immer  die  oberen  Zeichen  der 
ie,  die  enteren  Zeichen  der  Hyperbel  entsprechen^  und  be- 
netz  wie  gewöhnlich,    durch  a  und  6  die  beiden  HalbazeB 
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dieser  Corven;  eo  hat  mau,  weil  die  gesuchte  Ellipse  cder  Hy- 
perbel durch  die  fODf  Punkte 

deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  System  der  beideo  Axeii 
dieser  Curren  X«,  Fo;  JT^,  F^;  A«,  F,;  JT»,  F,;  JT^,  F4 
sind 9    gehen  soll,   die  f&nf  folgenden  Gleichungen: 


©'*©■=■• 


4iQ)  +  g|C0s(tft  — ^)^*         i    ^0  +  Plg'"(«l~^)j*_|^ 


4  ^  +  p.2C0S(ttg-^)  I  '   I     i   Fp-f  fag'P(««— g)j*  _  j 


i  ^  .+  M!^(?^C1^)  r  +   ^  ^0  +  g»^*°(^'"^)  r  =1 


c  2[o+iiC08(a4--ö)  i •       c  Fo  +  p4sin(c4— e)  ?*^| 


aus  denen  die  fünf  Grossen  6,  a,  b^  Ä^,  Fq  bestimmt  werden 
niCissen. 

Entwickelt  man  die  in  den  vier  letzten  Gleichungen  vorkom- 
menden Quadrate  und  zieht  dann  von  diesen  Gleichungen  die 
erste  Gleichung  ab,  so  erhält  mao^   wenn  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wird,  nach  einigen  leichten  Reductionen  die  folgenden 
(ileichungen: 

{  2Xq  +  Qi  cos  (ö~a, )  1  cos  (ö— aj)  =  £  [  2  F©  —  Qi  sin(ö  — «i)  )sin  (0 — cj), 
t2Ao  +  P2C08(ö— «a)lco8(ö— «2)=:fl2Fo— ^sin(ö— a2)lsin(ö— ö»), 
1 2  JTo  +  Ps  c«s  (ö— «3)  1  cos  (Ö— «s)  =  f  1 2  Fo — P3  sin  (Ö  -  «3) }  sin  (ö— 4%), 
1 2  JTo  +  94COS  (^—«4)  1  cos  (Ö— «4)  =  £  { 2  Fo  —  ^4  sin  (ß—a^  ]  sin  (d—  a4) 

eder 
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ajro-2fFottng(ö-«|) 
=  — fi  lco«(ö— «i) +t8iii(d  — «i)tang(ö— fi^)J, 

2  A;i — 2ff  Fo  tang  (0 — oa) 

2A;>-2«rotang(d-«3) 
=  —  ^|co8(d— fl^)  +  fsin(d— «8)tang(ö— «t)l, 

2J[;>— 2erotang(d— aj 
=:— ^4|co8(9--fl^-f  e«tn(6— a4)tang(0— «4)1. 

Hnitiplicirt  man  die  drei  ersten  dieser  vier  Gleichungen  naeli 
itt  Reihe  mit  den  folgenden  Differenzen : 

I 

sin  (om — aJ) 
1      //»         \      A       /41         X  sin  («3 — «,) 

fbt  sie  dann  zu  einander,    multiplicirt  die   dadurch  erhaltene 
Mchung  mit 

cos(0—a|)co8(d—o^)cos(d  — 1)^)9 

i  erbShet  in  der  dadurch  hervorgehenden  Gleichung  alle  lodi- 
ivm  eine  Einheit 9  so  erhält  man  die  zwei  folgenden  Gleichungen: 

0=    ^sin(i%— (%)|cos(0— ffi)*-|-esin(0 — «i)»| 
•f  ^8in(tf3— ffi)tcos(0— ci^*-|-e8in(d  — o^)*i 

m 

+  ^  ein  («,  —  0^)  t  cos  (e — «j)» + «  sin  (ö  —  «,)•  I , 


r 


0=    ^sin(«3— a4){cos(d  — «a)*+fsin(d— 0^)«} 
+  ^sin(«4— i%){cos(ö— «8)*+«8ln(d— oj)*! 

-f^4Shl(o^^ff8)tcO6(0  — tf4)*-|-£Sin(0— «4)*); 
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+  ^4sin(i>^-a3){l  +  £  +  (l— e)cos2(d— «4)1; 
folglich 9  wenn  wir  der  Kurze  wegen: 

femer 

Qo^Qi  8in(a^~c^)  G082ai-f  ^8iB(c^— fl^)eoifia^*f  ^8iii(a|-*-<^)co82i%, 
Qi  =  ^8in(fi^— «4}  C08  20^-1- ^  sin  («4— o^  co82ff,-|-^4  siii(fl^~i)^)  co82a4 

ood  ^ 

i 


J^  =  ^810(03— ff4)siD2a^-|-^8in  (a^ — «2)81021)^4- P48in(a^— 09)8in2cr4 


(l  +  f)Po=-(l-«)(Qoca82ö  +  Äi,sio2ö), 

(1 +«)  Pi  =—(l—f)(Q4  C08  26  +  «1 81020); 

^ofeb' 


• » 


also 


MgL 

Ud>erl^  man  bob,  d«s8,  wie  imd  «ittelst  «ui^er  bekanntea 
giMion^rfscbch  Retafiosea  «oglcicli  ladet. 
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isty  SO  erbifit  mao  aus  dem  Obigen  ebne  alle  Scbwierigkeit: 
PoOi  —  ^i<?o=»  — ^^8>n(«i— «i)8»»(«^— «4)(co»2ai— co82a^ 

—  9x0%  »•"  («^ — «%)  •*"  (•*  "" ««)  (^^^  2«!  —  cos  2ö8) 
-«-  ^1  ^4sin  (a^  —  Os)  SIS  (fl^ — 1%)  (cos  2cr|  —  cos  2^4) 

—  ^^  sin  («i —  1%)  sin  («i  —  «4)  (cos  So^  —  cos  2a^) 

—  ^^4sin(i% — ci^)sin(a^  — ai)(cos2ora  —  cos2a4) 

—  ^8^4»*"  («%— «s)  «in  («1  —  «^  (cos  2as — C082a4), 
Po'^i — /^Äo  =  —  ^i^sin(oj| — «3)  sin(cr, — «4)  (sin2cr| — sin2o9) 

—  Pi  Ps  «'■'^  (^  —  ^9)  «i°  (^4  "  ^  («i'^  2cr|  —  sin  203) 

—  ^1 P4  «'"*  (''^  —  «a)  si  n  (c%  —  «3)  (sin  2üfx  —  sin  2^4) 

—  ^2^8  8'"  (''^ —  ««)  ®'"  (^'^i  "^  ^'^4)  (*'''  2aa  —  sin  203) 
""^P4®i'*(«a  — «s)  sin(cr,  — «i)  (sin 2c%— sin 2^4) 

—  P3P4sin(cea— 'O,)  8in(cri  — «^  (sin 203— sin 204); 

also  9  wenn  man  die  Differenzen  der  Cosinus  und  Sinus  in  Facto- 
ren  zerlegt; 

PqQi  —Pt  Ob  5=     2f,^i»(a^— «i)8iü(«i+Äa)sin(fl^— «j)sin(«3— «(4) 

+  2ei^8in(a^— a3)sin(üf|+a3)8in(ai — ef3)sin(üf4— o^ 
+  2^1  ^4810(0^— «^)sin(ai  +«4)8in(ai— a4)8in(aa— «3) 
+  2pa^88in(o{^— o^in(aa+ci^)sin(«^— a3)sin(üfj— «4) 
+  2^.2P48in(a^— a3)8in(«a+«4)shi(a2— «r4)sln<«3-  ufj) 
+2^ßi48ln(aj|— fi^)sin(cf3+a4)sin(o3— 0P4)sin(ai— «a), 

/'o'^i "" i^Äo=--2pi^28in(«2--«i)co8(ai+«2')8in(ai--«2)8in(a8— «4) 

— 2^1  P3sin(c^—a^)cos(cfi +«3)810(^1— «3)sin(cr4—ajj) 
— 2^i^4sin(aa— a3)co8(ai+a4)sin(aj— «4)8in(aa— <^) 
— 2e2e39K«2— «3)co8(ai+ö3)8Ui(aa-"«3)sin(ai— «4) 
— 2^P4sin(aa— a8)€08(aa+o^ln(a,— a4)sin(a3-ai) 
— 2p3^48in(aa— Ö3)cos(a3  f  a4)sin(ö3-"«4)8in(a|— o^) ; 
iiod  setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 


Gruneti:    IMor 

+  f»«i«»  («1  +  «0  «■(«!—%)•»(% —a;.) 
mid 

+  e»^  CO«  («,  +  i^)8io  («j—  c^)  siD  («1  — oij 

-I- (t^4C08(0^  +  «4)810  (O^  —  «4} 8ni(fi^— ffj) 

+  ^^4«>8(fl^  +  a;4)8iD(<%— 0;4)«ili(aj— o^ ; 
so  ist  nach   dem  Obigeo: 

4) taDg2d  =  2^ 

Nachdem  man  mittelst  dieser  Formel  B  gefunden  hat,  ISsst 
sich  t  mittelst  verschiedener,  aas  dem  Obigen  sich  unmittelbar 
ergebender  Formein  leicht  finden.  Die  einfachste  Methode  scheint 
mir  aber  die  folgende  zu  sein,  mit  deren  Entwickelang  ich  mich 
daher  auch,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  för  jetzt  begnü- 
gen, und  nur  am  Ende  dieses  Paragraphen  noch  kurz  auf  die 
Berechnung  dieser  Grosse  zurückkommen  werde.  Aus  den  bei- 
den oben  gefundenen  Gleichungen 

(l  +  €)Po=— 0— «)(0ocos2d  +  /?osin2ö), 

(l  +  «)Pi  =—(1—0  (Ol  cos2ö  +  7?isin2ö) 

erhält  man,  wenn  man  etwa  die  erste  dieser  beiden  GleichiingeD 
benutzt,   auf  der  Stelle : 


I-t ^        fi 


o 


j3:^  =  -8in2e- jr- ' 

und  fahrt  man  nun  in  diese  Formeln  die  aus  dem  Obigen  bekann- 
Werthe 


i. 


1  ■     •      .  • 
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t 

ein»    so  erhält  man  nach  einigenf  leichten  Riednctionen: 
Nun  ist  aber,   i^e  man  mitteiert  leichter  Rechnung  findet: 

y 
QqRi  —QiRo  =  —  l?iea«n  («2  —  «a)  s»"  (c^— «4)s«n2(ai  — Oj) 

—  QiQ^  sin  («2—  «3)  sin  («4  —  o^)  sin  2(ai  —  «3) 

—  ^1 94  sin  (ü^— «3)  sin  (o^— a8)sin2(ai  —«4) 

—  ^^8  s'o  («% -"  «a)  s""»  («1  —  «4)  »•»*  2  (oa — «3) 

—  Pa^4sin  («a— a8)sin(«3— ofi)  8in2(«2— «4) 

' -— P3P4sin(c^— A8)sin(ir|— Oa)sm2(a,  — cf4), 

also  effenbibr  nach  dem  Obigen,  i^enn  man  der  Kurze  wegen  ■■..  . 

» ■  •  •    •  .. 

5)     .    .    .      i=     pi^sin(ö8  — a4)sin2(a,  — «2) 

+  Pi  Qz  8«o  («4—  «a)  8»n  2  (ofj  —  oj) 
+  ^j  ^4  sin  («a — «3)  sin2  («1  —  «4) 

+  eaP»  sin  («i  —  «4)  sin  2  («^ «-  «j) 
4  ^^48in(cr,  — a|)sin2(aa— 0^4) 
-f  Ps^4  sin  («i  —  (4)  sin  2  («, — «4) 
setzt: 

Hat  man  aber  mittelst  dner  dieser  beiden  Formeln  yzT"  ^^^^' 
net»  so,  erhält  »an  s  leicht  mittelst  der  Formel:  > 

1  +  f     , 
^    +1 


Th«U  XXVn.  IS 


Aas  6y  erhUt  aian  auch  leicht: 


8)  .  .  .  .'  .    }^!=± 


«". 


welcher  Ausdrack  zwa^  von  6  ganz  unabhängig  ist,  es  abe 
entschieden  iässt,  welches  Zeichen  man  zn  nehmen  hat. 


•  -  1 


Setzte  man 

+ ^1^,  cos  (ttjL  —  0^)  sin  (Of^  r—  oa)sin  («4— oj^) 
+  ^1 94  cos  («i  —  «4)  sin  (üfj  —  üf4)  sin  («^ — «») 
+  Q29bC^^(^ — «8)«»**(«2  — «8)sin(ai— «4) 
+  ^^4  cos  («2 — «4)  sin  (oa — «4)  sin  («3 — ufj  ) 

+  ^g^4  cos  («3 — «4)  sin  («3 — «4)  sin  («i  —  oj) , 
so  wäre: 


..» 


IP)    •    •,    r^=»«^3ö,    j^  =  -;^cos2ö; 

und  bei  der  Ber^chnfnng  det  Grossen  £9  My  N  wfirde  man 
nun  am  besten  auf  folgende  Art  verhalten : 


t        ■  «  : 


Man  berechne  die  Hülfsgrössen 

B=  QiQi  sin  («1  — cTg)  sin  (cc^  —  a^, 
C=  ^l^4sin  (ofi — a4)sin  (cifa— 03) , 
/)=  ^jj^3  sin  (pJa— «a)  sin  («1  —  «4) , 

•  ►  .  ,  S  i    >  1      -     .  l  <        - 

jE  =  9a?4«'n  («2 — «4)  s*n  («s — «1 ) » 
F=:f8^4sin(a^-MJf4)sin(ai--«^;      , 

so  ist : 

+  jDcos(<%  — a3)  +  iJcos(<%— «4)  +  Fc(m(a^'^ii^ 

und 

ilf  =     Asin(ai  +  a^'{-BHin(ai+€i^)  +  Csln  (a^  -f  o^ 
+  Dsin  («a  +  «»)  +  £sW(«^  +  «^  +  i^»in  (a,  +  «g. 


Nci    ifiMMi(«t +as)-f  iBcoB  (»!-}-«%)  *f  Codi (oTi-f  «4) 
i-IicoB(a^+a^)  +  iE  cos  (1% -f  a^  +  1^008(09^-^4); 

«»bei  man  sich  auch  noch  die  folgenden  Relationen  merken  kann : 

■ 

P^M^A,   E=z^^B.   D^^^C: 
Q9Q4,  esP4  QtQ9 

1^..  Zw  6er«€hnnng  VOR  Xof  ^0  ^^^  "^^  "^^  dein  Obigen  dif 

gaickuogeii: 


2Ji;>— 2£Fotang(6-«i) 


»  > 


=  — ft {«W(0— «i)+>»ln(d— «^)toDg(ör-<ii)lj.  :. 

denen  leicht 

21^8lo(a|— i4)='~^i  sio(ö— c^  {cos(d--flfi)*+6sin(ö— #^ti*  j 

+  ^sm(ö-«,)|cos(ö— «a)«+f  sin(ö— 1%)*}, 


»i. 


■        •  ■  ) 


I  2« Fosin(ai— «^=—  QiC08(& — Oj)  {cos(6^ai)*+fi8in(ö— ai)^} 
^     \  +C5|C0s(Ö— ai)|co8(ö-«i)*+«8«n(ö— ««)*} 


1— € 

+  ^cos(ö-«i){l  +  j^cos2(«— oa)) 

||t    Berechnet  man  die  Hfilfswinkel  t^ ,  ?^  mittelst  der  Formeln : 

1— e  1  — g 

tBiigaii?9>^YTI{ri^^^^*^^)'    ta»gt%tsjjqr-^cos3(ö— «%) 


I seilt  der  Kflrze  wegen: 


13' 


iS&     ■    erunert:   Deder  tUe  Bestimmuat  etnet'  dmrehftmf  ■ . 

...     .„_    (H-t)ftCos(4g(«>-«t)     „     a-H)p,co8(48»-tt,), 
*»—        2v2.co8ai       '  **~       2 Vi. cos m        ' 

SO  ist: 

•    ■•»•■  ■■■■  ■-  •.  .  .«•  fl  :•?.'«■ 

!^ = ÜTi  sio  (d — os) -f  iTs^iQ  (^  ^  ^i) » 
a  Fo  =  Äi  cos  (|9  —  oj)  +  *a  cos(d^—  «i)., 

Bekanntlich  sind  X^y  Fq  die  Coordinaten  Aes  Punktes  Aq  m 
B^zug  auf  das  Syrern  der  Axen  der  Ellipse  oder  Hypierbel,  und 
RoCosAo,  RosinAo  sind  die  primitiven  Coordinaten  d^sseib^ 
Punktes.  Bezeichnen  wir  nun  die  primitiven  Coordinaten  des 
Mittelpunkts  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  7t,  T^  9  so  ist  nach 
der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordtnaten: 

RoCosAo==X-f  JIToCosd —  Y^siuB, 
RosiiiAo-=!tP-f -^sind-f  Fqüos^;. 
also 


1^    . 


Xr=RoCosAo~^oC<>'^^+  Fosinö, 
9==Bo8>n  Ao — XoBinS —  Focosd; 

und  folglich,  wie  man  mittelst  15)  leicht  findet: 

!X  =  Rocos  Ao-f  ^1  sinai  4- AT^si"^  ^1 9 
!(> = Rq  sin  Ao  —  K^  cos  «^ —  Ä'2  cos  «i . 

Die  beiden  Halbaxen  a,  b  lassen   sich    nun  endlich    auf  fol- 
gende Art  berechnen.    Mach  dem  Obigen  ist 

also 

und  folglich: 
.17) a=VJro«  +  ^Fo^    b  =  ~=', 

WO  immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  nrass, 
jenachdem  c  positiv  öder  negativ  ist.  Berechnet  man  den  Hfilfr- 
winkel  v  mittelst  der  Formel: 


MmHm  hmkm  §$kemdm  M$9$lHktiiU$  durch  Retkmmg,     197 

fr  die  beiden  Halbazen  a,  6  reelle  Werthe  liefert,  wodurch  uns 

db  Crlterlam  gegeben  ist,  mittelst  dessen  sich  immer  sicher  er- 

bonen  Ifisst»  welche  Werthe  man  bloss  für  B  setzen  darf;    dass 

ei  aber  ganz  gleichgClItig  ist,  welchen  der  beiden  IVerthe  to,  o>4-l^^ 

•der  m^ySfis  o+270o  man  für  6  setzt,  föllt  von  selbst  in  die  Augen. 


f.  5. 


1    /■ 


In  dem  Vorbeigehenden  ist  die  allgemeine  Auflösung  unserer 
Aufgabe  enthalten.  £s  kommt  nun  aber,  was  bei  diesem  Gegen- 
stände von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  ist,  darauf  an,  die  Fälle, 
in  denen  die  obige  Auflösung  aufhört,  anwendbar  zu  sein,  einer 
besonderen  Betrachtung  zu  unterwerfen,  wozu  wir  jetzt  übergehen 
«ollen,  nachdem  wir  die  folgenden  Bemerkungen  vorausgeschickt 
kdien,  welche  fflr  daa  Folgende  von  Wichtigkeit  sind. 

Zuerst  bemerken  wir,  dass  keiner  der  folgenden  Sinns: 

sin(a|  — Os),    sin(ai— «j),    sin(a| — «4), 

sin(4%  — iXg),    sin(a2  — «4),    sin(fl^— a^} 

fersch winden  kann,  weil,  wenn  dies  der  Fall  wSre,  offenbar  zwei 
der  ibnf  gegebenen  Punkte  mit  dem  als  Anfang  oder  Pol  ange- 
ionimenen  Punkte  A^  in  einer  geraden  Linie  liegen  würden,  wa9 
mit  der  in  §.  2.  gemachten  Voraussetzung,  dass  nicht  drei  der 
flhif  gegebenen  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen  sollen,  im 
Widerspruch  steht. 

Ferner  Ist  za  bemerken,  dass  auch  nie  die  Gleichung 

eies«ta(fi^— aj)  +  ^2^sin(aa— a8)  +  es^i8>n(ö8— ai)=0, 

oder  eine  fthnliche.  Statt  finden  kann,  weil,  wenn  dies  der  Fall 
hIm,  die  drei  Punkte  A^  A^,  A^  in  einer  geraden  Linie  liegen 


IM       ^rumrt:    ü€ber  die  B$$timmumtf  Hne$  ätgrck  'f9mf 


§.4. 

Ueber  die  vorhergehende  Aof lusung  sind  nun  aber  die  folgen- 
den wichtigen  Bemerkungen  zu  machen. 

Ua  man  von  dem  Winkel  6  nur  so  viel  weiss,  dass  er  zwischen 
0  und  360<^  liegt ,  so  weiss  man  von  dem  Winkel  2d,  welcher  durch 
die  Formel  "" 

taog2ö  =  2^ 

bestimmt  wird»   nur  so  viel,  dass  derselbe  zwischen  0  und  790* 
liegt.    Bezeichnen  wir  also  den  kleinsten  positiven  Wfnkel»   des- 

sen  Tangente  der  Bruch  ^  ist,   durch  2o>«  so  sind 

2i»,    2i»  +  18(K>,    2o+3e0o,    2iö+540o 
die  vier  Werthe,  welche  2d»   und  also 

die  vier  Werthe,  welche  6  haben  kann.    Bezeichnen  wir  den  dem 

Werthe  od  von  6  entsprechenden  Werth  von   , durch    «|,    so 

sind  nach  6)  die  den  Wertben 

CO,    ©  +  90»,    (o  +  180^    a)+270o 
von  6  entsprechenden  Werthe  von  | ;  ,  wie  leicht  erhelieD  wird: 

und  die  denselben  Werthen  von  0  entsprechenden  Wertbe  von  i 
sind  folglich: 

f,  +  r  e,-r  ei  +  r  e^^-r 

also,   wenn  wir  den  dem  Wertbe  a>  von  6  entsprechenden  Werth 
von  £  durch  ^  selbst  bezeichnen : 

1  1 

^    -,   f,   -• 

Bezeichnen  wir  nun  ferner  die  dem  Werthe  q>  von  d  ent- 
sprechenden Wertbe  von  Xq,  Fq  durch    Aq»  Fq  selbst,    so  sind 


Ms§ti9eämftl$  äBfxM 


V2,«-F«y.«.  V^^^^ir^'; 


V+«F,« 


V-(lo«+«Io*)5 


V 


V  +  ^n« 


.    \^^:73^»+«F,«) 


W7 


kr  dk  Wte  BaÜBEBB  c,  *  iMÜe  Werthe  liefcrt.  wofcrdb  «w 
äi  OriteriHi  fscgebca  kl,  Bittcbt  desMo  sich  mmmt  sMm'  er- 
fcmn  ISstt,  wdcW  Wcrdie  nua  Uom  ßr  6  cetieo  darf;  dmiw 
ai  aker  gan  gleicbsilti^  bt,  wdchen  der  beiden  Werthe»,  »-f  IM» 
ider  «-fgO*,  m+fn^  wum  ftr  ^«eCit,  mit  nn  selbst  ia  die  AngM. 


f.  5. 

b  dem  Veriicigcheade«  ist  die  aOgeaeiiie  AuflSsuDg  oBserer 
Aatgahe  CBthalteB.  Es  kenat  man  aber,  was  bei  diesem  Gegen- 
•lisde  TOD  gasz  bessodeier  Wicbtigiceit  ist,  daraaf  an,  die  Fillep 
m  denen  die  obige  Anflusmg  anfbort,  anwendbar  zu  sein,  einer 
besonderen  Betracbtnng  xm  anterwerfen,  woza  wir  jetzt  abergehen 
mUen,  nacbdem  wir  im  folgenden  BeflMrfcongcn  Toransgescbickt 
I,  welcbe  Ar  da#  Folgends  von  Wicbt^eH 


Znerst  beuicfken  wir,  dass  keiner  der  folgenden  Sinns: 

sin(a|  — i%),    sin(%— 1^),    sin(c^— cj, 

sin(fl^ — s^,    sin(fl^  — c^,    sin(a^ — m^ 

fcnchwinden  kann,  weil,  wenn  dies  der  FaU  wire,  ofesbar  zwei 
der  ifenf  gegebenen  Pnnkte  mit  dem  als  AnCaog  oder  Pol  ange- 


Pnnkt»  A^  in  einer  geraden  Linie  Regen  wilden,  wj 
ait  der  in  $.  2.  gemacbten  Voranssetzong,  dass  nicbt  drei  der 
faf  gegebenen  Punkte  in  einer  geraden  linie  Gegen  sollen,  im 
Widuayincb  siebt. 

Ferner  ist  an  bemerken,  dass  aaeb  nie  die  Gleicbnng 

idcr  sine  ihnficbe.  Statt  inden  kann,   weil,   wenn  dies  d 
«im,  die  drei  Pnnkte  J|,  ^,  Jt  »  «<■«'  S«»^^ 


1S$t       .^f^mn^i^triMer  dte^Bea^mmunp  eineä  tbarek  0lmfi\r 


.•  ■  j  * 


.  ■  I  •  •  *        • '' ,         ' 


"J 

I 

i 

.^  ^       ■  i 


■ .» 


If 


^^11,    V±(Ao«+.Fo«). 


«  « 


>» 


Ist  Dan  zuerst  s  positiv  und  der  gesuchte  Kegelschnitt  ab* 
eine  Ellipse,  so  sind  die  Ausdrucke:  v  -•  «^^ 


.  I 

I 

offenbar  sämrotlich  reell,  und  die  den  obigen  vier  Werthen  von  B   \ 
entsprechenden  Werthe  von  a,  b  einA  also,  wenn  wir  durch  a,  fc  '\ 
selbst  die  dem  Werthe  oo  von  B  entsprechenden  Werthe  der  bei- 
den Halbaxeo  bezeichnen: 

a,  6;    6,  a\    a,  ö;    b,  a. 

Ceberlegt  man  nun,  dass  nach  dem  Obigen  den  vier  Werthen 

von  6  immer  ganz  dieselben  Werthe  von  X,  y  entsprechen,  und 
dass  daher  durch  die  vier  in  Rede  stehenden  Werthe  von  6  offen- 
bar bloss  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  g^fede  Linien  be- 
stimmt werden,  so  ist  aus  allem  Vorhergehenden  klar,  dass  man, 
welchen  der  obigen  vier  Werthe  von  6  man  auch  für  *B  Süküi/b 
mag,  doch  immer  ganz  dieselbe  Ellipse  erhalten  wird,  ."M^ciie' 
durch  die  ffinf  gegebenen  Punkte  geht.  -    '   ji?) 

Wenn  ferner  e  negativ  und  der  gesuchte  Kegelschnitt valeo 
eine  Hyperbel  ist,  so  Ist  klar,  dassiromtfr  Mos»  entttwafar  dae  erato 
und  dritte,  oder  das  zweite  und  vierte  Paar  der  folgendeo^AnaltiicliMi 
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VJKo'-frero'.    ^~^^^i 


ttr  die  baidcD  Halbaxen  a,  6  reelle  Werthe  liefert,  wodurch  mie 
«in  Criteriom  gegeben  ist,  mittelst  dessen  sieb  immer  slcber  er- 
kenoen  Ifisst»  welcbe  Werthe  man  bloss  fQr  6  setzen  darf;  dass 
es  aber  ganz  gleiehgClItig  ist,  welchen  der  beiden  IVertbe  (o,  o>4-l80^ 
•der  m-f  90«,  o*f270o  man  für  6  setzt,  föllt  von  selbst  in  die  Augen. 


f.  5. 


•    /• 


In  dem  Vorbeigehenden  ist  die  allgemeine  Auflösung  unserer 
Aufgabe  enthalten.  £s  kommt  nun  aber,  was  bei  diesem  Gegen- 
stande von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  ist,  darauf  an,  die  Fälle, 
in  denen  die  obige  Auflösung  aufbort,  anwendbar  zu  sein,  einer 
besonderen  Betrachtung  zu  unterwerfen,  wozu  wir  jetzt  übergehen 
«ollen,  nachdem  wir  die  folgenden  Bemerkungen  vorausgeschickt 
hdben»  welche  ffir  daa  Folgende  von  Wichtigkeit  sind. 

Zuerst  bemerken  wir,  dass  keiner  der  folgenden  Sinus: 

sin(iV|  — Os),    sin(ir|— 03),    sin(a|— «4), 

sin(4%  — 1%),    sin(a2  — «4),    8in(a^— «4) 

rerschwinden  kann,  weil,  wenn  dies  der  Fall  wSre,  offenbar  zwei 
ia  flinf  gegebenen  Punkte  mit  dem  als  Anfang  oder  Pol  ange- 
•omneoeo  Punkte  Aq  in  einer  geraden  Linie  liegen  wfirden,  wa9 
■it  der  in  §.  2.  gemachten  Voraussetzung,  dass  nicht  drei  der 
Ifenf  gegebenen  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen  sollen,  im 
Wklerspnieb  steht 

Femer  ist  zu  bemerken,  dass  auch  nie  die  Gleichung 

^Q%$AMk  («1  —  «t)  +  ih.Qu  8>n  («2— «s) + ^«^i  «'"0  («» — «1) = 0, 

ote  rfne  fthnliche.   Statt  finden  kann,   weil ,    wenn  dies  der  Fall 
ivin,  die  drei  Punkte  Ax,  A^f  A^  in  einer  geraden  Linie  liege« 
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worden,  wie  leidit  aaf  fe^eade  Art  geieifct  werden  kiBB.  Die 
in  Rede  «tehenden  Ponkte  weiden  nimliefa  inmci  daurn  in  eis  er 
geraden  Linie,   deren  Gleichung 

Ist,  fi^en,  wenn  die  beiden  Constanten  G,  H  90  bestiauBt  wer- 
den kunnen,  daas  sie  den  drei  Gleickmgen 

t^  =  Gri  +  H,    P^=zGt^  +  H,    p^=^Gr^  +  H 

zugleich  genügen,  welchen  immer  dann  möglich  iat,  wenn  die 
Bedingungsgleichung,  welche  man  durch  Elimination  von  G,  B 
aas  den  drei  vorhergehenden  GEeidrangen  erbSiC,  cifiikint  Mhemm 
Gleichnn^  ist  aber,  wie  man  leicht  fndet:  .a-* 

j 

also,  wenn  man  §St  die  Coordinaten  fi,  9i;  1^,  %;  ^t  %  Vktm 
aus  §.  2.  beScanoten  Ausdrucke  einfuhrt,  wie  man  leicht  indet: 

^^sin («1  — ffj  +  fee8  8'"n(««— «»)  +  99Q1 8in(«i— «1)  =^  0, 
welches  die  obige  Gleichung  ist^  worans  das  zu  Beweisende  folgt 


§.6. 

Die  gaoze  oben  gegebene  BestimmuDg  der  durch  die  fünf 
gegebenen  Punkte  gehendeo  Ellipse  oder  Hyperbel  gründet  sich 
auf  die  Bestiniroung  des  Winkels  26  mittelst  der  Gleichung 

tang2(9  =  -^, 

welche  jederzeit  dann  nicht  muglich   ist,   wenn  zu   gleicher  Zeit 

M  =  0,    ZV=0 

ist,  so  dass  wir  also  diesen  Fall  zuerst  betrachten  müssen. 

Wenn  aber  zu  gleicher  Zeit  ilf  =  0,  iV=:0  ist,  so  ist  oae 
§.  3.  offenbar  auch  zu  gleicher  Zeit 

also,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  zuerst  P|,  dann  Pq  elirainin 

Po(QoRi-QiRo)  =  0,   Pi(QoRi-QiRo)=0; 

Mglich  offenbar  entweder 
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oder 

Sei  also  zuerst  zugleich 

Po  =  0,    Pi=0. 
In  diesem  Falle  wird  den  beiden  Gleichungen 

(l  +  «)/^)=— (1— 0(QoCos2ö+/?osin26),  "  ' 

(1  + 1!)  P,  =— (l— s)  (Qi  cos2d+ Äi  slil2d), 

auf  die  bekanntlich  nach  §»  3.  bei  unserer  Auflösung  Alles  an-, 
kommt,  fiSr  jedes  B  genügt,  wenn  man  e=l  setzt,  woraus  man 
sogleich  schliessty  dass  im  vorliegenden  Falle  der  gesachte  Ke- 
gelschnitt ein  Kreis  ist.  Zur  Bestiramung  von  Xq^  Yq  geben  die 
Gleichungen  11): 

2JloS>n  («1  ^«»)  =  — ^1  sin(ö  — «a)  +  ^sin(d— Ci), 
2FoSin(ai— 0^)=— PiCOÄ(d— aj)  +  faC0s(ö— ofi); 

oder^  weil  6S  offenbar  Terstattet  ist,  0=0  vä  seüten: 

P  ■ 

2JQ)Sin(cr|: — <^=     ^sinog^-^sinai, 
2Fosin  («1—02)= — Ol  eo^a^'{-q^costii  5 

^6lcKe  GfMchungen,  weil  $in(iV|— tcs)  "^^b  §•  ^*  i^i^ht  verschwin- 
^^t^  (Sjr  X>,  ^0  iinnaei'  endliche  völlig  bestimmte  Werthe  lleferiif. 

'^^a*'  JF,  )^  erhält  man  aus .  16)   die   endlichen  völlig  bectümiAteti 

^^^rtlie: 

3f = iRo COS Ao — Jfo ,    V  =  Ro sin ^o  —  lo ; 

^''^^  aus   17)  ergiebt  sich,   wenn  man,    wie   es   erforderlich    ist, 
«==1  setzt: 

wodurch  also  auch  der  Harbmesser  unseres  =  Kfeiises  und  daher 
^^^er  Kreis  selbst  jetzt  vollkommen  bestimmt  ist, 

Alan  kann  hier  noch  die  Frage  aufwerfen,  ob  vielleicht  a=6=0 
''^^»d^n  kznn.    Wäre  aber 

*^  ^'^fire  ^  =  0,    Fo=0,    also  nach  dem  Obigen: 


SOO       .ernnMri:^   ^ber  die  BesUmmtmff  eines  durc/^  /M/. 


■"> 


^ sin  1x2 ~ ^sin ai  =0,    Picosce^  — ^cosai  =0; 
woraus  sogleich  '''" 

also»  iDsofero  nicht  ^i=0  ist, 

sin(tf|~(%)=:0 

folgt y  was  bekanntlich  unstatthaft  ist.  Sollte  aber.  ^  =  0  mim^ 
so  würde  der  Punkt  Ai  mit  dem  Punkte  Aq  zusammenfallen,  und 
es  würden  al^o  hiebt  fünf,  sondern  nur  vier  Punkte  gegeben  sein» 
was  auf  eine  neue  Aufgabe:,  die  Beschreibung  eines  Kegelschnittt 
durch  vier  gegebene  Punkte  führen  würde,  mit  der  wir  uns  hier 
nicht  beäch&ftigen.    Daher  kann  nie  a  =  6=:0  iverden.  •'■*• 

Wenn  femer 

eoßi-eiÄo  =  0 


ist,  so  wird  den  beiden  Gleichungen 

Oocos2ö  +  Äo8in2ö=», 
Qi  cos  2^  +  1^  sin  2^  =  0 

offenbar  zugleich  genügt,  wenn  man  26  mittelst  einer  der  beidm, 
Formeln 

tang2ö=-^,    tang2ö=--^ 

bestimmt«  welches  aber  nur  dann  möglich  ist,  wenn  die  Gr8s9ea 
Qfif  'S^y  ^1»  Ri  nicht  zugleich  verschwinden,  was  wir  also  Ar 
jetzt  annehmen  wollen.  Hat  man  nun  aber  26,  und  demnacb  andi^ 
6,  auf  diese  Weise  bestimmt,  so  wird  den  beiden  Hauptgleicbange% 

(l  +  «)Po  =  ~(l-«)(OoCos2ö  +  Äosin2ö), 
(l+s)Pi  =  —  (1— e)  (Qi cos2ö  +  l^sin20) 

genügt,  wenn  man  e  =  —  1  setzt,  woraus  man  sogleich  schliess|ty 
dass  im  vorliegenden  Falle  der  gesuchte  Kegelschnitt  eine  gleicli- 
seitige  Hyperbel  ist.  Zur  Bestimmung  von  Xq,  Vq  hat  man  nach 
11),  wenn   man  f=:  —  l  setzt,  die  Gleichungen; 

2XQsm(ai  —  «a)  =  — PiSin(ö— c%){cos(ö— «i)* — sin(d— cr|)^t      ' 

-f  i^sin(d— ai)|cos(9 — o^)* — sin(ö — 0^^, 

2Fosin(a,— «a)=     p,cos(ö— ajj){cos(ö— «i)*— sin(Ö— «i)»} 

—  ^cos(ö— ai)(cos(ö— 0^)* — sin  (ö— 0^*1; 
also: 
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li;,  8iii(fl%^H%)  =  -  pi«iii(d-«^)cos2(d-a,)+^ln(d-«i)ca»2(^i%), 

•  i' 

SFo8in(a2— <%)=    ^iC08(6-aa)co82(d-ai)— eaCOs(d— «,)co82(ö— «^; 

aittelst  welcher  Gielchangen  man,  weil  8in(a^-— o^)  nicht  irer- 
schwindet 9  fär  Xq,  Y^  immer  endliche  völlig  bestimmte  Werthe 
erhSit.    Zor  Bestlmmang  von  M,  P  hat  man  hacli  16)  die  Formeln : 

j|=R^co8Äo — -XoCO«ö+  Fosind, 
P=:RQ8inAo  —  X^smO — YqQ0b6\ 

Ae.fQr  JE«  Tf  gleichfalls  endliche  Töllig.  bestimmte  Werthe  liefern. 
Fflr  B  erhSlt  man  bekanntlich  eigentlich  vier  Werthe ,  woraus  sich 
dami  auch  vier  Paare  von  Werthen  der  Coordiiiaten  JTo»  Yq  er- 
geben,  was  aber  bekanntlich  auf  die  Bestimmung  von  X,  Tf  gar 
keinen  Einfluss  ausübt.  Die  den  in  Rede  stehenden  vier  Wer- 
then TOB  B  entsprechenden  Werthe  von  a,  b  sind  nach  ^,  4.: 


VJKo*-Fo«, 
V-(Ao*-Fa«), 


V-(Ao«-Fo«); 

VAo«-Fo«; 

V-CJTo^-Fo«)'; 


ond  man  inn^s  nun  fär  6  immer  einen  der  beiden  Werthe  setzen, 
^e  för  a,  6  reelle  Werthe  liefern;  welchen  dieser  beiden  Werthe 
von  B  man  aber  wählt,  ist  an  sieh  ganz  gleichgültig.  Auch  hier 
llsst  sich  wieder  die  Frage  aufvierfen,  ob  a=6=0  sein  kann. 
Es  erhellet  aber  leicht,  dass  eine  gleichseitige  Hyperbel  sich 
ihren  Asymptoten  desto  mehr  nähert,  je  näher  ihre  einander  glei- 
chen Axen  der  Null  kommen.  Sollte  also  a=:6  =  0  sein,  so 
mOssten  die  fSnf  gegebenen  Punkte  offenbar  in  zwei  sich  schnei- 
denden geraden  Linien  liegen,  was  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen jedenfalls  unstatthaft  ist.  Daher  kann  nicht  a=6=0  sein. 

Vorzllglicb  müssen  wir  nun  noch  den  Fall  betrachten,    wenn 

nimlicb  nach  9.  3. 

^  sin  (fl^— tfs)  CO*  2«! + ^a  sin  («j— «1 )  cos  2aj+ q^  sin  («i  — ^co82o(8=Q» 
^sm(fl^— 09}  sin2ori-|-CaS>'>(<^3—<^i)'s>'i'^<)^  +  ^8in(ori— a2)sin2a3=0, 
fisn<c%— «4)008  2o^-f^sin  («4— «t)  co82a8+ ^4sin(a2— «8)co«2«4=0, 
fisni(<% — ff4)8ln2i%-f  ftsin(a4— tt^8in2c%  -|-  ^4sin(iii^^o(8)8in2«4=30 
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ist,  t#wggti>wt»t,  daM  diese  vier  GleidiingeB  füfiiisp  «iMI 
reo  konoeD,  worfiber  wir  sogleich  io's  Klare  n  kommen  sachflH 
wollen.  EIhninirt  man  aos  den  beiden  ersten  Gl^chnngen  ^ ,  ais 
den  beiden  letzten  f^  so  erhitt  num  die  beideB  {»IgieBdes  GfteicktfigeB 

^8in(ii^— 4%)sin2(i]^~o^-|>^sin(i]^ — o^sin2(i% — a^=0»    . 
^8in(o^  — a4}sin2(a;4  — o^-|-^8ln(a4 — a^m2{a^ — o^=0 

oder 

(^ces(i^  ^fl^— 9,css(i4  — ii^)|sin(i4  ~s^sin(s^  — i^=0, 
|^co8(4% — «4) — (>ieos(a^ — a4)isiB(o^— «;«)siD(c% — «|)=0;  , 

also,   wtnl  keiner  der  Factoren 

▼erschwindet : 

^cos(a|  — flEs)— 9,cos(i]^— ai)=0, 
^cos(i%— <%)  — ^co8(ii^ — a4)=:0; 

also,    wenn  man  ^  eliminirt   nnd  bed^ct,    dass  ^    ni<dit  ▼€ 

schwindet : 

eos(oi — Oa)cos(a3 — «4) — G08(ori  —  cfj)cos(a5 — a^  =0, 

oder,    wie  man  leicht  findet, 

sin  (of|  —  C4)  sin  (a^  —  n^)  =:  0, 

nnd  folglich 

sin(ai — «4)=©  oder  sinCa* — ce^)=0, 

was  nnstatthaft  Ist;   daher  können  die  vier  Gleichungen 

©4=0,    Ä;>=rO,    ©x=0,     l?i=0 

nicht  zusammen  existiren,  und  es  giebt  also  im  vorliegend 
Falle,   wo 

ist,  immer  eine  dorch  die  fünf  gegebenen  Punkte,  von  dem 
nicht  drei  in  einer  geraden  Linie  liegen,  gehende  gleichseiti( 
Hyperbel. 

Man  kann  sieb  endlich  noch  die  Frage  vorlegen,  ob  zugM 

P4,=50.    Pi=0,    QoRi-Qtt^^O 


•MO  kaMk  Nehmen  wir,  um  diese  Frage  bu  beantworten,  die 
diei  rontehendeo  Gleichungen  als  erf&llt  an  und  bestimmen  aus 
der  enteB  ^sln(fi%— %);  aus  der  sweiten  P4sln(a^— c%),  und 
Ahrwde  erhaltenen  Ausdr(icke  in  .die  BrQche 

Kr    und    Tj- 
0  *n 

CID,  80  erhalten   wir: 

Oo  _  fasinfa — tft)(cos2aa--co82a,) + ^3  8in(gx — aa)(co82cfg-~cos2a| ) 
|^'~^eiD(<%-^«l)(sin2(%— sin2a,)  +  ^  sinCo^^-a,)  (slniJa— ein*l«i)' 

ft^Mpfa— ^)(cog2qg-"Coaaki^  +^sin(g4— gt)(cos2g»— cos2q^ , 
^""^einCos — a4)(8in2a^— 8in2a4)  -f-^ 810(04—02) (8in2ag«-sin2«(«)  * 


^ {Q%a\ii(ai  +Oa)  —  g8»*'"(«i +«8)1  «'"(«i  — Ca)g'"(«i  — g^) 

ifj"""*!  ^cos  («1  +  «a)  —  ^  cos («i  +  03)  1  sin  («i  —  o^)  sin  (0^  —  c^)' 

ft_    I ga8in(ag  +  «4)  —  gs  «'" («s  +  «4)  I  »'"  («g— «4)  «'n  (03  —  04)  . 
l^""    l^cos  («9  + V  ""  ^  ^®®  («8  +  «4)  1  8»n  (««—«4)  sin  («e  —  «4)  * 

MgRehy   weil  keiner  der  Factoren 

8in(oi— oj),    sin(ai— 03),    8in(aj|--a4),    8in(ag  — 04) 
TerschwlDdet: 

Qo  __  ea«ln  (ai  +  «2)  —  Ps  «'"  («i  +  ^^a) 

Qi  __^alp  («« -f  P4)  -"  ^  sin («3+04) , 
Ä,.""      ^cos(os  +  «4)  —  ^8^08(03  +  04)  ' 

ako,  wegen  der  dritten  der  drei  vorausgesetzten  Gleichungen: 

.1 

^«m(«i+ga)-g8gfa(«i4«8)^ggsin(cga  +  a4)-^e,Bio(€%-fa4) 
h^Vi  +«^'— ^cos  (ai+a^)      g^coB  (««+«4)  ^  p4CO«(«8+«4) ' 

woraus  man  mittelst  leichter  Rechnung  die  Gleichung 

l  ea^+ es^  -  2e2p3  cos  (««- «i»)  l8"D  («1  —  «4) = 0 . 
■  iiiOx  weil  sin((i| — «4)  nicht  Terschwindet^  die  Gleichung 

r 

lPltfa+ ^^-^2p«^cos(a8— «a)=0 
■hilt    Nun  ist  aber. 


AtA,*  =  (li-*»)«+ (%-^>,)". 
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I. .. 


A^A%*  =  iQ%  cos  fl^ — ^  cos  !%)•  +  (AiBini% — ^  ein  c^^, 
woraus  man  mittelst  leichter  Rechnong 


folglich  nach  dem  Obigen 


'k : 


A^A^  =  0 

erh&lt,  was  angereimt  ist,  weil,  wenn  diese  Gleichung  Statt  finAfn 
sollte,  die  Punkte  A^  und  A^  zusammenfallen  mfissten,  also  üicbt 
iäilf,  sondern  när  ^er  Punkte  gegeben  sein  werden.  Dahet  k&siii 
nieht  zugleich 

Po  =  0,    Pi=0,    QoRi-QiRo^O 

sein. 


§.7. 

Wenn  nun  aber  auch  M,  N  nicht  zugleich  verschwinden  ut^^ 
daher  6  bestimmt  werden  kann,  so  erfordern  doch  die  Fälle»  w^s^v 
dann  s  entweder  unbestimmt  ausföllt,  oder  verschwindet,  oder  na- 
endlich  wird,   noch  eine  besondere  Betrachtung. 

Nach  21)  ist 

'-■ "To*     '--Fl' 
und  £  wird  also  nur  dann  unbestimmt  ausfallen,  wenn 

r7o=o,   Fo=o,   t;i=o,   Fi=o 

ist,  wobei  zugleich  leicht  erbellet,  dass  diese  Gleichungen,  wer>^ 
sie  für  einen  der  vier  Werthe  von  6  erfüllt  sind,  jederzeit  för  all^ 
vier  Werthe  dieses  Winkels  erföllt  sind.  Aus  den  vier  obig^^ 
Gleichungen  folgt  aber 

Ü0+  Fo=Po=0.     P,  +  F,=P,=0; 

also 

PoQi-PiQo=     2ilfsin(«i-«s)  =  0, 
/>oRi  - />,  IZo=-2A8ln  (oj -«i)  =  0; 

folglich,   weil  sin(«(| — c^)  nicht  verschwindet: 

ilf=:0,    ZVssO; 
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ins  der  VoraoMetzung»  dats  ilf ,  N  nicht  zugleich  verschwinden 
MÜeo,  widerspricht.  Wenn  also  M,  N  nicht  zugleich  verschwin- 
den, wird  6  nie  unbestimmt  ausfallen. 

Wenn  t  flir  einen  der  vier  Werthe  von  6  verschwindet«  so 
TcncbwiDdet  s  offenbar  auch  fOr  den  um  180^  von  diesem  Werthe 
TOD  6  verschiedenen  Werth  dieses  Winkels,  und  fOr  die  beiden 
uderen  Werthe  von  0  wird  c  unendlich;  und  wenn  e  Rlr  einen 
der  vier  Werthe  von  0  unendlich  wird ,  so  wird  b  offenbar  auch 
ftr  den  um  180^  von  diesem  Werthe  von  0  verschiedenen  Werth 
dfeees  Winkels  unendlich«  und  für  die  beiden  anderen  Werthe 
HB  0  verschwindet  e.  Hieraus  sieht  man«  dass«  wenn  s  fiber- 
iupt verschwindet  oder  unendlich  wird,  es  immer  für  zwei  um 
KO'von  einander  verschiedene  Werthe  von  0  unendlich  werden 
M,  so  dass  es  also  genügt,  bloss  diesen  Fall  zu  betrachten. 
Rebmen  wir  nun  demzufolge  an ,  dass  t  ffir  zwei  um  180^  von 
Mander  verschiedene  Werthe  von  0,  die  wir  durch  ö  und  C3-f  180^ 
kieichnen  wollen,  unendlich  werde,  so  sind  für  diese  beiden 
Werthe  von  6  die  Gleichungen 

Fo=0,     F,r=0 

•Mit.    In  diesem  Falle  lässt  sich  aber  durch  die  fünf  gegehe- 
M  Punkte 

mmer  eine  Parabel  beschreiben,  nie  nun  gezeigt  werden  soll. 
Zo  dem  Ende  bezeichne  man  den  Parameter  der  gesuchten  Pa- 
nbel  durch  p  und  nehme  deren  Scheitel  als  Anfang  und  ihre 
Axe  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  X  eines  rechtwinkligen 
^rdinatensystenis  der  XY  an,  in  welchem  man  den  positiven 
"beil  der  Axe  der  F  so  annimmt,  dass  man  sich,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  X  durch  den  Coordinatenwinkel 
■»dörch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  F  zu  gelangen, 
'^b  derselben  Richtung  hin  bewegen  rouss,  nach  welcher  man 
"Cb  bewegen  muss,  um  im  primitiven  Coordinatensysteme  von 
den  positiven  Theile  der  ersten  Coordinatenaxe  durch  den  Coor- 
«Datenwinkel  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  zweiten  Coor- 
■Batenaxe  zu  gelangen.  Die  Coordinaten  der  fünf  gegebenen  Punkte 

"dem  Systeme  der  XT  seien  respoctive : 

Xqj    Mo 9     Xyj   l'i ;     X^,    r2 ;     A3,    l^;     A4,   F4, 

'*o  dem  Scheitel  der  gesuchten  Parabel  ziehe  man  eine  mit  dem 
Miren  Theile    der    ersten    primitiven   Coordinatenaxe   parallele 
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und  gleich  gerichtete  gerade  Linie  aos  und  bezeichne  de«  mit 
dieser  Linie  tou  der  Axe  der  Parabel  eingeschlossenen 5  auf  ge- 
wohnliche  Weise  von  0  bis  W^  gezählten  Winkel  durch  6;  so 
hat  man  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  in  §.  3.  die  folgenden 
Gleichungen : 

|Fo  +  ^iSin(«i  — ö))«— ;j{2ro+PiCOs(a,— e))=0, 
{Fo  +  ^sin(a2— ®))«— p{Ä;,+eaC0s(a2— ö))  =  0, 
{Fo  +  P3sin(of8  — ®)|a-p{J[o+^8C08(c^  — 0))=O, 
{ Fo  +  94sin(a4 -.©)}« -ji?{JKo  +  P4C08(a4—®))  =  0. 

Zieht  man  die  erste  dieser  fiinf  Gleichungen  von  den  vier  ande- 
ren ab,   80' erhält  man  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

2Fo8in(®-ai)  — pisin(®— tfi)*  +  ;>cos(®-a|)=0, 

2Fosin(®— «2)— ^as>n(®— «2)*  +  pcos(®— «2)=0. 
2Fosin(®— «s)  — PsS"n(Ö-«3)*+pcos(®— a3)=0. 

2  Fo  sin  (®  -  «4) — p4  sin  (®  —  «4)2  +  p  cos  (© — a4)  =  0. 

Multiplicirt  man  die  drei  ersten  dieser  Gleichuagen  nach  der 
Reihe  mit 

sin(aa— «3)»    sin  («3  —  «i),     sio(a|--a.2); 

die  drei  letzten  mit 

sin  («3— «4),     sin  («4—02),     sin(a2  — «3); 

und  addirt  dann  in  beiden  Fällen  die  Gleichungen  zu  einander, 
so  erhält  man,  weil 

sin  («2 — «3)  sin  {ß  —  «i)  +  sin  («3  —  «1)  sin  (0 — «2) 

+  sin(ai— 'a2)8in(0 — «3)  =0, 

sin  («2 — «3)  cos(0 — cfx)  +  sin  («3  — ax)cos  (ß —  «2) 

-|-sin(cif| — a2)cos(ö — 0^)  =0 
und 

sin  (»3  —  cif4)  sin  (0 — «2)  +  sin  («4 — «2)  sin  C0  —  «3) 

+  sin  («2— «3)  sin  (0 — «4)  =0, 
sin  (0^3  —  «4)  cos  (% —  OL^  +  sin  (of4  —  «2)  cos  {ß — «3) 

+  sln(cf2  — cif3)cos(d — «4)  =0 
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U,  db  bttden  folgenden  GleicbaDgen: 

fisia(a^-<%)8in  (ö  —  «i)*  +  fesiri  (a,  —  «j)  sin  (ö— «,)• 

+  ps  sin  («I  — «^  sin  (6—«,)*  =  0, 

f^8io(i^  — ff4)sin(^— at)*+e8«ln(a4— Oa)sin(#— «,)* 

+  p4sin(aa— ft^)8in(6  — aj*  =  0; 

ud  die  Möglichkeit,  durch  die  fflnf  gegebenen  Punkte  eine  Para- 
bel n  beschreiben,  hängt  also  davon  ab,  dass  sich  B  so  bestim- 
■eo  liest,  dass  diese  beiden  Gleichungen  erftlfft  werden.  Weil 
■n  aber  nach  der  Voraussetzung,  für  0  =  ö  und  6  =  0  -\- 180<^, 

Fo  =  0,     Fi=0 

Hi  80  ist  klar,  dass  auch  die  beiden  obigen  Gleichungen  erfflllt 
«trdeo,  vrenn  man  ^:=g5  und  ^  =  €5  -f  180^  setzt,  wodurch  die 
kkaupteto  MSglicfakeit  der  Beschreibung  einer  Parabel  durch  die 
kifg^ebenen  Punkte  im  vorliegenden  Falle  im  Allgemeinen  er- 
wiesen ist  Zur  Bestimmung  von  p  und  T^  erhält  man  aas  den 
•Kgei  Gleichungen  leicht  die  folgenden  Formeln: 

_     pi  sin  (8— tti)*sin  (6— a^)  —  ggsin  {S^a^'^sifk  (^-^i) 
^  ""  sin(ai— «a)  * 

y  __     Qx  sin  (6— Ci)^co8  jB—ci^)  —  q^  sin  (ö—  «j)*  cos  (ß-^-^t^)  ^ 

2sin(a| — «2) 

^<a  denen  man  zu  beachten  hat,  dass  sin(a| — r^)  nicht  verschwin- 
fct  Leicht  erhellet,  dass  p  für  6  =  0  uod  0=0 -|- 180^  abso- 
■  gleiche,  dem  Zeichen  nach  aber  entgegengesetzte  Werthe 
^t;  Qnd  da  nun  p  seiner  Natur  nach  positiv  ist,  so  kann  nie 
^Zweifel  bleiben,  welchen  der  beiden  obigen  Werthe  man  för 
^  «1  setzen  hat.    Endlich  findet  man  X^  mittelst  der  Formel 

^      p 

^die  primitiven  Coordinaten  X,  1^  des  Scheitels  der  Parabel 
^6n  sich,  wie  frfiber  die  primitiven  Coordinaten  des  Mittel- 
'"^  der  Ellipse  oder  Hyperbel,  mittelst  der  Formeln: 

iK  =  R^cosAo  — JQ>co8Ö+  Fosinö, 

P =Ro  sin  Ao  —  -^0  «''"  ^  —  ^0  ^^^  ®» 

V<>rzfig|lch  entsteht  nun  noch  die  Frage,   ob  p  verschwinden 
^}  well  man  nur,   wenn  dies  nicht  der  Fall  iti^t,   für  X^  einen 
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endlichen  völlig  bestimmten  Werth  erhält.    Darch  Eliminäfidn  to« 
Fl)  aus  je  ziveien  der  vier  Gleichungen : 


2Fo8in(e— «,) 
2Fo8ln(©— «^ 
2Fosiii(©— oj). 
2Fo8in(e— «4) 


-^6in(6^< 

^s8in(^- 
P48in(6< 


«2)*+  pco8(6- 
•«4)*  +  pcoe(®. 


«1) 
02) 


0. 

0, 
0 


erh&lt  man  die  sechs  folgenden  Gleichungen: 


p8in(ai— O}) 
ji>sin(ofi— «s) 
psio(ai— «4) 

pBin(a2— tts) 

P8in(cf3— Of4): 


l  pi  8in(ö— «1) 
{^i8in(®-«,) 
{pj8in(e— «i) 


1^2810(^—02) 

{^8in(ö— «2) 
{^3sin(®-a3)' 


P4S 
^s 
^48 
^48 


n  (©—«2) )  sin  (Ö— «i)  810(9—0^, 
n  (®— «3) !  8«n  (®— «i)  8in(ö— 1^), 
n(ö— «4)  }8in(6 — flri)8io(9— >oJ, 

n  (®— «3)  I  sin  (©—«2)  8"n(©— 4%). 
n  (©—«4)  I  «»n  (©-«2)  8io(©— «J(, 
n(©— «4)  ^  8in  (Ö— Oe)  siii(e-.i^ 


und  wäre  also  p  =  0»   so  wäre: 


{p,sin(0— «1) 
!pi8in(0 — «1) 

1^28"«  (©  —  «2) 
|(>2  8in(0--«2)- 
{^3sin(0~«3)- 

Zwei  der  Grossen 


-p28iD(® 
93  sin  (&  ■ 
p4sin(©- 
P3sin(0- 
^4sin(ö- 
^4sin(0- 


-a2)l8in(0 
-«3)|sin(0- 
«4)|8ln(0- 
«3))sin(Ö- 
«4)}sin(0- 
«4)!sin(0- 


-ai)sin(0 
•aj)sin(0- 

eej)8in(0- 
02)S*>^(© 

•rt2)sin(0- 
«3)sin(0 


-«2) 

«3) 
«4): 

«3)  = 
«4): 

«4): 


=0, 

0, 
0, 
0, 

:0. 


sin(0— -«i),    sin(©  —  a^,    sin(0  — «3),    8in(Ö  —  a^ 

können  nicht  verschwinden;    denn  wäre  etwa 

8in(© — ciei)  =  sin©co8«x  —  cos^sin«!  =  0, 

sin  (0  —  «2)  =  8in  &  cos  «2  —  cos  0  sin  «2  ==  0 ; 

so  wäre 9    wie  man  leicht  findet,    wenn  man  aus   diesen   beiden 
Gleichungen  zuerst  cos@,   dann  $in@  elimiuirt: 

sin  @sin  (ce^  —  ct^  =  O9    cos  ©sin  (ce^  —  »%)^0; 
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aito,  weil  •iD(«i— «s)  nicht  vergeh  windet , 

sinSssOy    cos6  =  0; 
wu  DBgereimt  bt,   weil 

6in9>-|-co8es=1 
Ict   Verschwände  also  von  den  vier  Gröeeeo 

fbe,  etwa  aio(6  — cC|),  so  würden  die  drei  anderen  nicht  ver- 
KkvrmdeD«  und  ans  den  sechs  obigen  Gleichungen  folgte  dann: 

^8in(6  — 04) — ^3  810(0  — «3)  =  0, 
^8in(ö  — «s^  — P48in(ö  — «4)  =  0, 
^  ein  {ß  —  Äj)  —  p4  ein  (ö— «4)  =  0 ; 

M  Gleichungen 4  von  denen  eine  jede  eine  Folge  aus  den  bei- 
jin  anderen  ist  Die  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  bringt 
jtn  leieht  auf  die  Form: 

(^cos  «2 —  ^  cos  as)sin  6 —  {Q2^\na^  —  ^3  sinag)  cos  6  =:  0, 
(^cos  «2 — p4C0Sci4)sin  6  —  (p2  sinct^  —  P48ina4)  cos  #  =  0; 

ilso,  wenn  man  zuerst  cos#,    dann  sind  eliminirt: 

I  ü^  sin  (««  —  «s)  +  PsP*  8""  (**3  —  ***)  +  P4P2  sin  («4 — ««) )  sin  6  =  0 , 
Ieift8in(«a  — «3)+9i?48"n(«3— «4)  +P4^2S"d(«4— «2)lcos#=0; 

folglich,   weil  nie  zugleich 


8ine  =  0,    co8#  =  0 


bt: 


^P»«n(«»— «3)  +  ^8p4»«n(«3— «4)+  ?4p2  8>n(«4— «a)  =0; 

Uer  wflrden  nach  9.  5.  die  drei  Punkte  A*^^  A^,  A^  in  gerader 
Linie  liegen,  was  der  Voraussetzung  widerstreitet  Hieraus  er- 
giebt  sich  nun,   dass  keine  der  Grössen 

sin (9 — «1),    sin(®  — «2)»    8in(0— aj),    8in(ö— «4) 

Mmehwindet;    und  aus  dem  Obigen  erhält  man  also  die  sechs 
CMchnngeB : 


4i«  aber  •fcabar  aUe  io  dca  drei  Gieiclrngga: 

cadbaHea  somL  Aus  diesen  GleichugeB  schliesst  laaa  aaf  g«f 
ÜnBche  Art  wie  obea,  da»  sowoiil  £e  Punkte  ^|,  4b»  ^;  ^ 
anch  &  Ponkte  il^,  J^,  A^;  ab  auch  die  Punkte  Ag,  A^,  A^i 
dann  also  die  Tier  Pnokte  A^»  4i>  4s>  4«  io  gerader  Linie  Begte 
siMten,  was  wieder  g^en  die  Voraussetzung  streitet.  Hieraas 
etgiebt  sich  also,  dass  unter  deo  gemachten  Vorauscetgnngen  nie 
p=0  werden  luuin,  und  dass  sich  daher  im  rorliegenden  FaDe» 
wenn  man  nämlich  für  tang  2^  einen  vOllig  bestinimten  Werth 
'findet»  und  f  Terscbwindet  oder  anendiich  wird,  durch  die  fünf 
gegebenen  Punkte  A^,  A^,  A^,  A^,  A^  immer  eine  Parabel  be- 
schreiben lässt. 

§.8. 

Wenn  nun  aber  auch  keiner  der  vorher  betrachteten  FSlle 
eingetreten  ist,  so  kann  man  immer  noch  fragen,  ob  a  =  0,  und 
also  nach  $.  3.  auch  6  =  0  werden  kann.  Wenn  aber  a  =  0  ist, 
mo  ist  nach   17) 


also 


•  2 

f 

^Fo«- 

0, 

f 

—  . 

V 

> 

wo  weder  Xq,  noch  Tq  verschwindet,  weil  keiner  der  vorher  be- 
trachteten Fälle  eingetreten ,  also  f  weder  unbestimmt  ausgefallen, 
noch  der  Null  gleich ,  noch  unendlich  geworden  sein  soll.     Ffir 
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ist  nun  nach  ^.  3. 

{ 2  Jro-{-eiCos(d— 14)  t  cos  (ö— «1) =—  ^{2  Fo~pi»in(ö-«i)|»in(Ä— «1), 

1 22i:;,+p,co8(Ö-«^ )  cos  (Ö-«^ = — ^!t2  Fo-(f,sln(Ö-«,)l  8in(Ö-«j), 

«0 

\  22:o+o»co«(d-««8)  icos  (ö  -  et,) =— &i  ro-e»«>n(ö-«»)<  «'"(*-  •»)» 

X  * 

{ 22Q)+^4Cos(d-«4)  }co8  (Ö— «4)=— irät2  Fo— e48>n(^-«4)l  8in(d-«4) ; 

also: 

2*oFo{-yo8in(6— «i)+  FoCos(Ö— a^)! 

2;r«Fo{J!;>8iD(Ö— «,)+  FoCos(ö— «a)) 

=  Pal  ;i:o*«in  (Ö-«2)*- Fo«co8  (ö-««)«|, 
2JiiFo{Jli8in(0— «,)+  Focos(ö-«8)l 

=:p3{Xo*8in(Ö-«8)*—  Fo«C08(d-«s)')» 
2^Fol-X;)8in(d-Ä4)+  FoCos(Ö  — «4)1 

=  P4{:¥o«siD(Ö-«4)*-  FoaC08(ö-«4)*|. 

Zuerst  ist  nun  zu  bemerken  ^   dass  nicht  zwei  der  Grossen 

^Qsin(ö— «i)+  FoC08(ö— «i), 
Xq  sin  (ö — «a)  +  F©  cos  (6  —  «a)  • 
-Xosin(ö--a3)  +  Focosfö—aa), 
Xq  sin  (ö  —  «4)  +  Fo  cos  (ö — «4) 
verschwinden  können;   denn  wäre  etwa 

JTosinCÖ— «1)+  FoCos(Ö— «i)=0,- 
^oSin(d — «2)+  FoCOs(ö  — aa)=0; 
so  wäre  y  wie  man  auf  der  Stelle  durch  Elimination  von  Y^  erhält : 

Ao8in(ai  — aa)=09 


2B         Cruneri:    VeHr  die  Bettimmtmf  eimes  ämrcä  fimf 
also,    weil  X^  Dicht  verschtnadet, 

was  gegen  die  Voraossetzaog  streitet  Also  werden  jederzeit  drei 
der  Tier  obigen  Grossen  nicht  verschwinden,-  and  sind  aon  diese 
drei  nicht  verschwindenden  Griisi^en  etwa: 

-¥osin(ö  — «s)+  FoC08(ö— «,), 
JT^sinCö— «3)+  Foco8(d— «3); 

so  folgt  ans  den  Gleichungen  -     * 

2^ro{^8in(Ö-«i)+FoC08(Ö-«i)J 

=  Pi{Jlo*8in(ö~«i)*-  Fo«co8(0— «i)«U 
OiFot-IisinCö— «x)+IoC08(Ö-«a)} 

=  ()4{^«8in(ö~«J«-  Fo«cos(Ö— H)*t 
22;,Fo{i:o«n(ö— «i)+ FoCos(Ö— «3)} 

=  ^  i  Jlo«sin  (ö  -  o,)«—  Fo«  cos  (Ö— a,)«! 

dnrch  Division  mit  den   drei  vorstehenden  Grossen : 

IXqYq  =  pi  t Aosin(ö— Ol)—  Focos(ö— «i)!, 

2-XoFo  =  P3  t-^osinCö— «3)—  Focos(ö—  «,)}; 


oder: 


2  siD(^ — «i)        cos(ö  — «1) 


2  sin(ö — «2)        cos(ö — «2) 

2  sin (ö— «3)        cos (ö  —  «3) . 

also,   wenn  man  diese  drei  Gleichangen  nach  der  Reibe  mit 

sin  («a  —  «3) ,    sin  («3 — «i),    sin  (etj  — o^) 

multiplicirt  und  dann  zu  einander  addirt,    weil>    wie  wir  schon  in 
§.  7.  gesehen  haben: 
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wi(H--H)«u(<^--«i)i«>o(a,--^)sin(9— <t^-F8in(«i--«i)mD(^ 
«i(i^-ii|)eo«(d--«i)+»iD(«g-ai)co«(6— ^+8in(«i--«,)co«(d— «8)==0 


i|  W, 


9k  9%  09 


fder 


ftei«iö  («1  —  ««)  +  ftfc^  «««n  («*— «a)  +  ftiPi  8"n  («8 — «i)  =  0 , 

voraus  sich  nach  §.  5.  ergiebt,  dass  die  drei  Pankte  Ai,  A^,  A^ 
h  gerader  Lioie  liegen  mfiasteo.  Da  dies  gegen  die  Voraus- 
Ntniiig  streitet,    so  kann  nicht  a  =  0  sein. 

Ich  habe  mich  in  dieser  Abhandlung  bemQhet,  alle  muglichen 
lUe  sorgfitltig  zu  unterscheiden,  und  Formelu  zu  entwickeln, 
j  ktA  welche  die  Bestimmung  eines  durch  fünf  gegebene  Punkte 
«enden  Kegelschnitts  auf  dem  Wege  der  Rechnung  leicht  mOg- 
[U  ist,  indem  mittelst  dieser  Formeln  die  den  gesuchten  Kegel- 
ickoitt  der  Lage  und  Grösse  nach  bestimmenden  Elemente  un- 
vittelbar  aus  deo  rechtwinkligen  oder  polaren  Coordinaten  der 
ftrf  gegebenen  Punkte,  ohne  irgend  welche  Zwischeu- 
rechoungen,  abgeleitet  werden  kunoen. 
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Ueber  einige  Lehrsätze  der  Statik» 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Minding 
an  der  Universität  zn  Dorpat. 


Der    Satz   von    Chasles. 

Ein  sehr  bekannter,  von  dem  vorgenannten  Mathematiker  ge- 
fundener Satz  betrifft  das  Tetraeder«  welches  zwei  EürSfte,  die 
einem  gegebenen  Systeme  von  Kräften  an  festverbundenen  An- 
griffspunkten gleichgelten,  in  so  fern  diese  in  gewohnter  Weise 
durch  Linien  dargestellt  werden,  zu  gegenüberstehenden  Kanten 
hat.  Dieses  Tetraeder  hat  nämlich  stets  denselben  Inhalt,  wie 
auch  das  gegebene  System  durch  zwei  Kräfte  ersetzt  werde. 

Der  Beweis  dieses  Satzes,  welchen  Herr  Professor  Mobins 
im  vierten  Bande  des  Crelie*schen  Journals  und  in  sei- 
nem Lehrbuche  der  Statik  S.  122.  mitthellt,  beruht  darauf, 
dass  das  Tetraeder,  wovon  die  Kräfte  P  und  Q  zwei  gegenüber- 
stehende Kanten  sind,  oder  das  Tetraeder  (jP,  Q),  dem  Produkte 
aus  der  einen  dieser  Kräfte,  z.  B.  Q,  in  das  statische  Moment 
M  der  anderen  Kraft  P,  in  Bezug  auf  eine  durch  Q  gelegte  Axe 
genommen,  also  dem  Produkte  Q,M  proportional  ist.  Führt  man 
aber  die  Mittelkraft  R  von  P  und  Q  und  das  Moment  V  des  auf 
ihr  senkrechten  (also  kleinsten)  zugehörigen  Kräftepaares  in  die 
Betrachtung  ein,  da  bekanntlich  beliebige  Kräfte  sich  immer,  und 
nur  auf  eine  Weise,  auf  eine  einfache  Kraft  nebst  einem  darauf 
senkrechten  Paare  bringen  lassen,  —  welche  Grössen  freilich  auch 
in  besonderen  Fällen  den  Werth  Null  haben  können,  —  so  ent- 
spricht jenes  Tetraeder  auch  eben  sowohl  dem  Produkte  R.  V. 
Da  nun  aus  dieser  zweiten  Auffassung  des  Tetraeders  (P,  Q)  der 
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flUg«  LehrsatB  gafez  aBintttelbar  als  sich  von  selbst  Terstehend 
krrorgebt,  wliireiid  er  aos  der  anderen  erst  nach  AaCstellung 
■ektrer  Gleichungen  durch  Elimination  gewonnen  vrird;  so  habe 
iek  geglaubt,  diese  einfache  Bemerkung,  welche  ich  schon  vor 
Meli  Jahren  gemacht ,  inzwischen  aber  nirgends  ausgesprochen 
^nden  habe,  den  Freunden  solcher  statischer  Betrachtungen 
miegen  bu  dSrfen. 

Es  seien  (Taf.  V.  Fig.  7.)  ^J3=P»  C/>=  Q  die  beiden  Kräfte, 
a  den  Angriffspunkten  A  und  C  (Der  Leser  denke  sich  ABC 
■  der  Ebene  des  Papiers»  D  ausserhalb  dieser.)  In  C  bringe 
■an  zwei  der  AB  parallele  und  gleiche,  einander  entgegengesetzte 
Krifte  CB'  und  CB''  an,  wovon  die  erste,  der  AB  gleichstiro- 
■ige,  mit  CD  zusammengesetzt,  die  Mittelkraft  CEsxR  gebe« 
Werden  nun  nicht  allein  die  Kräfte  durch  Linien,  sondern  wird 
«ek  die  Einheit  der  Kraft  durch  die  Einheit  der  Länge  darge- 
Mi,  so  gehen  die  statischen  Momente  in  Flächenräurae  über 
■d  es  wird  das  Moment  des  Kräftepaares  (AB,  CBf)  gleiqh 
der  doppelten  Fläche  des  Dreiecks  ABC*  Errichtet  man  nooh  in 
Ceis  Loth  CN  auf  der  Ebene  ABC,  so  ist  Tetr.  (P,  Q)=z 
Telr.  ABCD  r=  i ABC  CD.  cos  DCN;  aber  eben  so  ist  auch,  weU 
DE  der  CB,  also  der  Ebene  ABC  parallel  ist, 

Tetr.  (P,  Q)  =  Tetr.  ABCE  =  iABC  CE .  co6  ECN. 

Omb  Produkt  2. ABC. cos DCN  ist  die  doppelte  senkrechte  Pro- 
Jsetion  des  Dreiecks  ABC  auf  eine  die  CD  senkrecht  schnei- 
deade  Ebene;  diese  aber  ist  zugleich  das  Moment  der  Kraft  AB 
gegen  die  Axe  CD,  welches  oben  mit  3i  bezeichnet  wurde ;  also 
ki  2.ABC.eosDCN=JU  und  mitbin  Tetr.  (P,  Q)  =  >C/>.  JT 
oilQ.Mf  da  CDz=Q  ist.  Dieser  Ausdruck  des  Tetraeders  ist 
in,  von  welchem  Herr  Prof.  M Ob  ins  ausgeht 

Das  Produkt  2.  ABC. cos  ECN  ist  die  doppelte  senkrechte 
frejedioR  des  Dreiecks  ABC  auf  eine  die  CE  senkrecht  schnei* 
inde  Ebene,  also  ist  es  gleich  dem  Momente  V  des  kleinsten 
taammengesetzten  Paares,  welches  in  Verbindung  mit  einer  der 
S  gleichen  und  parallelen  Kraft  die  Kräfte  P  und  Q  ersetzt. 
Ihdker  ergiebt  sich  als  zweiter  Ausdruck : 

Tetr.  (P,  Q)  =  JOS.  r  =  JA.  F. 

Wem  Htm  die  Kräfte  P  und  Q  den  Kräften  P  und  (^  gleich- 
sten» so  haben  beide  Systeme  einerlei  Mittelkraft  B  und  ihre 
ftUnsten  «UHimfliengesetzten  Paare  haben  gleiche  Momente  V; 
also  ist  dann  6.  Tetr.(P,  Q)  =  H.  Fund  eben  so  auch  6. Tetr.  (P,  QO 
«iB.  F;  folgUcb  Tetr.(P,  Q)  =Tetr.(P,  Q'),  wie  der  Lehrsatz 
Mbanplet 


31C  Mimdimw:    T« 

mm  Mt  Jl=:0'    wi 

•üce   MmmI    Jr  =  0;    ^   ^»ntrfcfif   Ai 


Zssatz.    C«  «et  gesebe«,  da^»  die  Krifte  P,  Q  A 
die  Kräfte  P'  j  V  andererseits  fejelbe   t«b  ^«I  ti 

Sttfeifcnft  kkWa  nd  das»  zBsiekk  Tetr.  (P,  Q) =Tc«r.  (f^,  QO 
M.     Da  Mn  datf  ertie  Tetraeder  »Eck  dardb  '.  J^.  F  nd 

ia  gfeidber  Weue  dvrdb   ÜJT.P  awdriekc«  Ewat,   we   JT 

der  VeraMggfanag  rr^  kt;  ao  fofst  ans  dea  Ge^ebeaea, 

asdk  F=  F'  «ein  araea,  ckicr  daas  £e  klcinslen 

fcs  Paare  beider  Srstese  alsdann  aneb  gleicbe  Maaente 

Solan  daber  die  fir3fte  P,  Q'  den  P,  Q  sIcicbeelteB,    an  bkt- 

ben  aar  neeb  die  Bedingan^««  der  Lage  zn  erfolleB,   aaf  weicba 

£e  gegebene«  VaraaaMtnngen    sar  keinen  Besag 

niadiib  A  ait  JT  in  dieaelbe  Gerade  bllen  aad  beide,  aa 

dfe  gMAea  Homeate   F  aad   F,   ia   deaiatfcea  Siaae 


BeaericaBg  fiber  die  Redaetion  aaf  xwei  Krifte. 

Daas  betiebige  KräAe  an  festTerbandeaen  Angriffsponktefi  sieb 
ianner  auf  zwei  bringen  lassen,  verdient  gewiss  bemerkt  so  wer- 
den, aber  zugleich  mnss  man  auch  anerkennen,  dass  diese  Re* 
daetion  eine  anrollendete  ist,  obgleich  namhafte  Lehrbücher,  wie 
2.  B.  die  Ton  Francoeur  und  Poisson,  sich  damit  begnfigea. 
Die  Bestimmung  tou  zwei  Kräften  erfordert  zehn  Grussen,  Dim- 
Ucb  sechs  Componenten  nnd  Tier  Coordinaten  der  Angriffspankte; 
die  beiden  dritten  Coordinaten  bleiben  willkürlich,  weil  der  An- 
griflspunlrt  jeder  Kraft  in  deren  Richtung  beliebig  verlegt  werden 
kann.  Zwischen  diesen  zehn  Grossen  bestehen  sechs  Gleichuii- 
gen;  es  lassen  sich  also  vier  Grossen  beliebig  annehmen ,  wean 
auch  mit  einiger  Auswahl,  wie  ein  Blick  auf  die  Bedingongsglei- 
chnngeii  lehrt.  Werden  hingegen  die  Kräfte  auf  eioe  einfacbe 
Kraft  und  ein  zugehöriges  Paar  gebracht,  so  sind  damit  alle  un- 
wesentlichen Elemente  ausgeschieden,  nnd  es  bleibt  nichts  mehr 
onbestimmt,  als  der  Angriffspunkt  der  einzelnen  Kraft  oder  Yiel- 
mehr  nur  zwei  Coordinaten  desselben.  Dass  aber  gerade  dieser 
Punkt  der  Wahl  Gberlassen  bleibt,  ist  für  viele  Anwendungen 
wesentlich,  da  man  oft  Veranlassung  hat,  an  einem  hestiauntea 
Punkte,  der  z.  B.  der  Schwerpunkt  eioes  Korpers  oder  ein  unbe- 
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wfglieker  Stütspankt  sein  kann,  die  gegebenen  Krftfte  bu  eam- 
■da,  m  daraus  die  Mittelkraft  und  namentlich  das  cusammen- 
pietita  Paar  der  Kräfte  gerade  fdr  diesen  Punkt  abzuleiten. 
Rjr  diese  Anwendungen  und  überhaupt  ßir  die  weiteren  Zwecke 
kt  Mechanik  ist  aber  die  Reduction  auf  zwei  Kräfte,  auch  ab- 
feielieB  ?on  ihrer  grossen  Unbestimmtheit ,  gana  untauglich,  da 
a»  die  Auflassung  der  durch  die  Kräfte  bewirkten  Bewegungen 
rieht  im  geringsten  erleichtert,  während  durch  ZurQckfÜhrung  auf 
«M  einfache  Kraft  und  ein  Kräftepaar  die  nachfolgende  Bewe- 
(Bgilheorie  schon  so  weit  vorbereitet  wird,  als  es  in  der  Statik 
IMchehen  kann  und  soll.  Aus  diesen  Gründen  mochte  in  der 
lUk  fester  Korper  auf  die  Reduction  auf  zwei  Kräfte  kein  gros« 
M  Gewicht  au  l^en,  am  ficnigsten  aber  dabei  stehen  zu  blei» 
b 


Für  das  Folgende  sehe  ich  mich  genuthigt,   bei  dem  Leser 

Hi|e  Bekanntschaft    mit    den    Untersuchungen    vorauszusetzen, 

Hlcte  ich    vor  mehr  als  zwanzig  Jahreo  über  die  Fraf;e   nach 

ONm  Hittelpunkte  nicht  paralleler  Kräfte  angestellt  und   zuerst 

in  14.  und  15.  Bande  des  Crelle'schen  Journals,  bald  dar- 

voil  aber    in    einer    sehr    vereinfachten    Bearbeitung    in    meinem 

Handbuche  der  theoretischen  Mechanik  mltj^etheilt  habe. 

U  verkenne    freilich  das  Gewagte   dieser  Voraussetzung   nicht, 

4  genanntes  Buch  nur  wenig   beachtet  worden  zu  sein  scheint. 

Ittiriflchen  ersehe  ich  doch,  dass  Herr  Professor  B r o c h  zuChri- 

itiania  in  seinem  1854  erschienenen  Lehrbuche  derMecha- 

■ik  den  genannten  Gegenstand  ziemlich  ausfflhrlich  behandelt  und 

dabei  mein  Handbuch  recht  fleissig   benutzt  und  ausgebeutet  hat, 

ebne  dass  es  ihm  jedoch  gefallen  hätte,    dem  Leser  die  Quelle 

n  aeonen»  aus  welcher  er  schupfte. 

Der  Sats»  von  welchem  die  Rede  sein  soll,  hat  zwar  seinem 
Wortlaate  nach  einige  Aehnlichkeit  mit  dem  vorigen ,  ist  aber  von 
Sesem  wesentlich  verschieden,  weil  er  nicht  nur  für  alle  Zerle- 
gngen  der  Kräfte  gilt,  sondern  auch  bei  beliebiger  Drehung  der 
Kräfte  (ohne  Aenderung  ihrer  gegenseitigen  Neigungen  nämlich, 
wie  hierbei  immer  zu  verstehen  ist)  noch  gültig  bleibt,  was  bei 
den  vorigen  Satze  nicht  der  Fall  war.  Die  erste  Erwähnung  des 
Satzes  findet  sich  in  Crelle's  Journ.  Bd.  15.  S.30.;  gegenwär- 
1%  beabsichtige  ich,  den  damals  gegebenen  Beweis  zu  verein- 
fcehen  und  die  Untersuchung  vollständiger  durchzuführen. 

Werden  die  Kräfte  eines  gegebenen  Systems,  dessen  Mittel- 


i 
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knA  «dbt  ?!«■  ist,   aarh  4m  Rkfcteitsc*  «ftact  «nd  dHe  Cowwr 
jc4er  RidbtvBg  aa  ihrea  Sthwiiyokt»  ▼er«Mgt,  wm 
A  die  FlScbe  de«  Draecks,  wcUes  diese  drm  Schwer» 
SfHsBn  kO.    Ee  sei  fmMr  T  der  Mbsit  des  Tetrae- 
«rddwfli  die  as  jescs  Scfctr»|jifc|f  wirkesdeo  Re» 
fnffslleler  Kralle,   der  Rickfm^  ssd  GtSsse  nach,  drei 
Kaofca  iifldea;   so  besteht  der  Lebrsatz  da» 
fis,  dass  das  Prsdsict  A.T  iaiBer  desseibsa  Werth  hm% 
aacb  frelchea  RichfuBees  aach  di^  Kräfte  ssrlegt  wer« 
des  sei  es.     0a  dieses  Prsilakt  olesfcsr  aseh  dareh  Drehm 
der  Kräfte  aidit  geisdert  wird,   ss  bbss  es  sidi,    wie  alle  ipm 
Drehosf  md  Zerfegvaj^eB  «aabhäac^  GrSsses,    dorcb  die  lffll> 
tsikraft  R  «od  dardb  die  Argameale  der  Cestralfigar  (welche  hl 
aieiaeai  Lebrimclie  i>ei  ^dieser  Cotersnehong  ron  S.  92.  an  iibe^ 
all  dardb  p  mid  q  bezeichoet  sind)   ansdr^ken  lassen.    In  der 
Thal  findet  sich  A.T=lR*.lpq. 

Cb  diesen  Satz  za  beweisen,  seien  P,  P,  /^  die  drei  darch  Zer- 
legnag der  nrsprfinglicben  Kräfte  entstandenen  Resultanten  parallder 
Kräfte;  dnrcb  ihre  Angrifspnnkte  sei  die  Ebene  der  rechtwinkligii    * 
Azea  jr  nnd  y  gelegt,  nnd  es  sei  Ar  diese  Punkte  x=:a,  ^=zb  ffr 
P;  jr=ii',  y=6'  fiir  JP';  x=a*',  y=6'  förP*;  daher  bekanntUcI: 

Man  denke  sich  dieselben  Kräfte  noch  aaf  eine  andere  Weise  io 
die  Componenten  Q,  Q',  Q"  zerlegt,  welche  aber  senkrecht  auf 
einander  stehen  and  deren  Angriffispankte  durch  x  und  y»a'  und 
y',  x"  und  tf"  bestimnit  seien.  Wird  ferner  durch  (P,  Q)  der 
Winkel  zwischen  zwei  Richtungen  P  und  Q  angedeutet ,   so  bA 

cos(P,   Q)=a  cos(P,   Q')=ß  cos(P,  Q^  =^y 

cos(P,  Q)=a'         cos(P,  Q')=ß'         C06(P,  0"):='/ 

cos(P^,  Q)=i^        cosCP',  Q')=ßr        cos(P^,  e^)=y^. 

Nach  diesen  Erklärungen  der  Zeichen  ergeben  sich  sofort  die 
Gleichungen :  Q  =  Pa-l-Pa'-i-P'af  u.  s.  w. ,  oder  kurzer  geschrieben: 

Q    z=ZPa  Q'     =2Pß  Q'     =ZPy 

Qx=zZPa.a  Q'x'  =  2Pa.ß  (fx^-ZPa.y  \  (I) 

QyzzzZPb.a  Q!y'  =  ZPb,ß  QTf^^SPb.j. 

Setzt  man  femer:  aß'  -a'ß=z[a,  ß'],  daher  auch  /3y'—/5'y =[/?,/] 
u.  s.  f.  und  bezeichnet  durch  DI  den  Modul  der  korperlieben  Eckei 
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wekbe  die  Richtangen  P,  P*,  P"  zu  Kanten  hat,  so  bestehen  fol* 
Sende  CMeichnngen : 

i:^. /]«+[/.  «']^+[«./»']y=o. 

[/^.  rlo'+Cy.  «'Iß' +[«./»']/ =0.   \         (2) 

[ß.  f\'^[^7>  «'l/J'+t«.  /J']/'=at. 

imd  diese  Relationen  bleiben  auch  richtig,  wenn  darin  die  Bach- 
<taben  a,  ß^y  und  eben  so,  wenn  ihre  Zeiger  ®, ',  "  cyklisch  ver- 
^eehselt  werden.    Mit  Hülfe  dieser  allgemein  bekannten  Formeln 
<nsr«ben  sich  aus  (1)  folgende  Wertbe: 

^^•(^y-  ^^)  =  PP  («Ä'  -  a'b)  [jJ,  /] 

■{'PP'{a'b''^a"h'){ß','/^^-P'P{a''b-ab'')\ß",  y], 

^^{3fy  —  a:y'^    =PP{ab'^a'b)[y,ff[ 

+  PP"{a'b'''^a''b')  [/,  <|  +  P^Pia^b-ab")  [y",  «], 
(«y'-^y)     =PP'(a6'-ii'6)[a,i3'] 

+  PP"  {a'b"-  a"b')  [«',  ß"^^-  P^P{a''b-ab'^  K,  j5J. 

^^rden  diese  Gleichungen  linkerhand  mit  Q,  Q',  Q^',  rechterhand 
**^^r  mit  deren  Werthen  aus  (1),  nämlich  üPa,...,,  der  Reihe 
^^^^h  multiplicirt  und  die  Produkte  addirt,  und  wird  noch  för 
*S^^  --  x'y  +  a/y" — a:"y'  +  a"y  —  ay"  das  entsprechend e  Zeichen 
^«  ««d'  eingefShrty  so  erhält  man  mitteis  der  eben  angedeuteten 
*-^lationen  (2): 

Q(y(y'.d'=:PPP".m.^.  (3) 

<^^r  da  PPP".m=:^T  und  gleicherweise  Qff^^dr  ist: 

^^Iche  Gleichung  den  zu  beweisenden  Satz  ausdrückt 

Zusatz  1.    Es  darf  angenommen  werden,  dass  die  Richtun- 

^^ti  der  senkrechten  Zerlegung  der  Kräfte  so  gewählt  sind,  daiss 

^^ine  der  Componenten  Q,  Q*,  Q"  verschwindet ;    dagegen   kann 

^^^m  den  Componenten  der  anderen  Zerlegung  eine,   z.  B.  P=0 

f^ln.    In  diesem  Falle  sind  jedoch,    wie  bekannt,   wegen  P=0 

^Ineswegs  auch  Pa=:0,   jP6  =  ü,  sondern  diese  Produkte  (Mo- 

^^ote)  behalten  endliche  bestimmte  Werthe.    Um  sie  anschaulicher 

^^YZQstellen ,    werde  im  Anfange  der  Coordinaten  eine  beliebige 

^>tit  K,   parallel  der  Richtung  der  P,   und  zugleich  an  demsel- 

^^B  Punkte  auch   die   entg^engesetzte  Kraft  *— iT  angebracht. 
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Iixlem  diese  neuen  Kräfte,  an  beliebiger  Drehung  des  Systei 
Iheilnehmend,  stels  der  Richtung  P  parallel  bleiben  nnd  eina^ 
der  aufheben,  wird  durch  ihre  Beifügung  an  dem  Systeme  n 
geändert.  Wird  nun  die  Kraft  K  mit  den  ihr  und  einander  pa- 
rallelen Componenten,  nelche  die  Summe  P^O  bilden,  : 
raengesetzt,  «o  erbSIt  man  eine  einfache  Kraft  K  an  einem  fegtea 
Schwerpunkte,  dessen  Coordinaten  wieder  mit  x^=a,  y  =■ 
zeichnet  iverdcn  mögen.  Diese  Kraft  K  bildet  mit  der  am  4»^ 
fange  der  Conrdinaten  angebrachten  Kraft  — K  ein  Paar,  welch«' 
die  der  Richtung  P  parallelen  Componenten  in  allen  Stellung^ 
des  Systems  ersetzt.  Dabei  besteht  die  Gleichung  (3)  fortwüb^ 
rend,  nur  müssen  darin  die  Produkte  Pa,  Pb  durch  Ka,  Kb  a- 
setzt,  P  aber  muss  ^0  angenommen  werden,  wo  es  ohne  einet 
der  Faktoren  a  and  b  vorkommt.     Es  war: 

^.PP" P" .  A=  PP'P"\ab'  ~a'b\  a'b" —a-'b- ■\^a''b-ab''\ 

=P'P"(,b'.Pa—a'.Pb)  +  PP'P"(a'b''  —  a''b') 

^P'P^iar.Pb-f.Pa)-^ 

■gesetzt,   so  ^ 


wird  nun  Null  für  P,  Ka  für  Pa ,   Kb  für  Pb 
wandelt  sich  dieser  Werth  in  folgenden: 

KP'P"inb'  -a'b  +  a"b—ab''), 

und  die  immer  uoch  gOltige  Gleichung  (3)  nimmt  folgende  Gestalt  H 

2.  QQ'Q" .  J=  KfP"  .miab'  -a'b  +a"b-ab").        (4) 

Ist  noch  eine  zweite  Componente  P'  =  0,  so  muss  die  drM 
P^TzR,  d.h.  der  Mittelkraft  des  gegebenen  Systems  gleich  sei 
Denkt  man  sich  wieder  eine  willkürliche  Kraft  K' ,  der  Ricbtni| 
P*  parallel,  nebst  ihrer  entgegengesetzten  — K'  am  Anfange  dl 
Coordinaten  hinzugefügt,  und  dadurch  die  Kräfte  P'  auf  ein  Pu 
gebracht,  nSmlich  {K' ,  —K'),  dessen  Kräfte  die  Punkte  {a'.i 
und  (0,0)  2u  Angriffspunkten  bähen;  so  sind  in  der  Gleichung (3 
wiederum  die  Zeichen  P",  P'a',  l^b'  durch  0,  K'a',  K'b'  zu  61 
setzen,   und  da  zugleich  P"  =^  R  ist,   so  kommt: 


'i.QQ'Q''.d  =  AK'R.m.iab'- 


a'b). 


(5) 


wo  n  und  b,  ii'  und  b'  sich  auf  die  Angriffspunkte  der  faraxi^ 
fügten  Kräfte  A' und  K'  beziehen.  Stehen  die  Hicbtungeit  P,  P, 
senkrecht  auf  einander,  so  ist  111=1,  und  wenn  ausKerdero  m 
/»=0,  P'  =  0,  mithin  P"  =  K  ist,  so  ist  der  Angriffspunkt  i 
Ä  der  Centralpunkt,  welcher  von  jetzt  an  zum  Anfange  der  Art* 
se  und  y  genommen  werde,  deren  Ebene  keine  andere  i»:t,  als  i^ 
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Cüinlebene.    Die  Kräfte  K  und  K'  waren  beliebig,  man  kann 
litilnsJZ  annebmen;   nacb  allen  diesen  Annahmen  wird 


2 .  QQ'<y .  ^'  =  Ä»(a6' — a'6). 


(6) 


Das  gegebene  System  Ton  Kräften  ist  hier  auf  fOnf  Klüfte  ge- 
M(,  welche  alle  =  12  sind  und  welche  in  eine  einfache  Kraft 
M  CeBtrtIpankte  C  und  zvrei  Paare  zerfallen.  Die  Arme  dieser 
hm  ItBgeD  in  C  an  und  rodgen  CA  und  CB  heissen ;  ihre  End- 
fakto  A  and  B  haben  die  Coordinaten'  a  und  b,  a!  und  6',  deren 
Migirpiinkt  C  ist;  die  Richtung  der  Axe  x  oder  a  ist  dabei  in 
ler  Cfentralebeiie  noch  beliebig.  Auch  sind  die  Richtungen  der 
M  im  Centralpunkte  angebrachten  Kräfte  R  senkrecht  auf  ein 
■der.  Es  ist  aber  immer  möglich,  die  Zerlegnngsrichtungen  so 
Bwihlen,  dass  die  Arme  CA  und  CB  senkrecht  auf  einander 
Men;  sie  fallen  dann  in  die  Durchschnitte  derjenigen  Ebenen, 
wilelie  ich  in  meinen  Untersuchungen  die  Mittelebenen  genatint 
Ue,  mit  der  Centralebene.  Wird  diese  Zerlegung  der  Kräfte 
nnosgesetzt^  und  nimmt  man  CA  zur  Axe  der  Xy  CB  zur  Axe 
fey,  so  «rird    a^=:p,   &  =  0,    a'  =  0»   b' =  q,    und  mithin 

•fcr,  weil  QQ'ty.A'-d.  r^'  =  6.  TJ  ist,  so  folgt:  T/I^^^R^.pq. 
«rieher  Ausdruck  nicht  allein  die  Unveränderlichkeit,  sondern  zu- 
lldeh  aoch  die  geometrische  Bedeutung  des  Produktes  T^  darlegt. 

Zusatz  2.     Wenn   die  gegebenen   Kräfte   so  vertheilt   sind, 

Jus  die  drei  Schwerpunkte   bei   irgend   einer  Zerlegung  in  gera- 

ife  Linie  liegen,  so  bleiben  sie  auch  bei  jeder  anderen  Zerlegung 

[k  Jerselbeo  Geraden,  welche  ich  die  Centralaxe  zu  nennen  pflege 

jipii  welche  für   diesen   besonderen   Fall  an  die  Stelle   der  Cen- 

Inkbene  tritt.     Solche  Kräfte  lassen   sich  immer  durch  zwei  auf 

dw  Dir  alle  Drehungen  gfiltig   bleibende  Weise  ersetzen,  deren 

Aigriffspunkte  wieder  in  der  Centralaxe  liec^en.     Indem  diese  Zu- 

■Ufllbning  auf  zwei  Kräfte  auf  unzählig  viele  Arten   geschehen 

ibn,  bleibt  das  Produkt  aus  dem  Dreiecke,  welches  jene  beiden 

bfte  nach  Richtung  und  Grosse  zu  Seiten  hat.  in  den  Abstand 

kn  Angriffspunkte  stets  von  derselben   Grösse,    und    zwar  ist 

faes  Produkt  :=:i\R^.q,   wo  R  die  Mittelkraft  und  q  den  Haib- 

Mier  des  Centralkreises  bedeutet,    welcher  in  diesem  besonde- 

JQi  Falle  an  die  Stelle'  der  Ellipse,  so  wie  die  Centralaxe  an  die 

lUe  der  Byperbel  tritt  —  Der  Beweis  ist  auf  ähnliche  Art,  wie 

ki  dem  entsprechenden  allgemeinen  Satze,   leicht  zu  führen. 

Schliesslich  noch  einige  Bemerkungen,  die  sich  auf  die  Lni;e 
Jtt  Mittelebenen  gegen  die  oben  mit  CA^  CB  bezeichneten  Arme 
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Eweier Kräftepaare  beziehen.  Esavien;  wie  bisher,  a,  6;  Vi^?«.* 
die  Cciordinaten  der  Angrii^ponkte  der  drei  Kräfte  P^  P^^  P'^ 
welche  Punkte  in  der  Ceiitralebeoe  und  nicht  in  gerader  Linie 
liegend  gedacht  werden;  der  Centralpunkt  C  sei  der  Anfang  die- 
ser Coordioaten*  Zerlegt  man  min  die  Kräfte  P^  P  t  P^  nach 
drei  gegeil  einander  senkrechten  Richtungen,  von  welchem ' «itti 
der  Mittelkraft  R  parallel  sei,  bringt  nach  jeder  der  bei4«tt  anr 
deren  Richtungen,  die  Kräfte  -f  R  und  -*-  /2  in  C  an  und  setzt  vmA 
jeder  Richtung  '\'R  mit  den  ihm  parallelen'  Kräftton  ztisamtee^ 
so  ergeben  sich  awei  Schwerpunkte  A  und  B^  deres  Coordioatoi 
i  und  i;  (ftlr  Ä),  |'  und  iy'  (filr  B)  seien.     Hieraacb  Wirds 

■ 

Rl  =  ZPacos»  Rl'  =  üPacoBß 

Rfgisz  SPb  cos  o  R'9f:=z  SPb  coiß. 

Zugleich  ist 

-TPcoSfftsO,    -rFcos/J  =  0,    £PcoHy±3i)t, 
und  weil  der  Centralpunkt  zum  ihfange  der  Coordinaten  gefräUt  ist: 

2PacoBYcz:0,    SPbco»y=0. 

Es  sei  nun 

cosa  =:siny  cosd  cos/?  =:sioy  shkif^ 

cos  a'  :=  sin  /  cos  S'  cos  ß*  =  sin  y'  sin  d' 

cos  «"  =  sin  y"  cos  i"  cos  ß" = sin  f  sio  S" , 

so  gehen  durch  die  Drehung  der  auf  der  einfachen  Kraft  R  senk- 
rechten Zerlegungsrichtungen  um  einen  beliebigen  Winkel  u  die 
d,  d',  ö^'  in  d  +  M,  d'+w,  d"  +  u  und  die  Schwerpunkte  A  und  B 
in  die  neuen  Schwerpunkte  A'  und  B'  über,  deren  Coordinaten 
w  und  y,   x'  und  y'  sein  mögen.    Es  ergiebt  sich  sofort: 

Rx^=  2PaBwycoB(8^u)  u.  s.  w.; 
daher : 

0?  =s  J  cos  M—J' Sinti  y  =i7costf— Vsintc 

a;'  =  $sinu  +S'cosu  y  =iysinu  +fi'eosu. 

Soll  nun  der  Winkel  A'CB'  ein  rechter  sein,  so  muss  die  Bedingunf 
ax'  +yy^  =  0  erfällt  werden,    woraus  ftir  u  die  Gleichung  folgt: 

lg ^11  —  |,j  _l^    ,a^ |a ^  ly« » 


Min  4in9:    üe^r  eMp»  lekrsSite  der  staük. 
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aas  welcher  dann  weiter  die  Punkte  A'  uod  B  nnd  mit  ihnen  die 
Lage  der  Mittelebenen  bestimmt  werden  kann.  Denkt  man  sich 
aber  die  Schwerpunkte  A  und  B  schon  in  den  Mittelebenen  lie- 
gend und  die  Arme  CA  und  CB  als  Axen  der  x  nnd  y,  so  wird 
in  obigen  Ausdrucken  der  Coordinaten  der  neuen  Schwerpunkte 
A'  und  B'i  i=^Pf  17  =  0,  i'=0,  nf^q^   und  mithin: 


:r  =  pcostty    y  =  —  ^siott   (für -4') 


uod 


jr'^psinu,   ^  =  9008»    (fär  £')» 

w^bet^  gäM  b«liabig  gobilebeo  ist  HieMMlb^t,  «Mi^  b«l  t^ 
indeH|tt  ZM^g^f^ancbfiMigdie  beiden-:  zimfiufifnf^rlgcia  Sci^wer- 
pnnkte  A'  und  B'  auf  einer  Ellipse  fortrücken ,  deren  Gleichung 
folgende  ist: 

wie  schon  im  15.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  S.  34. 
bemerkt  wurde;  dabei  bleibt  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte 
A!  und  Bl  immer  eine  solche,  dass  xy-\r x'%f'=^^  und  dass  das 
Driileck  AlCW  imnier  die  gleiche  FiSche  behalt  bdef  xy^^x'y 
^'p%  ist.  Es  Hs^t  sich  aber  die  mit  dem  IK^nkblti' v^f8nder1i<Ae 
Lage  iii  beiden*  2ii«ammengehSrigen  Schwe^unktö  A'  tind  'Wi 
10  der  Ellipse,  deren  senkrecht«  Haüptaxen  CA^p^  CBmil 
i&üiy  auffoTgehde  einfache  Anschauung  zurUckRihren :  Beschreibt 
mm  vm  C  mit  dem  Halbmesser  CA^p  einen  Kfeis  BEAGK 
(Taf.  V^  Pi^.  8.}«  welcher  ton  der  Axe  CA:::^^  in  H  geschnitten 
iMrHV  Ar^ht  hieraufden  rechten  Winkel  HCA  belictbig,  so  das^ 
für  fn  dtb  Lag6  ECG  kommt,  und  f&llt  von  den  Punrkten  E  und  O 
aäi  firätdes  die  Lothe  ED  und  GF  auf  CA,  welche  die  Etlips«^ 
Ifril'tiiid'ir  Schneiden,  —  nftmlich  so,  dass  die' Punkte  £  und  B' 
beide /äur  derselben  Seite  von  CA  Hegen  und  ebenso  auch  die 
Ptfnlte  'Cr  und  A*  ihrersetts,  —  so  sind  A'  und  B'  die  'gesuchten 
inöfsanimengebOrTgen  SchWerpui>kte.  Dabei  1^  es  gletcbgQltig,  ob 
der'  gewfiUte  Halbmesser  CA  =  p,  mit  vrefchem  der  Kreis  be- 
acbfieben  Wordii»  <lie  grose^  oder  die.  kleine  Halbaxe  der  Ellipse  ist. 
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Elementare    Theorie  des  Pradelyemiclis  ^voa  Fm- 
caolt,  mi8  neuen  Gesichtspunkten  dargestellt ' 

Tob 

dem  Heraosgeber. 


E  i  11  I  e  i  t  a  D  1^. 

■ 

■  •  i 

Die  Theorie  des  so  angemein  wichtii^en  und  is  jeder  Bi^^ikkT 
mig  das  .grosste  Interesse  för  sich  in  Ansprach  nehmenden  Fei? 
cjfcoli'schen  Pendeiversuchs  ist  schon  oh  auf  elementarem  Weg! 
darzustellen  versucht  worden,   und  ich  habe  es  mir  zu  einer  be- 
sonderen Pflicht  gemacht,  mehrere  dieser  elementaren  DarsteUm* 
gen  in  früheren  Heften  des  Archivs  den  Lesern  dieser  Zeitschrift 
mitzutheilen ,   auch  selbst  einen    Beitrag  zu   denselben  zu  liefert 
versucht.    Ich  gestehe  aber   offen,    dass  keine  dieser  Darstelloi- 
gen  mich  vollkommen  befriedigt  hat,    so  sehr  ich  auch  das  Ver 
dienstliche  mancher  derselben  anzuerkennen  bereit  bin,  und  diete 
Anerkennung  bei  jeder  Gelegenheit  auch  öffentlich  auszusprecheft 
mich   bemuhet  habe.    Und   so  wenig  mir  selbst  die   bis  jetzt  be- 
kannten elementaren  Theorien  des  mit  Recht  so  sehr  beruhmteP 
Versuchs  vollkommene  Befriedigung  gewährt  haben,  so  habe  leb 
dieselbe  Erscheinung  auch  bei  Anderen,  insbesondere  bei  mehre- 
rern  meiner  ausgezeichnetsten  Schuler,  wahrzunehmen  mehrfache 
Gelegenheit  gehabt.     Daher  habe  ich  mich  vielfach  bemuhet,  eod- 
lieh    eine  mir  völlige   Befriedigung    gewährende  elementare  Dar* 
Stellung  zu  finden,  und  bin  sehr  oft  und  zu  verschiedenen  Zeltei» 
zu  diesen  Meditationen  zurückgekehrt    So   bin    ich    denn  eodlieh 
zu  den  Entwickelungen  gelangt,    die   ich   im    Folgenden  dem  Ur 
theile  der  Leser  des  Archivs  unterwerfen  werde.    Ich  werde  mich 
bemuhen,    zuerst  die  allgemeinen  Principien,    auf  denen  die  fo^' 
gende  Darstellung  beruhet,  mit  möglichster  Kürze  und  Bündigkeit 
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daishfMi»  worauf  dann  die  weiteren  EntwickehiBgen  durcbau* 
Ibis  rein -geometrischer  Natur  sein  werden.  Die  durch  diese 
lHwici[elangeB  gewonnenen  Resultate ,  die  ich  auch  an  sich  ßir 
hmerkenswerth  halte,  sind  keine  Nfiherungsformeln,  sondern  tOI- 
I;  genaue  analytische  Ausdrficke,  und  flQhren  mittelst  einer  gäns 
4reflgen  Grilnsenbetrachtung»  die  in  der  Natur  des  Foucault- 
abeo  Versuchs  selbst  ihre  yollkommene  Begründung  und  Berech- 
IpiBg  findet,  sogleich  zu  den  AusdrOeken,  welche  die  TheoHe 
faes  merkwflrdigen  Versuches  enthalten,  die  also  eben  deshalb, 
vnl  sie  durch  eine  gans  strenge  GrSnzenbetrachtung  gewonnen 
wirden  sind,  gleichfalls  auf  das  Prftdicat  völlig  strenger  analyt!- 
nker  AnsdrOcke  Anspruch  su  machen  vollkommen  berechtigt  sind, 
U  diese  strenge  Grftnzenbe trachtung  lege  ich  bei  diesen  Ent- 
Mdottgen  ebenfalls  besonderes  Gewicht«  und  kann  arideren, 
nicke  strenge  GrBnzenbetrachtungen  vertreten  sollenden  Betrach- 
lagsweisen  Oberhaupt  keine  wissenschaftliche '  Berechtigung  in 
kt  neuen  strengen  Wissenschaft  zuerkennen.  Bei  allen  folgen- 
in  Entwickelungen  habe  Ich  mich  absichtlich  der  analytischen 
CiOffietrie  bedient,  die  ich  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  des 
idbematlschen  Unterrichts,  wenigstens  auf  den  Lehranstalten, 
N  der  vorKegende  wichtige  Gegenstand  in  ausgedehnterer  Weise 
iMiaupt  zur  Sprache  kommen  dürfte,  für  ganz  eb^  so  elemen- 
It,  wie  die  synthetische  Geometrie  und  die  Trigonometrie  halte. 
|ttei  hat  mich  ein  doppelter  Gesichtspunkt  geleitet.  In  wissen- 
Mkiftliciier  Rücksicht  halte  ich  nämlich  erstens  keine  andere 
iBHiode  fiir  eben  so  geeignet,  mit  gleicher  Eleganz  zu  den  neuen 
tedrOcken  zu  gelangen,  die  ich  im  Folgenden  entwickeln  werde; 
^  zweitens  scheinen  in  didaktischer  Beziehung  die  folgenden 
ickelungen  sehr  geeignet  zur  Uebung  für  Anfänger  in  der 
endung  der  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geometrie 
^sein.  Nach  diesen  vorläufigen  Bemerkungen  gehe  ich  nun  zu 
Gegenstande  selbst  über. 

«1  1. 

Die   allgemeinen    Principien. 

^'  Wenn  das  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Oberfläche  der  um 
Im  Aze  sich  drehenden  kugelförmigen  Erde  in  geeigneter  Weise 
M^lngte  Pendel  in  einer  beliebigen  Ebene  in  Schwingungen 
fÜMtst  wird,  so  wird  die  Schwingungsebene 

0-  erstens  durch  die  Schwerkraft  genuthigt  werden,  fortwäji« 
iM  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  zu  gehen ; 

^•("sWeitens  aller  vermöge  der  Trägheit  das  Bestreben  haben. 
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Uire  Lage  im  Rjtoiue  nicht  zu  verfiodenii  d.  b.  sich  selbst  um  Hau 
rortirähfQ»4  parallel  zu  bleiben. 

Diesem  teUteren  Bestrelien  trürdQ  die  Scbwisgungsebeiie  '^ 
der  That  auch  voilstäDdig  Tolgen,  iTeno  die  Schiverkraft  nicht  vor 
banden  n'äfe,  nelche  sie  verhindert,,  demselben  vollständig  a 
foJgen;  daher  tvlrd  sie  dcni  durch  die  Träi^heil  ihr  eingedrü<;kl^ 
j^strehen,  bei  der  Be»eguDg  der  Erde  fortfahrend  si<;b  eetli; 
parallel  %m  bleiben,  nur  ho  weil  oder  in  dem  Maasse  folgen, 
es  ihr  geinssermaasseu  von  der  Schwerkraft,  die  sie  nüthigt, 
ausgesetzt  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  zu  gehen,  erlaubt  o 
gestattet  wird.  Hiernach  wird  aUo  bei  der  Bewegung  der  Erdi 
um  ihre  Axe  die  Schwiiigungsehene  des  Pendels  stets  eine  soicli| 
Lage  im  Räume  annebnien,  dass  sie  immer  durch  den  MUtelpunlf 
der  Erde  geht,  und  die,  ihre  in  steliger  Folge  unmittelbar  TorIl( 
gehende  Lage  darf^tellende  Ebene  zwar  schneidet,  aber  so  schnfi 
det,  dass  sie  isüglichst  wenig  von  der  zu  derselben  paralle|l|| 
Lage  abweicht.  Bringen  wir  dieses  hier  im  Allgemeinen  bh«jÜ 
spniL-hene  Princip  auf  einen  strengen  geoaietriscben  AusdruR 
wie  es  die  auf  dasselbe  ku  gründende  strenge  mathematische  C 
tersuohung  federt  und  gebietet,  so  wird  sich  für  die  Bestimmu) 
der  Luge  der  Schwingungsebene  des  Pendels  in  jedem  ZeJttqi{{ 
menCe  das  folgende  geometrische  Princip  ergeben: 

Die  Schwingungsebene  des  Pendels  nimmt  Iqjeda 
Zeitmomente  eine  solche  Lage  im  Räume  an,  dass  sl 
dqrch  den  Mittelpunkt  der  Erde  geht,  und  die,  Ibtel 
stetiger  Folge  unmittelbar  vorhergehende  Lage  dai 
stellende  Ebene  unter  dem  kleinsten  Winkel  schneide' 

Dieser  Lagen  beslininiung  der  Schwingungsebene  des  Pend 
nnii  einen  Ausdruck  in  analytischen  Formeln  ku  geben,  irenl 
wir,  wie  immer  bei  derartigen  Untersuchungen,  zuerst  d&s'l 
derNplben  zur  Geltung  kommende  Princip  der  Stetigkeit  aufget 
müssen,  und  dem/.ufulge  zunächst  das  folgende  geomeirtsc 
Problem  im  Allgemeinen  aulzulüsen  haben: 

liurch  «inen  gegebenen  Puakt  auf  der  um  ihr?  AW 
sichtlrehendenErde.  hei  einer  bestinuulen  Laj9  d^fj 
selben,  ist  eine  Eugleicb  durch  den  Mitlelpunit  i« 
Erde  gehende  Ebene  van  gegebener  Lage  gelegt;. Ka| 
nun  verraiige  der  Drehung  der  Erde  um  ihre  Axe  dtl 
In  Netle  stehende  Punkt  in  eine  andere  beliebige  Lagt 
gekommen  ist,  so  soll  man  die  Lage  einer  durch  de!' 
selben  <i)i;dd.ej)  MitJloJptiilkt  ^«■t.Ef^e  g«ben<lftk  Ebei 


l^flfc 
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bMtiwii«»»  welche  mit  4er  ereteree  Ebene  den  klein« 
•ten  Wipkel  einecblieeet 

Ween  eae  die  Aufltlemg  dieses»  zuerst  den  Fall  der  Discon- 
ttntil  in'a  Auge  fessenden  Problems  in  sweckentsprecbender 
Weise  gelangen  ist»  so  wird  es,  wie  wir  weiter  unten  sehen  wer- 
in.  dann  anch  leicht  sein»  durch  einen  strengen  Gränzenüber- 
peg  SDraittelbar  zn  dem  Falle  der  Continuität  zu  gelangen ,  wel- 
ditr*  wie  aus  dem  Obigen  ?on  selbst  sich  ergiebt»  hier  durch 
il  Hatar  dar  Saehe  von  selbst  gefordert  wird. 


fl. 

AjM^jtiache  AaflOsung   der   rorhergehendeo  Aufgabe. 

, .  Porch  den  als  fest  gedachten  Mittelpunkt  der  Erde  als  An- 
Big  legen  wir  ein  festes  rechtwinkliges  Goordinatensystem  der 
Jffc  Die  Ebene  der  xy  sei  die  Ebene  des  Aequators»  so  dass 
dw  die  Aze  der  z  mit  der  Erdaze  zusammenßllit.  Der  positive 
Tkd  der  Aze  der  x  kann  beliebig  angenommen  werden,  der  po- 
|H!fe-Thaii  der  Aze  der  y  aber  werde  so  angenommen»  dass 
■ai  sieb,  um  von  dem  positiven  Tlieile  der  Aze  der  a:  an  durch 
In  Wipfcel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Aze  der 
f  ai  gelangen»  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  muss,  nach 
tikher  die  Erde  sich  um  ihre  Aze  dreht;  endlich  sei  der  po^i- 
he  Theil  der  Aze  der  z  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach 
lerm  Nordpole  hin  gerichtet.  Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  uns 
Wt  den  Ort»  in  welchem  das  Pendel  aufgehängt  ist»  der  im  Fol- 
peden  der  Beobachtungsort  genannt  werden  soll»  in  einer  belie- 
IJIpB  Lage  denken»  und  seine  polaren  Coordiuaten  in  Bezug  auf 
m  rechtwinklige  System  der  xyz  durch  od,  c5,  r  bezeichnen. 
Aer  Winkel  o»  welchen  die  Projection  des  nach  dem  Beobach- 
Reporte  gezogenen  Erdhaibmessers  auf  der  Ebene  der  xy  mit 
fai  positiven  Theile  der  Aze  der  x  einschliesst,  wird  in  der 
Ebene  der  xy  von  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  x  au  durch 
'ee  rechten  Winkel  (xy)  hindurch,  also  im  Sinne  der  Richtung 
'tr Drehung  der  Erde  um  ihre  Aze,  von  0  bis  360^  gezählt;  c5 
kt  die  geographische  Breite  des  Beobachtungsorts,  absolut  geuom- 
Vei  also  nicht  grosser  als  90^,  aber  positiv  oder  negativ»  jenach- 
]tia  der  Beobachtungsort  in  der  nördlichen  oder  südlichen  Erd- 
Mile liegt;  r  bezeichnet  den  Halbmesser  der  Erde. 

Wir  wollen  uns  jetzt   zuerst  mit   der  Bestimmung 
'•r  Lage  der  Schwingungsebene  des  Pendels  bei  der 
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doreh  die  polaren  Coordinaten  o»,  9,  r  beatlmnltaä 
ersten   Lage    des    BeobachtangBorts   beschäftiget. 

Die  Gleicbung  der  Ebene  des  Meridians  des  Beobaichtangs- 
orts  in  dem  angenommenen  Systeme  der  xyx  ist  offenbar  Ib  ¥A-* 
liger  AHgemeinbeit: 

^  =  :rtangco   oder  arsino» — 5fcoso>=0« 

Von  dem  Beobacbtungsorte  ans  denicen  wir  uns  in  der  Ebene 
des  Meridians  des  Beobacfatnngsorts  nacb  der  Seite  des  Nordpols 
der  Erde  hin  eine  auf  dem  nach  dem  Beobacbtungsorte  gezoge- 
nen Erdbalbmesser  senkrecht  stehende  Gerade  gezogen,  und  be- 
zeichnen die  von  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  x,  y,  z  eingeschlossenen,  180^  nicht  fibersteigenden 
Winkel  respective  durch  u,  v,  w.  Ziehen  wir  dann  femer  Ton 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  nach  derselben  Seite  hin  eine 
dieser  Geraden  parallele  Gerade,  so  sind  die  Gleichungen  äteser 
letzteren  Geraden  bekanntlich 


^ ? «_ 


cos»       coso       costo 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  der 
nach  dem  Beobachtungsorte  gezogene  Erdhalbmesser  mit  den  po- 
sitiven Theilen  der  Axen  der  x,  y»  z  einschliesst,  respective  durch 
n',  c\  w',    so  hat  man  offenbar  die  folgenden  Gleichungen : 

rcostt'  =rcosa)Co«ö, 

rcosv'  =rsinGocosc5, 

rcostD'  =  rsinö; 

weil  die  Formeln  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  ßeobachtungsorts  ausdrucken; 
also    ist : 

cos  u'  =.  cos  CD  cos  (5 , 

cost?'  =sino)cosc3, 

cos  w'  =  sin  (5. 

Weil  die  vorher  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  in  der  Ebene 
des  Meridians  des  ßeobachtunQ;$orts  senkrecht  gegen  den  nach 
dem  Beobachtungsorte  gehenden  Erdhalbmesser  gezogene  Gerade 
in  der  Ebene  des  Meridians  des  Beobachtungsorts  liegt,  so  ist 
nach  dem  Obigen  offenbar: 

sincocosu  —  cosa}cosv  =  0; 


Mür  F&1ie''kn  le,  aus  turnen  SeMkitpinUaen  darfesiiHiL      ^tÜB 


wiüid  wiriF^iM«'1rt  RM#  «tehetode  Geitide  auf  d«tti  haek  dem 
nehtiifi^orl«  getenden  Erdfa^lbmesser  «enlTeelit  steht,  so  iM  insii 
bekatotttlieh  die  eieichong 

COS » COS»' -f  CpS 0 COK  v' -f  COS W COS fp' =s 0^ 

also  Dach  dem  Vorhergehenden: 

cos  o»coscSco8ai-f  sin  ocos  ScosvHF-Äi  c5  coste  SS  0. 

Nfanint  man  hierzu  noch  die  bekannte  Gleichnng 

cos  M*  t  cos  r*  -f  cos  10*  =  l , 

»o  bat  man  cur  Bestimmung  der  Winkel  «y  v,  te  die  drei  folgen- 
den  didiehuhgeh: 

r  :••«'■]•♦:>,'    .  '9in0»COSIf — ^S0»COS9=s0>  ,        i 

cos  o  COS  o  cos  tt  -f  sin  i»  cos  cS  cos  v  -f  sin  o  cos  te  =  0  • 

COStf*+COSO*  +  COÄtO*  =  I.  *     '{■' 

Bestimmt  man  mittelst  der  beiden  ersten  Glelchnngen  cos»  and 
Qos«  durch  cosio.  so  erhält  man:  •    . 

COSt£=  — coscotangocostiT)  '>'*     '  •     i: 

cos  V  SS— *sin  I»  tang  9  cös«^ ; 

üiid  folglich»    wenn  man  diese  AnsdrGcke  in  die  dritte  GlelchttDg 
^Abrt:       • 

C08to  =  ±cosc5;  '■ 


I    .  ■  •  - 


also,  mit .  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  eisasder: 

cos  tf  s=  7  cos  0»  sin  o  y 
coso  =:=p8ina>sino, 

COSU7  =  dL<^08p; 


'    .;.'!. 


WO  sich  nun  noch  fragt,  wie  in  diesen  Formeln  die  Zeicbep  z|i 
nehmen  sind,  was  sich  auf  folgende  Art  entscheiden  ISsst.  Den- 
ken wir  uns  in  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  in  der 
J^.eoe  des  Meridians  des  Beobachtupgsorts  senkrecht  gf8genj|^^|i 
nach  dem  Beobachtungsorte  gehenden  Erdbalbmesser  ge^^ogf^i^p 
Geraden  einen  beliebigen  Punkt  und  bezeichnen  dessen  Entfer- 
nung von  dem  Mittelpunkt  der  Erde  durch  (f,  so  ist  die  dritte 
Coordinate  dieses  Punktes  in  dem  angenomn^^nen.Goprdi Daten- 
Systeme  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit  ^cosir,  nach  dem  Obi- 
gen ateo  i^^cosq;   da  nun  aber  diese:  dritte » Coordinate  unter 
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■v; 


Werth  von  c3  den  Quaclraoten  nicht  aber«teigtt  fo  mUff  mUB  4P 
dem  vorhergehendeo  Ausdrucke  ±pcosc3  das  obere  Zelcbeo,  uod 
daher  überhaupt  auch  in  allen  obigen  Glelcbongeü  dieselben  Zei« 
eben  nehmen,  d.  h.  man  muss  im  Obigen 

costc?;;;:     €0i^$ 
setzen. 

Weil  die  Schwingungsebene  des  Pendels  Immer,  dvroh  dfif 
Mittelpunkt  der  Erde,  d.  h.  durch  den  Anfang  des  angenommenen 
Coordinatensystems  geht,  so  hat  dieselbe  im  Allgemeinen  die  Form 

und  da  die  Coordinaten  des  Beotiaditupgsorts  offenbar 

;.i!:.   .  ^    .  «  I     r4es4i»cQs3»    r8in#cosS«   rsioä  • .  -  .1 

sind,  die  Schwingungsebene  des  Pendels  aber  auch  immer  dorcK 
diesen  Ort  geht,  so  ist : 

A  cos  a  lOQs^S  -f  J? sin  01  «os  o  r|-Csin  €5  =  0. 

^«iobf n  yfir  yqn  dem«  Mittelpunkt  der  £rde  aus  in  dnr  Sdivrinr 
gungsebene  eine  auf  dem  nach  dem  Beobachtungsorte  gflievAM 
Erdhalbmesser  senkrecKt  stallende  Gerade,  und  bezeichnen'  die 
▼on  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Azen  der  x,  y,  s 
«liiigeseMosseuen,  1600  nicht  abersteigenden  Winkel  4aireh  tct»  i^»  «S|  ( 
so  sind  die  Gleichungen  dieser  Geraden : 

m   •»*         S^5      w^Jf^t      t       CSS      ■    '  ■"     '  f 


co8Ui         cos  Ol  COStOi 

und  es  ist  also,  weil  diese  Gerade  in  der  Schwinguogsebene  des 

Pertdisls  liegt,  nach  dem  Obigen: 

I 

wrfl  abei'  diese  Gerade  aaeh  auf  dem  nach   dem  Beobachtongs- 
'otte  g^ezogenisn  Erdhalbmesser  senkrecht  stiebt,  so  ist: 

.  :!,.f.    ...  ,   .cpsii'cosMi'f  fose'c9sri  +  eos«9'ce9tii!i^0» 

tiM^nrnph  dem  Obigen: 

■TTT«.    .1  ■  .     r  .  t 

cnse^eoeS oesfii'  4>«ii  loees  S  oosri  t|«  sin &oes40|  =7  0| 


909'W0m^mnii,  aui  neuen  CeeicäiepMiMen  äß/^eeieiit.      801 
uid  anuMväira  iil-  bokaimlüeh 

m  imm  wir. ftbo  isiPMehen  d«p  Winkeln  «i»  Pi»  «9|  die  drei  M* 
geudM  GteidkuBise«  hiübeD':: 

Ans  den  beiden  ersten  diever  fiieichnngen  feitet  man  leiekt  die 
drei  fblgenden  deicliungen  ab :    ' 


3)    C=± 


iiil9-<-Cc<Mi«deo8<S)eo6tii  -^-CCidnocoeO— i?sin0)ee6Pi  ^^(^ 
(JBca»  (oea/BS  ^  4ein  ooQ8S)co8r|  —  ( J8inS--<Ccoa0OoaS)jco8tr|=:  0^ 
^CsinoeosO  —  0elnS)co8iöi  — (ficoaocosS— il8hi(Deo8cS)co8tC|=0; 

■        *  j    ■    ■  ■  ■  ■ 

■        •   •  ■  t       ■       ■ 

ud  bezeichnet  also  G  einen  gewissen  noeh  nnliestimmten  Factor, 
M  loon  man  offenbar  eetzen: 

co8tt|  =  Cr  (Csin  (0  cos  Q  —  BaiüQ), 
2)    .    .    ,     {  cpsvi  .;^Cr(il8inc3  — CcospcpsS),     ^       ■ 

coau>iSsG{J6coam — 2l8iD0i))cos£5. 

,...!.  .  .        .       .    ■ 

Qudrirt  min  diese,  drei  Gleicbongep  und  addirt  «ie  dann,  zu  eiü^ 
uder,  so  erhftit  man  wegen  der  dritten  der  drei  obigen  Glei- 
ckugen  fiir  den  Factor  G  4unmittelbar  den  folgeadeD  Ausdniclc: 


aT  i^A8inQ'^C.cosc9Q09Q)'^+{Bs\nQ—C8inacoafMi)^^ 


-|-  (^  sin  (ö — ß  cos  OD)*  cos  o* 


Bezeichnen  wir  den  180^  nicht  übersteigeoden  Wiokely  welchen 
fie  beiden  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  ai»  gezogenen,  da^ch 
^ie  Winkel  «»  v,  to  und  «i,  V| ,  tc^  bestimmten  Geraden  mit  ein- 
ttder  einschliessen,  durch  0,  so  ist  bekanntlich 

cos  B'=  cos  u  cos  ti|  -f  cos  V  cos  Vi  -{■  cos  w  COSf&i  , 

«beaach  1)  und  2): 

cebl^ae-H^-fi  ces  tosia  q  (Csin  w  ees  ü^Baln  q) 
—  Gsiniosin  9  (ilsin  o  •—  Ccos  a  cos  ö) 
•4-  Ok;ols«»*(Bee8»  «^^Isin  ai). 
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und  rolglich,   wie  man  mittelst  leichter  Rechnang  üaflM:- • 

4)    .     .    .    .     ctm6^'^G{A'8\nm  —  ßcaBw), 

wo  fOr  6  Imnuenr  «ein  .ob^*er  Wertb  eu  setse«,   wegen  dee  Vor* 
seichens  aber  noch  eine  besondere   BestimnMing  sa  gebe»  <M^ 

Zu  dem  End^  wollen  Wir  die  Projection  des  nach  dem  Beeb- 
achtungif orte,  gezpg^p^n  Erdhalbmessers  auf  .dier  Eb^e  des  Aeqoa- 
tors  als  den  positiven  Tbeil  der  Axe  der  Xi  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensysteroö'  der  ^i'^iXi  annehmen;  ftfr  welches  die  Ebene 
4^  jA^quator«  die  Ebfine  dler  X|,iyt  ist,  und  iei  positive  Theil.  der 
Axe  der  yi  so  angenommen  werden  soll,  dass  man. sich ,  um  rnft 
dem  positiven  T heile  der  Axe  der  Xi  an  durch  den  rechten  Win* 
M  (^yi)  hindurch  su  dem  positiven  Tbeile  der  Axd  der  y|.  n« 
gelangen,  im  »Sinne  der  Drehung  der  Erde  um  ihre  Axe  bew^en 
muss;  ausserdeih'  soll  der  positive  Theil  dör  Axe  der  Z|  mit  den 
positiven  Theite.der  Axe  det.z  zusammenfallen., .  Dann,  liiat  viaA 
nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  belcanniiich 
.4W  :folg«o<l«o  Glel^buflgeii:  ...  . ...;     ..  .    ;  .,     .  ,.  . 


»•■^ 


OTi  =  y  sin  o -f  j;  cos  o , 

^yi=:ycosio — ^sinco;* 

und  sind  nun  x,  y\  z'und  Xx»  y\9  ^i  die  Coordinaten'  eines*  in 
der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  in  der  Schwingungs- 
ebene gezogenen  Geraden  liegenden  Punktes^  dessen  Entfernung 
von  d^m*  Mittelpunkte  der  Erde  wieder  q  sein  mag^  so  ist 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

Xi=^Q  (sin  CD  cos  Vi  -f  cos  o  cos  tl|)  , 
^1  =p(cosoocosV| — sincocostii); 

folglich  nach  2),    wie  man  leicht  findet: 

OTi  :=  ^6r  (^  sin  CD  —  £  cos  oo)  sin  o , 

yi  =:^Crj(^co8  0)-|-ßsino>)sino —  CcoscSU 

Wegen  der  oben  gefundenen  Gleichung 

^cos  €i>  cos  cS -|- J?sin  (0  cos  o  4- C^sin  o  :=  0 

ist  aber 

v4coscj  -f  j^sincor:  —  Ctango, 


also  DJMdi  dem  Vorhergehenden: 


I-  ;:      • 


■  v  \w2  V /»<?••''   -,  •       '■      .  .  •         *  •■     •  ■■      •;     :■'■■'•'..■.•     •      •■  .      f  •:       ■    r 

BMdnciil  vHltfMpftTril^  vo*  dem  Mkfelpankte  ^m  Erde  !e«i  in  AfK 
SchwingoDgaeheoe/geäöi^ene  Geradcl  imtnef.eo  «n,  däte  ete  auf 
der  Seite  des  Meridians  des  Beobachtungsorts  liegt,  nach  wel- 
cher hin  sich  die  Erde  bewegt j  ao  ist  yi  positiv,  nnd  aus  der 
obigen  Gleicbang  erhellet  also,  dass  niaiik  unter  der  so  eben  ge- 
machten Voraussetzung  das  Vors^ielloD.'von  Q  .liqmer  so  iiiebfMfui 
muss,  dass  das  Product  GC  negativ  wird,  wobei  man  nicht  un- 
beachtet lassen  darf,  dass  coi  c5  atbtfii  positiv  ist,  weil  der  abso- 
to.te..Werth,,yw  Q.,wcb*  grösser  4^  ÖP®:.Utj,..:^       ,.::'.*.  ;  ^..^  ..■;.. 

Die  Lage  der  Schwingungsebene  des  Pendds' wollen 'tHr^Hll 
jetzt  durch  die  gerade  Linie:  bestimmt  denken,  in  welcher  von 
derselben  der  Horizont  des  Beobachtungsorts  geschnitten  wird, 
^\^  rflkerimm^  W  den  «eHieti  der  beMetf-Thifti^  Aiige 

fassen,  in  welche  diese  gerade  Linie  durch  dM  B^be^Mu^^tfl4 
getheilt  wird,  und  werdeii  in|  F^geM^i^  dic;^ea  Theil  der  in  Rede 
stehenden  geraden  Linie  der  iKörze  wegen  die  Schwingungslinie 
nennen;  der  Theil  derMittitgslinileMiT^«  Beobächttih^jsorts,  welcher 
v^p  .4w  .B€^bf^ditttqgsm{te'ans..aacb  der  S^ite  des  Nordpols  ^^r 
Erde  hin  liegt,  soll  dagegen  von  jetzt  an  die  Nordlinie  gepa^j^ 
werden.  Die  von  der  Schwingungslinie  mit  den  positiven  Thei- 
len  der  Azen  de^''jr;  y,  zielWgeschfoftseneh;  180^  nicht  überstei- 
genden Winkeln  !|;roJl^a.  wir  vespectiv^.  djuch  a,  p,^  y  bezeichnen, 
and  der  von  der  Schwing[ungslinie  mit  der  Nordlinie  eingeschlos- 
sene Winkel,  indem  man  denselben  von  der  Nordlinie  an  nach 
der  Seite  des  Meridtans'4ea^6eefcachtliilg4örlSijhin,'tech.  wielebio^ 
die  Drehung  der  Erde  gerichtet  .ist,  vqn.O  bis  W(P  zählt,  soll 
durch  S  'bezeichnet'werden,  wobei  "man  dies  I<%fgendeh  wegen 
nicht  unbeachtet  zu  lassen  hat,  dass  hiemach  diese  -Wickel  y,p^ 
der  Nordlinie  an  eigentlich  der  Drehung  der  Erde  entgegen  gezählt 
v^iBfdcfn/   Uhtlir  diesen' Vtfräiicisetiungeb^  ^^^^  .  n.'-K 


X — rcoscocoso       y — rsincocosco      z-r-rsinG) 


•  •  •  I  ■ 


■      S=     ■   ■    ■       *l  ^      '  ■    '■  ■     SC'.     \ 

cosa  cosp  cosy 

die  Gleichungen  der  gnaden  Linie,  in  welcher  der  Horizont  des 
Beobachtungsorts  von  der  Scbwingungsebene  des  Pendels. ge^- 
scbnitten  wird.  Da  diese  Linie  auf  dem  nach  dem  Beobachtiingli- 
orte  gebogenen  Erdhalbiiiesser  senkrecht  steht,  <  so  ist  .  . 

co»6cdste'  4  timfieont'^'f^efmyeoii^  =t=  0, 
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also  nach  dem  Obigen: 

cosorcos (0  cos  ö  -f  co^j|9«in oo  cos  o  -f  coaysin  ö  =  0 ; 

nnd  da  die  In  Rede  stehende  gerade  Linie  in '  der  Schwiiigangs:— 
ebene  liegt,   so  mess  äoch  die  durch  den  Mlttelponki  der  Erfc^ 
mit  derselben  gezogene  Parallele ,  deren 


CÖSOT         COSp  COßV      . 

adnd;  in  def  durch  die  GldeÜufig 

charakterisbten   Schwidgungseltene  des  Pendeb  Regen,   vrort^KUf 
eich  onmittelbar  die  Gleichung 

^cos^4-Bcos|f -f  Cces/^i^O 

. »     '■  ■     '  .     '  ■■.■■- 

ergiebt.    Daher  haben  wir  zwischen,  den  Grössen  Ap  JS,  C 
beiden  Gleichungen: 

AeoAa+ßeoBß-i-CtöSf^O, 

■  ■   . .      ■  ■ . '  . 

^cosfl9COS(5  -f  JSsinocoso  -f  CsinS=sO; 

Qtod  bezeichnet  also  Cri  einen  gewiseen  Fader;  iTö  kann  leee  W 
kenntlich  setzen: 

Asa  Gl  (cos /3 sin  S  —  cos ysui  a>  cos i3}, 
£&=  Gl  (cosycese»cos2$— ^co9icsinS), 
C  =  £r|  (cos  a  sin  (0  ~  cos /$  cos  oo)  cos  S. 

Also  ist,   wie  men  mit  Hfllfe  der  Gleichung 

cos  «  cos  CD  cos  o -f  <^9S /^  s*^n  oix^^^s  S -t- cos  }^  sin  Q  =  .0 

leicht  findet: 

"*     = .  .  ■ 

ilsIncD  —  £cos  (0=  Cr]^t(cosacosco  H-  eosjSsin»)einf5— 'CosycMOl 

nnd 

CsincocosS  —  Äsinö  =  £7|Coso, 

il  sin  o  —  Ccos  CD  COS  c3  =  G|  cos  ß, 

(  &  cos  dO— i4  sin  Co)  cos  S  :=^  Crj  COS  }^ ; 

• '  •  *  ■    .  , 

folglich 

(ilsinS  ^  Cees«  oeeo)^  -f-  (Asin  S  «^  Csin  coeos  6)* 
«f  (jieina>— ^J9cosfo)*ee«ci'==  Gi'> 


!      ■  I      ■    .1 

-l       ■      .'.Uli* 


Dod  diiier  Dach  dem  Obigem: 
k»  im  CMchong 

der  Schwillgangsebene  des  Pendels  und  den  obigen  AasdrOclcen 
¥M  A,  B,  '€  ethellet  aber  anf  der  Stelle,  dass  es  rerirtatMf  tili 
fi|=l  la  setaen»  woraus  sich  dann  ferner  nach  dem  Vorhefgebe^^eM 

CÄ=1,    also    G^±l 

■  •  ■ 

eqjitbt.  juali^  ist  naeb  dem  Obigen 

Js=cos|3sinQ  — cos/MfrttreeslFi  - 
0=äe<W]rees  »ciHi'eS -^e<Mrtf  sinS, 
C  =  (cos  DT  sin  09 — cos /?  cos  (o)  cos  ö 

ilsiD  0»  — *  Acos  n  =  (cosocos  cd  +  cos /?  sin  co)  sin  <5  — ^osyco*6.   ^ 

Wenn  nun  die  Schwingnngslinie  auf  der  Sk\t&  ieM  MeiMians 
iw  Beobacbtungsorts  liegt,  nach  welcher  die  Drehung  der  Erde 
gerichtet  ist,  Ho  ist  ^  nach  dem  Obigen  offenbar  verstattet» 
^=  6,  folglich  cos  S  =  cos  6,  sin  6  =  sin  6  za  setzen; :  und:  naeh 

4  ist  also: 

.'.■■■■■ 

cos6  =  T{(cosocoso-f  .cos/3sinio)sino — cosjrcoso}, 
<las  Zeichen  so  genommen,  dass 

CrC=±(cosasino-^cos|3cos»)cosc3, 
^  b.,  weil  coscS  positiv  ist,  dasd 

db(eososin(o— -cos/Scoso)  .     ;  ^ 


Mgati?  wird;  wenn  dagegen  die  Schwingungslinie  auf  der  entge- 
lengesetzten  Seite  des  Meridians  deä  Bepbacbtüngsorfti  liegt,  so 
^88  man  offenbar  6  =  d-|-180^,  also  co8  6  =  — cosd,  sin 8 
^— sind  setzefi,  und  nach  4)  ist  folglich) 

eos6^dbt(cc«<>^^0<>i>-f  <:o'S/'<^<>o)Alnc5  -cosycoso), 
iu  Zeicfaen  so  genommen,  dass 

0C«5:t(cös«shi©— co8/?Cfosto)cbiiß, '  ''* 

l  L,  wsil  cosS  pesiflv  ist,  davs 
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negativ  wird.  Nun  iiberzeogt  maJi  sich  aber  ganz  auf  dieselbe 
Weise  wie  oben  in  einem  ähnlichen  Falle  mittelst  .elnqrleichUp 
Coordinaten- Verwandlung  sogleich»  dass  die  GrGsse 

cos  ß  cos  CO  —  cos  a  sin  m 

r  .      »       .■ 

ilD  vsten.  F!^le,p9sitiv>  im>.js weiten  Falle  ni^tlF,  ieft,  dafl»  a^^ 
4i«  GsSsse.      ,  ..         ,      ^  .  ,...  ..  ,,> 

90s  o  sip  0» — cos  ß  cos  n 

■    ■  ■  •  ■     t  * 

im  ersten  Falle  negativ,  im  zweiten  Fallet  positiv  ist ;,  worauf  #idi 
mittelst  des  Obigen  auf  det  Stelle  ergiebt/ dass  in  tötaeo' ^tllu^ 
also  in  völliger  AUgeipein.beit» 

cos  6= —  {(ti€ß  ocos  o  +ßOBß8in  io)sio  ö-^vos  y  cos  S  | 

oder 

5)  .  .   cos6=:coS)rcosc5— (cosacos(o-|-cos^sino)sinc5 

za  setzen  ist. 

Well  bekanntlich 

cosacosoocosS4-Gos/}sina>CPsS-|-cosysinQ  =0    . 

'•1.';  •  ¥■'  ^ 

»d  fblglicb  ! 

cos  «cos  n  -f  cos  j3  sin  00=—  cosytangS, 

COS  y  = — (cos  a  cos  a  -f-  cos  ß  sin  00)  cot  S 

....    . ,  ■         « 

ist,  80  ist,   wie  man  leicht  findet: 


^__^  cosy cos  c  cos  0  -\-  cos  ß  sin  n 

^®*^~"cösö'"'"  Sin5  ^ 


.">  i 


und  folglich 


|4n  ^*  ?=  l — -— ^=  1  ■- cos  y«-- cos  y«  tang«^ 


i\..         .»T 


1 1      •  . 


cds5*' 

=cos«*  +  eos^  — (cos«cosc9+cospsina)*  . 
=.  qostt^si  0  tt*.-|-cos/S^os  (o*'^2cosficcos/3sin  oocof  m 
= (cos  a  sin  a>  —  cos  5  cos  09)*  9 

also  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  in  Williger  Allgemeinheit: 

sin  6  =  —  (cos  a  sin  w — cos  /l  ees  f»). 


■    I 
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Dll«r  haben  wir  j«tst  die  folgenden  ganz  allgenein  gültigen 
Pirntli: 


6)  .  . 


C08 


A.-.  ce'*/  _      cos  c  CO»  CD  +  cos  ß  sin  co 
cos  5  ""  ~  sin  o 


sin  9  =  cos/3eos«»--  cosasin». 


Bevor  wir  weiter  gehen ,   wollen  wir  zuerst  zeigen ,    wie  die 
Lige  einer  Ebene  bestimmt  wird»  die  durch  eine  gegebene  gerade 
Liole  geht  and  gegen  eine  gegebene  Ebene  unter  dem  kleinsten 
Winkel  geneigt  Ist.    Zu  dem  Ende  sei  in   Taf.  V.  Fig.9.   die  ge- 
gebene gerade    Linie  ABy    und    MN  sei    die  «gegebene   Ebene. 
Dorch  den  Punkt  B  ziehe  man  in  der  gegebenen  Ebene  die  be- 
liebige gerade  Linie  Bd    ßille  von  A  auf  die  gegebene  Ebene 
des  Perpendikel  AAi^   auf  die  Linie  BC  des  Perpendikel  AC, 
■od  ziehe  die  Linien  BAi  und  CAi.    Dann  ist 


AAi  ^zzAC^inACAi, 
HJ:  =:AB.s\nlFC; 


also 


•der 


AAi  :=  AB,  Bin  ABC.  a\t\  ACAx 


ÄA\ 


6\nACA^  = 


AB.smABC 


Da  die  Linien   AAi   und   AB  constan<^  sind ,   so  wird  der  Winkel 

ACAi  ein  Minimum  werden ,  wenn  biuABC  ein   Maximum   wird, 
«ko  für 


ARC=W^ 


^er  wenn  die  Linie  i^C  in  der  Ebene  MN  auf  der  Linie  AB 
Mnicrecht  steht.  Folglich  wird  die  gesuchte.  Ebene  bestimmt  durch 
Aegegebene  gerade  Linie  und  die  auf  derselben  senkrecht  stehende, 
i>der  gegebenen  Ebene  liegende  gerade  Linie. 

Ferner  wollen  wir  uns  nun  mit  der  Bestimmung  der 
Uge  der  Sehwingnngsebene  des  Pendels  bei  einer 
'orch  die  polaren  Coordinaten  q)|,  o,  r  bestimmten 
iweiten    Lage  des  Beobachtungsorts  beschäftigen. 

Bei  dieeer  Bestimmung  halten  wir  uns  ganz  an  die  im  Chi- 
gm  fl!r  dieselbe  entwickelten  Prineipien  und  suchen  denselben 
Aar  einen  analytischen  Ausdruck  zu  geben. 

Thea  xxyn.  i6 
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Der   nach   ikm   BeoteehüHigBOffte    g«iog«ae    EidMbnesse^ 

schliesse  mit  den  positiyeo  Theilen  der  Azen  der  x,y,z  die  180^ 
nicht  öbersteigenden  Winkel  Ug',  Vx  ,  w^'  ein,  «o  vsti 

co8  9i'  =8inoieosQ, 

Eid    anderer   beliebiger,    aaf    diesem    Erdbalbmeaser    senbeelii 
stehender  Erdhalbmesser  sei  gegen  die  positiven  T heile  der 
der  a,  y,  z  unter  den,  180^  nicht  übersteigenden  Winkeln  ti', 
w"  geneigt,  eo  ist 

cos  ffi '  cosM^  4- cos  Vi '  cos  e^  4- cos  Vi  '  cosav^  =  0» 

folglich  nach  dem  Obigen: 

cos  (Ol  cos  €3  cos  u"  +  sin  o^  cos  €5  cos  r*  +  ^in  €5  cos  w' = 0. 

Soll  nan   dieser  Erdhalbmesser  in  der  ersten  Schwingnogsebene 
deB  Pendels  liegen,   so  mnss 

ilcosu^  +  iß  cos  r'^+Ccos  10^=0 

sein;  nod  ans  den  beiden  Gleichnngen 

A  cos  a"  +  J5  cos  v"  +  Ccos  ic"  =  0, 

cos  Ol  cos  €5  cos  tt"  -f-SlDOi  COSC5cOSv''^-f  6iD€5cOSU7^=:0 

folgt  nuD,    fveon  G'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

cosm''  =  G'(CsinQ}i  cosö  —  ^sincd), 
cos  v"  =  6r'  {A  sin  ö  —  Ccos  Wi  cos  ö) , 
cos  tu''  :=  G'  (JScos  coi  — i^sin  ©i)  cos  5. 

Ist  nun  im  Allgemeinen 

Aiür  +  Biy+Ciz  =  0 

die  Gleichung  der  zweiten  Schwingungsebene  des  Pendels,  so  ist» 
weil  nach  den  oben  entwickelten  Principien  diese  Ebene  dorcb 
die  beiden  vorhergehenden  Erdhalbmesser  bestimmt  wird,  welche 
also  in  dieser  Schwingungsebene  liegen  müssen: 

^iCOSm"  + J5i  C08t>"+  CiCO8tl>''=:0, 

Ai  cos  Ol  cos  (3-i-Bi  sin  Oj  cos  c3  -f-  Q  sin  c5  =  0; 
f^i«.i;^ii^   wenn  Gi'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 


M»  F^memmii,  am  neuen  Gesiehiepnnkten  danfeeieüL       339 

Ai^=:  Cri'  (sin  a»|  eos o  coaw"  -*  sin  ö  gosv') , 

J%  =  Cri'  (sin  c3  cos«'^ — cos  «Oi  cos  (5  cos  to^), 

Q  =  (?! '  (cos  (üi  cos  o'^ — sin  coi  cos  u")  cos  c5 ; 

also,  wie  man  mittelst  des  Vorhergehenden  leicht  findet,  wenn 
der  Kürze  wegen 

7)  •    .    Sl=:  A  cos  (0|  cos  o  i-Bsincoi  cos  c5  -f-  Csin  ö 
gesetct  wird: 

^j=*-CGj'(^  — ÄCOSCDiCOSÖ), 

J%  =— Cr'Gi'(iB  — Äsinwi  cosö), 
(^  =:-G'G,'(C— Äsinö); 
wo  es  aber  offenbar  verstattet  ist,    bloss 

ili=^~  il cos  Ol  cos o , 
Bi  =  fi —  ^sin  Ol  cos  o , 

za  setzen.  Für  die  Grosse  Sl  erhält  man,  wenn  man  in  deren  vorste- 
henden Ausdruck  die  oben  für  A,  B,  C  gefundenen  Ausdrücke  ein- 
föhrt  und  dabei,  wie  es  nach  dem  Obigen  erforderlich  ist,  zugleich 
G^  s=:  1  setzt,  nach  einigen  leichten  Verwandlungen  den  folgen- 
den Ausdruck: 

cos  a  cos  i(o  +  o)i)  sin  q 

8)  i$2  =  2sini(o— Ol)    ^  -t-cos/?sins(o-f- <Oi)sio^    }    cosQ. 

—  cos  y  cos  |(o  —  0|)  cos  o 

Bezeichnen  jetzt  cK|  ,  /?| ,  yi  die  von  der  zweiten  Schwingungs- 
linie mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  eingeschlos- 
senen, 180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  so  haben  wir,  da  die 
in  Rede  stehende  Schwingungslinie  im  Horizont  des  Beobach- 
tmigsorts  liegt,  zu  deren  Bestimmung  ganz  in  ähnlicher  Weise  wie 
früher  die  folgenden  Gleichungen: 

Ai  costti  -f-iBiCos/3|  -f-  C|Cosyi  =0, 
cos  Ol  cos  Q  cos  a|  -|-  sin  0|  cos  o  cos  ß^  -f-  sin  Q  cos  j^i  =  0 ; 

aus  denen,  wenn  G"  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  sich  so- 
gleich die  folgenden  Ausdrücke  ergeben: 
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cos  11^  SS  G'iCiammxton  ö — Bi  sid  o), 

co«^  =:  G''{Ai  sin  o  —  <^  cos  »i  cosci)  > 

cos/i  =  G''{B^  cos  «i  — i4i  sin  c9i)cosQ ; 

also,  wie  mao  leicbt  findet ,  irenn  man  die  obigen  AnsdrScke  von 
^\9  Bi,  Ci   einfuhrt : 

Goseei  s=C(Csio(D|C08Ö — fisiott), 

cos  ßi  =  G"  (Asin  fd  —  Ccos  cdi  cos  o)  , 

cos/i  =5  C(iBcosaii<^^sinO|)coso. 

Bezeichnet  nnn  cndlicb  6i  den  von  der  zweiten  Scbwingnngs- 
linie  mit  der  zweiten  Nordlinie  eingeschlossenen,  ganz  auf  Sbn- 
liehe  Art  wie  früher  den  Winkel  S  genommenen  Winlcel,  so  ist 
nach  6): 

.       cos/i  cos  «1  cos  e>t  -|-cos  ßi  sin  ai| 


m    COSCfi  = =: 

9)    .  .  <  «<>s« 

f   sin6|  =cos/3] 


smci) 
cos  (Ol  ^  coscTj  sin  (D| ; 


also»    wie  man  mittelst  des  Vorhergebenden  sogleich  findet: 
cosOi  =  G"{Bcou  dl  —<^  sin  (Dj), 


r  co8efi  = 
\  sin  Ol  = 


^0)      - 

G"  I  (^  cos  (Ol  -|-  i? sin  G0|) sin  o  —  Ccos  ö  J. 

Entwickeln  wir  nun 

sin  (ß — öl)  =  sin  ^  cos  Si  —  cos  S  sin  Oj 

mittelst  der  Formeln  6)  und  10) >  so  erhalten  wir  zuvorderst  ohne 
alle   Schwierigkeit: 

sin  (6  —  ©i)  =     G"  (cos  a  sin  © —  cos  ß  cos  ©)  {A  sin  coi  —  J5  cos  a>i)  * 

-f  C(cosacosa)-|-cosj3sino))(2lcos(i>|  -h-Bsini»!) 

—  CC(cosacosG)  +  cosjSsina})cot5, 

oder,   wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

sin  {B  —  ©i)  =      G"  {A  cos/? —  Äcosa)  sin  (w —  ©i) 

+  G''(ilcosa+  ßcos/3)cos(G)~  m{) 

—  G"  C(cos  a  cos  o»  +  cos  /3  sin  a>)  cot  ö. 

Leicht  findet  man  aber  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
Ausdrücke  von  A,  B,  C  und  der  Gleichungen 
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cos  O* -f  cos  |8*  »t- imS  7*  C3 1 » 

C08OCO8 I0C08  o  -|-  cos/Ssio  0»  COS  S  -|-  cosysin  S  ==  0 

■  • 

die  folgenden  Ausdrücke: 

Acosß — Bco8ar=z     sincS, 

^Icosa-f- J?cosj3=— (cosasiDflo  —  cos/?costt)cosycosQ; 

dder>  weil 

(cos  a  sin  09— cos /}  cos  o)  cos  S  =  C 

ist: 

^  Acosß — Bcosos:     sinS, 

^  A  cos  a-{-B  cos  ßi=: — Ccosy. 

Nimmt  man  hierzu  nun  noch  die  Gleichung 

•  ■ 

(cos ocos  (0  -f  cos I? sin  cd)  cot  ö  =  —  cos  y , 
^so  erhält  man  ohii#  alle  Schwierigkeit: 

sin(e— 6J  =  G''{sin((D— ß)i)sinö+Ccosy[lT-co«(»'-^)]l, 
also 
I  sln(e  — ei)»G^!siii<fli«*-«i)siA3-f  2Ceosyslnl((o---aii>*n 

r 

folglich : 

11)    .    ^J^|=^=Cf{8m5  +  Cco»ytaDgl(a,-a)i)!; 

itier: 

12) 

-~ ^=G''|sin5+(cosasin€5 — cos/?cosco)cosycosQtang|(fl»— (»i)}. 

Weil  aber>  wie  aus  dem  Obigen  erhellet» 

cos  «sin  o—  cos  ß  cos  (o=: — sin  S »    cos  y  cos  o  =  cos  6 cos  q' 
kt,  so  kann  man  auch  setzen: 

13)    ?|J^^^^==:G''{sinö--sinecosecos5«tangU»-^^ 
oder: 
:  "^    ^<#^S)  ===  *'"^*'" ^  "^  * 8in2ecos5«tang4(öh-«^),,.  ^ 
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Nach  dem  Obigen  Ist  offenbar: 

jq^  =  (Asm  (S — Cco8  a>i  cos  (S)^  -f-  (Bsln  o  —  Csin  »i  cos  c5)* 

+  (il  sin  (Ol  —  B  cos  »i)*  cos  5*, 
also>   wie  man  leicht  findet: 

jyff^  =  -4*  +  Ä*  +  C* — (A  cos  (»i  cos  iQ  +  BBiumi  cos  S  +  Csin  5)*# 

und  folglich ,  well  aus  den  aus  dem  Obigen  bekannten  AusdrScken 
von  A,  Bf  C  sich  leicht  ergiebt,  dass  ^-t-B*-t-C*:=l  ist,  wo* 
bei  man  die  Gleichungen  , 

cosa^  -f-  cosjJ*  +  cosy*=  1, 

cos  a  cos  o  cos  o  -f-  cos  ß  sin  oo  cos  (d  -|-  cos  y sin  25  =  0 

zu  berOcksichtigon  hat,  zugleich  auch  nach  ?): 

Wir  wollen  nun  auch  noch 

cos  (S — 6i)  =  cos  S  cos  Si  +  sin  0  sin  ©i 

entwickeln^ .  Zunächst  erhält  man  mittelst  der  aus  dem  Obigen»^ 
bekannten  Formeln  unmittelbar: 


,^  (cos  a  cos  CD  -f-  cos  /3sin  ca)  (A  sin  «o^ — .gcos  (Og) 


—  C(cosasin(o— cos/3cosco)  {(ilcosG}i-|-i&sinc»])8in5  —  Cco8c5|p. 
also,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

cos(0— eo 

(       (cosocoso)-}-cos/7sina>)(ilsinQ)|.— J?cosoO|)  i 

(  — .  (costf  sin  (0 — cos  /3cos  co)  (^Icos  i»i  j-  J?sin  a)|)  J 

sin^ 

-f-  C  (cososinco— cosj^cosoo)  t  (A  cos  O0|-|-i?sino>|)cos  o-fCsin  Q  icolo» 
oder  nach  leichter  Rechnung: 

cos(e— ej 
^„  (A  cos/3 — gcostt)  cos  (od — coi) — ( Jcos«  -f  gcos  /8)sin(ip-*»<»l) 

4-  C(c6si(sino— eosPcos(o){(ilcos  o>i-f  fisiniOi)cosc5-f  Cslno)cotS. 


=  G 
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MmUiber 


und 


aneh 


•bo: 


A  cos  ß — B  cos  o  =  sin  o 

^cosa-f  J?cos/3=:  —  Ccony 
=:-*(cosa8inio — cos/3co8(o)cosycosS 

=       SID  0  cos  0  cos  Q^f 

Sl  =  (^cos i»i  -f  B»\n  (D|)cos c5  -f  Csin S ; 


•^^^C^^i) = G^  I  cos((a— «1 )  — 810  6[  Ä+cos6co8ÖsiD((ö — a>i)]cotS  I, 
md  folglich: 

lux  co8(6 — 6i)  -,„  .     8in6[i2-f-co80co8Ösin((D— CO«)]     ,-» 

'  cos(c» — (Ol)  cos(a)— i»|) 

•ißt: 

1^  cos(6 — 6i)  ^„,-     i28inO-f|8in20co8€58in(io— (0|)     ^_, 

cos  (cd— ©i)  008(0) — (0|) 


IIL 

Uebergang   sam   Falle   der    ContiBuität. 

Wir  wollen  jetzt  aDnehmen»  dass  sich  co — a>iy  und  folglich 
Mch  9 — 6|  der  Null  nähere,  so  werden  co8(co — o>|)  nod 
9m{B — 6|)  sich  beide  der  positiven  Einheit  nähern,  und  der 
GrlDzwerth  tod 

cos  (e— Ol) 

cos  (cd —  a>i) 

^  also  offenbar  eine  positive  Grosse  sein.    Weil  nun  nach  8) 

cos  a cos  i((D  -|-  cDi)  sin  c5  \ 

A  =  2sin|(G) — G)|)  {  -f  co8/3sini(o)-f-<0|)sino  >   coso 

—  cosycos4(cö — a)i)cos5  ' 

^,  so    nähert  sich  Sl,   Immer  unter   der  Voraussetzung,    dass 
•-*Oi  sich  der  Null  nähert,  offenbar  auch  der  Null,  und  wegen 
I4r  Gletchmig  17)  Ist  daher  offenbar 

C08(o— I0|) 
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also  nach   dem  Obigen  Lim  G"  eine  positiTe  Grosse;    Nseb  VS^ 
ist  aber 

also,  weil  Sl  sieb  der  Null  nähert.  Lim.  6^2=1,  and  folglich» 
weil»  wie  wir  eben  bemerkt  haben,  Lim£r'  positiv  ist,    auch 

LimG"  =  l. 

Drücken  wir  nun  die  Gleichung  14)  auf  folgende  Art  ans: 

I  sin(e— Ot)  ,  6in(cQ~c()i)  |      6-6^  *! 

»      ^ — 6|      '     »—»1      /  *  (0 — coi 

=  Cf^lsino  — ^sin20  cos  c5^  taug  i(o — «>i))»  lln 

so  erhalten  wir,    weil  die  Gr5sse 

isin26cosQ*tangi(oo-^  I0|) 

sich  der  Null  nähert,  wenn  o — tOi  sich  der  Mull  nähert,  auf  derj 
Stelle  die  folgende  Gränzgleichung,  bei  der  man  immer  zu  beacb» 
ten  hat,  dass  fi>-^«i|  und  6 — 0|  sich  zugleich  der  Nnll  nähern s 

sinCe—e,)          sin(cö— «i).  -.     0—6,         .    -  , .     ^m 
{Lim — ;ö — ä"    •JL''™ — ^ —  .Lim ^  =  sin  Q  •  Lim  Cr', 

ö — öi  CO — OD,  O  —  CDi 


l. 


.  1 
.1 


und  weil  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze 

sin(ai— a),)_         ^.     sin  (6- 6,) 
JLiim =  1  f    l-<im  — H — H —  =  1  > 

0)  —  (Dj  6  —  6, 

nath  dem  Vorhergehenden  aber  auch 

Lira  6?"  =  ! 

ist,  so  geht  die  vorstehende  Gränzgleichung  auf  der  Stelle  in 
folgende  über: 

18) Lira ^=:8iuo.  i   j 

'  OD —  ft), 

Dass  diese  hier  in  aller  Strenge  abgeleitete  Gleichung  dl^ 
vollständige  Theorie  des  Foucault'schen  Versuchs  enthält i  win^ 
man  auf  der  Stelle  fibersehen,  wenn  man  nur  alles  Obige,  na.'^ 
mentlich  auch  das,  was  über  die  Art  und  Welse,  wie  die  WiiH^ 
kel  6  und  O^  genommen  worden  sind,  gesagt  worden  Ist,  sorg^; 
ftitig  beachtet  Noch  weitere  Erläuterungen  hierüber  hinzuzuf)lg6a|r^ 
halte  ich  daher  an  diesem  Orte  für  überflüssig,  und  hoffe,  dai|M|y 
man  den  obigen,  mit  aller  Strenge  durchgeführten Entwickelunge»  j 
einigen  Beifall  nicht  versagen  wird.  \ 
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Die  Anflofliiiig  der  Gleichungen  des  fanften  und  Mchs- 
ten    Grades  durch   Construction  nach  Descartes^   in 

eigenthümlicher  DarsteUung. 

Von 

■  ■ 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Ueber  den  vierten  Grad  hinaus  ist  belcanntlich  die  aligemeine 
AiflosoUg  der  Gleichungen  in  dem    gewöhnlichen   algebraischen 
Sione  unmöglich;  ja  schon  die  Auflösung  der  Gleichungen  des 
Glitten  und  vierten  Grades  nimmt  geometrische  Hälfsmittel  in  An- 
ipnich»  insofern  man  die  Anwendung   der   goniometrischen  For- 
MQJn  und  Tafeln  in   den  Kreis  der  Anwendungen   der  Geometrie 
,  uf  die  Algebra  zu  ziehen  keinen   Anstand  nimmt;   und  was  ist 
fcoD  die  allgemeine  Auflösung  der  reinen  Gleichungen  mittelst  des 
Gotesischen  Lehrsatzes  am  Ende  anders  als  eine  Anwendung  der 
Geometrie  auf  die  Algebra  ?  insbesondere  da  sich  in  diesem  Falle 
fie  Wurzeln  der  aufzulösenden  Gleichungen,  oder  wenigstens  die 
Hellen  quadratischen  Factoren,  welche,  gleich  Null  gesetzt ,  zu 
fileiehungen  des  zweiten  Grades  führen,   durch  deren  Auflösung 
ie  in  Rede  stehenden  Wurzeln  erhalten  werden,  auf  eine  so  ein- 
teile und  elegante  Weise  geometrisch  darstellen  lassen.    Endlich 
weiss  man   auch,   mit  wie  grossem  Glück  man  in  vielen  Fällen 
gMmetrische  Betrachtungen  bei    den  Beweisen   wichtiger    allge- 
meiner Sätze  von   den  Gleichungen  in  Anwendung  gebracht  hat. 
Jdb  bio  daher  der  Meinung,  dass  man  mit  demselben  Eifer,  mit 
fvel^eiii   man   bisher    die   wohl  fast    zum  Abschlüsse    gebrachte 
Anwendoog  der  Analysis  auf  die  Geometrie  bearbeitet  hat,  ooii 
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4M       ermmert!   Ott  ImfUntnt  der  etettihngen  des  fAißen 

waA  niBgekehrt  die  Amreadni^  der  Geometrie  auf  die  Aoalyn», 
i— fccjioodgfe  vaf  die  cigmtlicbc  Algebra,  etadiTen  soltte,  und  bab^ 
mk  «choo  ISagst  To^eDomnwD .   in    önem  diesen  Gegeostand  be-. 
'ftcfcoden    grüsseren   Werke    in   Verbiadnnv  mit    eigenen   Cntes^. 
«■ckongen  Alles  za&ainmenznstellen,    wa«  bisher   in  dieiter  Bezi«.« 
fcW|,  geleistet  worden  isL    Für    jetzt  will  ich    indess    in  dieew 
ftWi  iiiilliui£  nnf  einen  Pnnkt  zur  Sprache  bringen,    der,  so  alt  er 
aaek  ist,  bisher  nach  meiner  Meinung  nicht  in  dem  Maasse,  wig 
er  verdient,  beachtet  worden  ist,  zugleich  in  der  fiuffnung,  dadnrct 
TMÜeicht  anch   andere  Sfalbematiker  m  veranlassen,    ihre  Kräßc 
der  Anwendung  der  Geometrie  anf  die  Algebra  zn  »idmen,  mi 
^Ic  Ergekitsse  ihrer  Unlersncknngen   in   dieser    Zeitschriß  ■!!- 
Mth  eilen. 

Es  ist  bekannt,  dass  viele  der  berühmtesten  älteren  MaA«' 
mafiker,  baaptsXcblich  ab«r  Desearles,  Fermat,  La  Hirc, 
L'Hospital,  Undde,  Schonten,  Newton,  Halley,  u.  a.  «. 
•ich  sebr  eifrig  mit  der  Aoflüsnng  der  Gleichungen  durch  Caa- 
stnrction  mittelst  verschieden»  mehr  oder  weniger  leicht  zn  be- 
schreibender CurveD  bescbsnigt  haben.  Newton  in  seiner  „Aritb- 
■  ctica  nniversalis.  Lngdoni  Batavornra.  1732.  p.  213.- 
p.241."  nnd  anch  Maclaurin  in  seiner  „Algebra"  von  der  nur  ' 
£e  unter  dem  Titel:  „Traited'Al^^bteetde  la  mani^rede 
r>ppliqner.  Tradait  de  de l'ADglois  de  M. Mac! aurin. Paris. 
ms.  p.387.— p.-KU.  erschienene  franeüstsche  Uebersetzung  vorliegt, 
ImImb  diMCn  Gegenstand«  ganie  Kapitel  ihrer  Werke  gewidBaiiDI» 
MKierea  MaÜMiiatiker  haben  diesen  Weg  der  Auflasnng  der  ^4' 
eboagen  längst  rerlassen,  w«bei  wofal  der  an  sich  gane  riefcHge  6«' 
aicbtspnnkt  aubassgebend  getras»  is^  dass  einmal  die  Aaflüsaag  dir 
Gleichnngea  doccb  Construction  T«a  {(eringer  praktischer  BwA 
iMikeit  sei,  und  dass  ferner  bei  einem  an  sich  rein  arithmefcchav 
CSegenstaade  die  Anwendung  der  Geometrie  aU  ein  frendai4ifrW 
Höirnmittsl  betrachtet  werden  mfisse.  Dessenni^eacfitet  hin  \db 
der  Heinwg,  dass  es  jetst  an  der  Zeil  sein  dfirfto,  den  Mhet 
••  eifng  T«rfolgt«D  geometriscben  W-^  der  Aurifisnvg  der  algf  j 
brahehs«  GüMebaa^ea  von  Ncoem  an  betreten,  natfirläch  fliaid 
■ad  allMn  «■>  den  Gmndfl,  weil  an  einem  Fartschritta  wmitK 
AadSsiuig  der  Gleicfa*ing«a  auf  arilbraetiscfc^  Wege  bei  dbf 
jetngan  Lag»  der  £bch«  ss  gut  wie  «ar  keine  HsAmag  vnriwita  '■ 
i«t  In  luAer  Verbindung  hieraüt  steht  ein  anderer,  vwa  daall- 
tcren  Hatbematikem  gtächfalls  mit  gfeasem  EiSir  ia'a  Aa^'g»- 
ianter  Gegenstand,  »Smlieh  die  Angabe  sweckmSaalgvr  laataa- 
nente  mu  organischen  BeschTeibwig  der  bei  der  AnnSsaag  4h 
fÜeichnagen  durch  ConatmctioD  angewandten  duren,  woiM«  Uk 
-aMchjailMb  Ar  jezt  hier  nicht  weiter  verbreiten  will. 
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s  .  Am  #ifrig«te9  aoter  allen  Mathematikem  tot  woU  der  «cbarf- 
i^iit^Descartes  «ich  mit  der  AurJSB«9(i(  der  GloiciHiiigeii  itorch 
i»mBlni«tMHi  b«Bchäftigt.  Seiiie«,6eoinetrie^'  (Renati  Desear. 
fPJm  Cr«#meirla»  uua  cum  ootis  Florinondi  de  Braune, 
ifieft  aiqae  studio  Fraocisci  a  8chooten.  Franoofarti 
ftA-M^a'DttA«  J605.  4**.)  iet  ein  aus  106  Seiten  bestehendes 
W-eikcheiif  ivelchee  auf  diesßia  geringen  Räume  mehr  i^eue  Ideen 
4ntbflt  ale  viele  andere  bändereiche  Werken  und  liauptsücUieb  au 
Iteitoren  Untersuehnngen  aueuregen  den  Zweck  hatte,  was  Des- 
8a.rtes  Mich  selbst  andeutet,  indem  er  seine  merkfi^tirdiipe,  des 
•aifföltigsten  Studiums  sehr  werthe  Schrift  mit  den  feigenden 
W;«rtna  «chliesst:  „Sed  institutnm  meum  non  est  prolixum  Kbrum 
esnseribere,  sed  potius  multa  paucis  comprehendere t  quod  forte 
Jadicahani  oie  fecisse,  qui  consideraturi  sunt,  qaed,  rediietis  ad 
candem  constructionem  Problematis  oanibus  ejusdem  generis, 
■u»4aro  simul,  quo  ad  infinitas  alias  diverses  reduci,  atque  ita 
Mnnia  infinitis  medie  resoivi  possiot,  ostenderim.  Praieterea  «tiam, 
9»od  censtructis  iis  omnibus,  quae  Plana  sunt,  interseetiene  dr* 
Mil  et  lineae  rectae,  et  iis  omnibus,  quae  Solida  ennt,  Hiterse- 
^one  circuli  et  parabolae,  ac  tandem  Us  emnibus»  qeae  une  gradu 
(■^l^ie  sunt  composita,  intersectione  similiter  circuli  et  lineae,  uno 
P^äido  magis  quam  parabola  eompositae,  eandem  tantaa  Tiaia  in 
i^natruendis  reiiquis  omnibus,  quae  magis  magisqse  in  infinitum 
^m  eomposita,  seqai  oporteat.  Etenim  cognitis,  in  materia  ma- 
^fc^meticarani  progressiooum,  duobus  ant  tribus  priodbns  terminis, 
^^liqaos  inTenire  non  est  difficile.  Adeo  ut  speren  a  posteris 
li  gmtias  habitum  tri,  non  solum  pro  iis,  quae  hie  «Kplicui; 
«tiara  pro  iis,  quae  consulto  omisl,  quo  ipsis  velupiatliem  illa 
IMi  fluiendi  relinquerem.^  Wegen  seiner  grossen  Kürze  lek  dieses 
^^fkchea  auch  häuig  common tirt  werden,  wie  dies  von  Fiori- 
^ond  de  Beaune,  von  Schonten,  ja  selbst  von  dem  heriihmten 
''^Gob  Bernoulli  in  der  Schrift:  „Notae  et  animadversio- 
v^tamoltuariae  in  Geometriam  Cartesii.  Editae  primum 
^d  eaicefa  editionis  Francofurtensis.  Anne  1695"^).  (Ja- 
tebi  Bernoulli  Opera.  T. IL  665.)^*  geschehen  ist  Den  weit- 
hnigsten  sehr  werthvoilen  Commentar  hat  aber  anf  690  Seiten 
dar  scfiarfsinnige  und  nach  dem  Zeugniss  seiner  Zeitgenossen 
mAr  fiPlehrto  Jesuit  Claude  Raboei  «nter  dem  Titel:  „Com- 
iven^airea  aur  la  G^om^trie  de  M.  Descartes.  Par  le 
R,  P;  4Jlaade  Rabuel,  de  la  Cempagnie  de  Jeans.  A 
Itfjroo.  1730.  4^*\  heiausgegehen,  wto  in  der  Vorrede  von  dem 
aamaieiilirten  berfihraten  Werkeben  gesagt  wird:  „Ce4  Ouvrage, 

«)  <Hine  Sdamea  da«  Verfasser«. 
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qu'an  habile  G^om^tre  de  ce  siöcle  appelle  avee  raisoi 
la  O^ai^trie  Fran^^lse,    ^toit    d'une   difficolt^   pres- 
qu'insarmontable.     M.   Descartes   avoit    affeet^   die  le 
resserrer  dans  les  bornea  les  plaa  ^troites.    Bien  de« 
raisons»   qu'on  pent  Toir  dans  ses  lettres,   Ty  aveiaat 
engagö.**    Den  Schlu8S  dieser  merkwürdigen  Schrift  tob  Dea- 
eartes  macht  die  vollständige  Auflosung  der  Gleichmigeii  des 
fünften   und   sechsten   Grades  durch   Construction.    Dieselbe  ii 
ihrer  Verbindung  mit  gewissen  nöthigen  Vorbereitungssätzen»  die 
meistens  nur  angedeutet  sind,  mit  vollständiger  Deutlichkeit  auf- 
zufassen^  ist  nicht  ganz  leicht,  und  auch  die  Coromentatoren,  selbst 
Jacob   Bernoulliy    scheinen    mehrfache  von  ihnen  nicht  gaas 
gelöste  SchH'lerigkeiten  gefunden  zu  haben«    Wenn  auch,  wie  ich 
sehr  gern  zugebe,  auf  diese  Auflösung  der  Gleichungen  des  fBnf» 
ten   und  sechsten  Grades  in   der  That  Alles  Anwendung   findet» 
was  sich  überhaupt  gegen  die  geometrische  Auflösung  der  Glel- 
chungen  sagen  lässt,  so  gewährt  es  doch,  wie  es  mir  schein^  bei 
diesem  Gegenstande,  wo  die  arithmetische  Betrachtung  uns  so  gan 
und  gar  keinen  Aufschluss  gewährt  und  uns  völlig  im  Dnnkehi 
und  Im  Stich  lässt,  ein  eigenthumliches  Interesse,  zu  sehen,  wie 
durch  die  sechs  Durschnittspunkte  zweier  nach  einfachen  Gcoctiwi 
gekrümmten   Linien,  die  im  Ganzen    auch   leicht  zu  constmiico 
sind,  wenigstens   sehr  leicht  construirt  gedacht  werden  kSnnei, 
mit  einem  Male  die  sechs  Wurzeln  einer  Gleichung  des  sechstio 
Grades  erhalten  werden,  wenn  die  Wurzeln  sämmtlich  reell  sind;  I 
wie  diese  sechs  Durchnittspunkte  sich  auf  eine  geringere  Anzabl 
reduciren,  wenn  unter  den  sechs  Wurzeln  imaginäre  vorkommen; 
wie    gewisse   Durchschnittspunkte    mit   einander   zusammenfallen, 
wenn  die  Gleichung  gleiche  reelle  Wurzeln  enthält;  wie  überhaupt 
die  ganze  Natur  der  Gleichung  sich  in  den  Durschschnittspunkten 
der  zwei  in  Rede   stehenden  Curven   darstellt  und  ausdrückt.    Je 
merkwürdiger  diese  Construction  namentlich  deshalb  ist,  weil  sie 
sich  ganz  allgemein  auf  jede  Gleichung  des  fünften  und  sechsten 
Grades  anwenden  lässt,   wenn  mit  derselben   in  gewissen  Fällen 
einige  nothwendige  Transformationen  vorgenommen  worden  sind: 
desto  auffallender  ist  es,  dass  von  derselben  noch  in  keinem  der 
mir   bekannten   neueren   Werke  die  Rede  gewesen  ist,    ja   dass 
auch  die  älteren  Commentatoren  des  Descartes  sich  nicht  weit« 
läufiger  und   eingehender  mit  derselben  befasst  haben,    was  vid* 
leicht  zum  Theil  seinen  Grund  in  gewissen ,    von   diesem  Gegen- 
stände dargebotenen  Schwierigkeiten  hat.    Ich  will  daher  im  Geiste 
der  neueren  Analysis   eine  vollständige  Darstellung  dieser  Auflö- 
sung   der    Gleichungen    des    fünften   und   sechsten   Grades    nebst 
allen   nöthigen    algebraischen    und  geometrischen   Vorbereitoogf- 
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•itzen  in  dieser  Abhandlung  liefern^  indem  ich  gestehe,  daes  ich» 
nachdem  es  mir  gelungen  war»  die  eigentliche  Natur  dieser  Auf- 
iSsung  vollständig  zu  durchschauen»  den  Scharfsinn  ihres  Urhebers 
von  Neuem  lebhaft  bewundert  habe.  Besonders  freuen  wird  es 
luieb  aber»  wenn  diese  Abhandlung  zu  neuen  Forschungen  Aber 
die  geometrische  Auflösung  der  Gleichungen  anregen  sollte»  wel- 
ches aoch  einer  der  Zwecke  ist»  die  ich  durch  dieselbe  su  errei* 
eben  beabsichtige. 


Allgemeine  Betrachtungen  Aber  die  Gleichungen. 

$.  I 

Wenn 

'  eine  beliebige  Gleichung  des  Titen  Grades  ist»  und  in  derselben 
y-— a  i&r  x  gesetzt  wird»  wo  also  y^ar-f-a  ist»  so  erhält  man  die 
€rleicbnng: 

oder»  wenn  man  die  Binoroial-CoefBcienten  auf  gewöhnliche  Weise 
beseichnet  und  der  Kurze  wegen 

B  =n^a^^  («— l)i  aA  +  i?» 
e= «aoH  (n— 1)9  a^A  +  (n  —  2),  aB  +  C, 
I>=n^ijfi  +  (n  ~  l)s  a^A  +  (n-.2)aaaÄ+ (n— 3)i  aC^  D, 

u.    s.    w. 
•etzt»  die  Gleichung: 

y«  —  AY^^  +  Äy-«—  C'y»-»  +  D'y«-^— . ... =0. 

Wenn  man  von  sämmtlichen  Wurzeln  dieser  Gleichnng»  welche 
nit  der  Gleichnng 

▼on  gleich  hohem  Grade  ist»  die  Grösse  a  subtrahirt»  so  erhält 
insD  die  Wurzeln  dieser  letzteren  Gleichung;  oder»  wenn  a  eine 
piMiittve  Grösse  ist,  so  sind  in  der  Gleichung 
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die  sSminttlchen  am  die  Grösse  a  vermeftTteo  Wurzeln  der  Gleiehafig 

Ä"— /lar--i+ßar"-«-Cx*-»-f  Da*-*— ....=0 

entbaltem»  wobei  wir  rucksichtlich  der  ima^nSren  Worz^in  be* 
merken^  dass  eine  Vermehrung  oder  eine  Verminderung  derselbe* 
sich  Immer  nur  auf  Ihre  reellen  Theile  beziehen  soll ;  auch  wollen 
wir  Im  Folgenden  der  Kurze  wegen  die  imaginären  Wurzeln  selbst 
positiv  oder  negativ  nennen,  jenachdem  Ihre  reellen  Theile  positiv 
oder  negativ  sind',  und  zugleich  soll  eine  Imaginäre  Wurzel  dam 
als  nicht  verschwindend  betrachtet  werden,  wenn  ihr  reeller  Thell 
nicht  verschwindet 

Hieraus  erhellet  nun,  dass  man  durch  successlve  Vemuehnmg 
oder  eigentlich  Vergrosserung  der  Wurzeln  einer  Gleichang  nach 
der  vorhergehenden  Transformation  Immer  zu  einer  Giei^img  ge- 
langen kanui  deren  sämmtliche  Wurzeln  positiv  sind,  und  in  deiHyi 
auch  keine  Wurzel  verschwindet. 


§.  2. 
Wenn  man  die  beiden  Polynome 

und 

in  einander  multipliciit,  so  erhält  man  als  Product  die  Grusse 

-.(C+BAi  +  ABl  +  C4):r'»+"'.-3 

+  (D  +  CAi  +  BBi  +  ACi  +  /)4)dP«^»-^ 


und  sind  nun  die  Coefficienten  A,  B,  C,  D,....  und  Ai,  Bi,  Ci* 
Dl,,.,,  der  beiden  Factoren  sämmtlich  positiv  und  verscfawindeo 
nicht,  so  sind  auch  die  Coefficienten 
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C-i-BAi-i-ABi  +  Q, 
D+CAi  +  BBi  +  ACi  +  Di, 

de«  Products  «Smintlich  positiv  «nd  verschivinden  nicht 

{.  3. 
Jede  CHekhungy  deren  Warzeln 

sind»  lässt  sieb  bekanntlich  unter  der  Form 
(x — a)(a?— fli)(ar  — aa)(« — aj)....  ^ 

darstellen;  und  wenn  also  sämmtliche  Wurzeln  der  Gleichung 
positiv  sind  und  nicht  verschwinden,  so  hat  nach  dem  vorherge- 
henden Paragraphen  die  Gleichung  offenbar  die  Form 

.r»— Ja:»-»  +  Ba^'^^  Caf^-^+  Daf'^-- ....  =0, 

wo  die  Coefficienten  A,  B,  C,  Dy ,...  sämmtlich  positiv  sind  und 
keiiMT  verschwindet.  Weil  man  nun  mittelst  der  in  §.  1*  gelehrten 
Transformation  aus  jeder  gegebenen  Gleichung  durch  successive 
Vermehrung  der  Wurzeln  eine  andere  ableiten  kann,  in  welcher 
sfhnmtffche  Wurzein  positiv  sind  und  nicht  verschwinden,  so  ist 
klarjr  dass  man  durch  die  in  Rede,  stehende  Transformation  aus 
jeder  Gleichung  eine  andere  von  der  Form 

or"— -4a:»-*  +  i?a:«-*— Ca:«-»+Da;«-*— ....=0 

ableiten  kann»  deren  Coefficienten  A,  B,  C,  D,....  sämmtlich 
poßitiv  sind»  und  nicht  verschwinden;  aus  den  Wurzeln  dieser 
transformitten  Gleichung  erhält  man  aber  die  Wurzeln  der  gege- 
benen Gleichung  leicht,  wenn  man  die  ersteren  sämmtlich  um  eia 
and  dieselbe  9  durch  die  angewandten  Transformationen  offenbar 
selbst  gegebene  Grösse  vermindert. 

Hieraus,  erhellet j  dass  es  verstattet  ist,  im  Folgenden  bloss 
GleichuQgen  von  der  Form 
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a:«—ilj*-»  +  ÄÄ^«—GF«-»  + !)«•-♦— ....=0 

sa  betrachten»    deren  Coefficienten    A,  B,  C,  D»....  «ämmtlkh 
positi?  sind  und  nicht  verschwinden*). 

5-4. 

Wir  wollen  nun  ann^nien,  dass  man  durch  die  mehr  er> 
wähnte  Transformation  einer  Gleichung  des  nten  Grades  eine  Glei- 
ehuDg  desselben  Grades  Ton  der  vorhergehenden  Form,  er-' 
halten  habe.  Dann  ist  in  der  transformirten  Gleichong  der  Coefl- 
cieut  des  dritten  Gliedes  entweder  grosser  als  das  Quadrat  der 
Hälfte  des  Coefficienten  des  zweiten  Gliedes  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  darf  man  die  Transformation  als  beendigt  betrachten,  im 
zweiten  Falle  muss  man,  des  Folgenden  wegen,  dieselbe  fortsetzeiiy 
bis  Ae  in  Rede  stehende  Bedingung  erföllt  ist  Dass  dies  aber 
Immer  möglich  ist,  kann  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt  werden. 
Die  reellen  oder  imaginären  Wurzeln  der  noch  weiter  zu  transfor- 
mirenden  Gleichung  des  nten  Grades  seien  a,  b,  c,  d,  e,  /,  ^..... 
Vermehrt  man  nun  diese  sämmtlichen  Wurzeln  um  die  reelle  posi- 
tive Grösse  1^  so  ist  der  Coefiicient  des  zweiten  Gliedes  in  der 
formirten  Gleichung,  ohne  Rucksicht  auf  das  Vorzeichen, 


(a  +  ii)  +  (6  +  ii)  +  (c  +  ir)+(d+if)+(«  +  ii)  +  .... 

=  a +6  +  c  + €?  +  «  +  ....+ nt«, 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

S=o  +  6  +  c  +  rf  +  e+/'+.... 

setzen  >  wo  iS  nach  der  Voraussetzung  eine  reelle  positive  Grosse 
ist,  S  +  nu,    Der  Coeflicieot  des  dritten  Gliedes  ist  bekanntlich: 

(a+ti)(6+i«)  +  (a  +  i«)(c+i«)  +  (a  +  ii)(d  +  t«)  +  (a  +  tt)(e  +  «)+... 

+  (6 +«Me+ti)  + (6 +ti)(rf  +  ti)  + (6 +  «)(«+«)  +  .... 

+  (c  +  ti)(€f +  11)  +  (c  +  u)(e+ii) +... 

+  (d+ü)(e+ü)+,... 
u.    s.     w. 


*)  Da88  umgekehrt  eine  Gleichung  dieser  Form  immer  bloM  reelle 
potitiTe  nicht  Terschwindende  Wurzeln  haben  kann,  erhellet  auf  der 
Stelle;  denn  wäre  — ö=fl.( — 1)  eine  reelle  negative  oder  verschwin- 
dende Wurzel  derselben,  so  wäre 

fl«(—  i)i._  ^ai.-i(— 1)11-1  +  ira«-*(-.  1)«-«  —  Ca(—  1)—»  + . . . . 

was  finter  der  geroaehten  Voraussetinng  offenbar  nngereimt  itk. 
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oder,  wie  leicht  mittelst  bekannter  Sätze  erhellet  : 
•»+«+«i+ae  +  ....  +  (n— l)(a  +  6  +  c+d  +  ...0i«+^^^^5^ 

'i'Ci+  ee  +.... 

'^de  +  .... 

n.    s.    w. 

•der  aoeh»  wenn  der  Kflne  wegen 

+6c+6d+6e+6/'+.... 

a.    s.    w. 

gmbt  wird,  wo  nach  der  Voraussetzung  2  eine  reelle  positive 
Miee  ist, 

-S  +  (n— 1)  5tf  +  4n(n  -  l)u«. 

Die  Bedingung 

ttrt  nun  nach  und  nach  zu  den  folgenden  Bedingungen : 
J?+(n— 1)  Sn  +  4n(n— l)u*>  i5«+iif5M  +  in«ii«. 

nd  da  unter  der  Voraussetzung,  dass  n>2  ist,  diese  Bedingung 
«faibar  fanmer  erffiUt  ist,  wenn  die  Bedingung 


i(«-2)Su>— j 


y  d«  h«  wenn 


u> 


2(n— 2)Ä 


Üb  des*  Bedingung  sich  aber  unter  der  gemachten  Voraussetxonf 
iÜNibar  immer  erfilllen  lässt,  so  IXsst  sich,  wenn  tt>2  ist,  auch 
As  Bedingung 


*•»'.' 
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X+  (»-1) Su  +  in(n-l)ti«>  (^^y    , 

immer  erffillen. 

'i 
Der  Fall  n  =  2  bildet  eine  Ausnahme.    Denn  die  Bedingung 

oder  . 

▼erlangt  die  Erfüllung  der  Bedingung  . 

4a6  +  4(a  4  6)tt+4t««>  (a  +  A)«  +  4(a  +  b)u  +  4«», 
oder 

4a6>(c+6)«, 
oder  ^  ] 

(a+6)«-4a6<0,  t 

iri«#  die  BrfttHufig  dor  Bedingung  a^V^^^ab<fi,  atoo^Cü^-»)^^  ) 
was  ungereimt  ist.  '  ^ 

Für  9t  >  2  werden  wir  also,  wenn  in  der  transformirten  Glei- 
chung,  deren  reelle  Wurzeln  sämmtlieh  positiv  sind  vüd  nicht  v«^ 
schwinden»  die  Bedingung ^  dass  der  Coeffieient  des  dritten  Gliedes 
grösser  als  das  Quad^cit  der  Hälfte  des  Coeffieienten  des  zweiten 
Gliedes  ist,  noch  nicht  erfüllt  wäre,  immer  die  Wurzeln  fernerhin 
noch  so  weit  oder  so  lange  vermehren  kunnen»  bis  sich'cfiew 
Bedingung,  erfäilt  seigt;  lotd  neliiiea  wir  nu«  dies^  mit  dein  Obigen 
zusammen,  so  dürfen  wir  uns  berechtigt  halten,  im  Folgenden  nor 
Gleichungen  von  der  Form 

zu  betrachten,  wo  fliunnlliche  Coeffieienten  A^  Bt  Cm  O^  «««•  Rt- 
sitiv  sind  und  nicht  verschwinden,  und  wo 

ist.  Dass  man  aus  den  Wurzeln  der  transformirten'  Oleiclii|Big 
immer  die  Wurzeln  der  ursprüqgiich  gegebenen  Gleichung  leicht 
erhält,  wenn  man  die  enteren  •ämmflich  um  ein  und  dieselbe, 
durch  die  angewandten  Transformationen  selbst  unmittelbar  gege* 
WeiieireMte  positive  (SrOsse  vermindert,  bfaiMht  katm»  ieclmih 
iteienJef 8  bemetfcf  isu  werden. 
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Die  Canoholde». 

Wenn  in  einer  Ebene  ein  fester  Pankf  und  in  der  Elbene 
einer  in  der  ersten  Ebene  nach  der  Richtung  ihrer  Axe  sich  be- 
wegenden Parabel  ein  zweiter,  mit  der  Ebene  der  Parabel  zugleich 
sich  bewegender  Punkt  gegeben  ist»  so  heisst  der  geometrische 
Ort  der  Punkte,  in  denen  ^e  sich  bewegende  Parabel  in  jeder 
Lage  von  einer  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  gelegten  gera- 
den Linie  geschnitten  wird,  «ine  parabolische  Conchoide. 


5.  6. 

Die  erste  Ebene,  in  welcher  sich  die  Parabel  nach  der  Rich- 
tung ihrer  Axe  bewegt,  wollen  wir  als  Ebene  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensysteros  der  o?,  y  annehmen,  und  der  Parameter  der 
FttrabelsoU  duft&  j»  bejeichtiet  werden.  Die  GoordiaaU»  d«s  in 
dieser  Eh«ne  gej^benes  festen  Punktes  seien  ü,  6«  Die  AUge^ 
meinheit  wird  nicht  beeinträchtigt,  wenn  wir  annehmen,  dass  die 
Parabel  in  der  Ebene  der  a^  sich  so  bewegt  i  das»  ihre  Axe  auf 
der  Axe  der  x  hin  gleitet.  Ferner  wollen  wir  die  positiven  x  so 
annehmen,  dass  ihre  Richtung  von  dem  Scheitel  der  Parabel  an 
gerechnet  nach  deren  innerem  Räume  hin  liegt,  und  in  Bezug  auf 
«Q  durch  den  Scheitel  der  Parabel  als  Anfang  gelegtes ,.  dem 
priiniiiven  Coordinatensysteme  paralleles  Coordinatensystem  sollen 
die  Coördinaten  des  in  der  Ebene  der  Parabel  gegebenen,  mit 
derselben  zugleich  sich  bewegenden  Punktes  durch  c,  d  bezeich- 
net werden. 

Die  erste  Coordinate  des  Scheitels  der  Parabel  bei  einer  be« 
Uebigen  Lage  derselben  sei  u.  Dann  ist  bei  dieser  Lage  der 
Pttrabel  in  ftezug  auf  das  Sjrstem  der  xg  dk»  Gleielrang  der  durch 
die  beiden  Punkte  (ab)  und  (cd)  gelegten  geraden  Linie  offenbaifc 

weil  c+u,  d  die  Coc^dinäfeö  des  in  iei  Ebene  der  Parabel  ge- 
gebenen Punktes  in  Bezug  auf  das  System  der  xy  sind;  und  die 
Gleichung  der  Parabel  in  Beza|^  auf  dieses  letztere  System  ist : 

'y^äxp(x — tt). 
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För  die  Durchschnittspunkte   beider  Linien  müsseo,   weon  m, 
y  deren   Coordinaten   bezeichnen,    die    beiden    yorhergeheode^ 
GleichuDgeo  besteben,  und  die  Gleichung  der  parabolischen  Coi 
choide  wird  also  offenbar  erbalten,    wenn   man  aus  den   beid^ai 
Torhergehenden  Gleichungen  die  Grösse  u  eliminirt.    ZuvOrderaBt 
hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

und  aus  der  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich: 

P 

durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man  aber  auf  der 
Stelle  die  Gleichung 

.  , (6— cfjar  — fl(y--<0  ,  ^ 

C  +  X^mm  T 1 $ 

*  — y  P 

welche  die  Gleichung  der  parabolischen  Conchoide  ist,  und  meB» 
einigen  leichten  Transformationen  sogleich  auf  die  Form 

gebracht  wird. 

Gewöhnlich  setzt  man,  was  auch  för  unseren  gegenwärtige 
Zweck  genügt,  i^=0,  und  nimmt  also  den  in  der  Ebene  der  sid 
bewegenden  Parabel  gegebenen  Punkt  in  der  Axe  der  Parabel  ai 
was  wir  daher  von  jetzt  an  thun  wollen;  auch  setzt  man  meisten 
c  als  positiv  voraus»  d.  h.  man  nimmt  den  in  der  Ebene  der  Pi 
rabel  gegebenen  Punkt  innerhalb  der  Parabel  an,  was  von  je 
an  gleichfalls  geschehen  soll. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  nach  dem  VorhergehendeD 
die  Gleichung  der  parabolischen  Conchoide: 

y^ — by^  +  p{o> — c  —  x)y  +  bcp=0, 
oder,  wie  man  leicht  findet: 

(2^  —  6)  (^a— cp) +p(a— ^)y=0 , 
woraus 

a?— ass— — — -  • 


l 
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P9 
«>der 

Unter  den  in  Rede  stehenden  Verauseetsnogen  hat  man  nach 
em  Verhergehenden  auch  die  Gleichungen: 

y  =  ^Z::(^+i;)'^-(^+«)^     y»=p(.r-u); 

nittelst  welcher  jr,  y  durch  u  ausgedrückt  werden  können«  Durch 
Klimination  yon  y  erhält  man  nämlich  zuvOrderat  zur  Beatimmong 
Ton  X  die  Gleichung: 

eder 

{a  — (c+«)r  ^  /        ♦      fv  / 

welche  Gleichung  man  leitht  auf  die  Form 

bringt;  und  durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  er- 
hält man: 

26*c+p(a  — c— tt)*J:(fl  — c— tt)Vp|4fe^c+p(a—c— tt)»| 

also 

j? — (c-^tl;=(a  — (c  +  tt;l 25« » 

folglich  nach  dem  Obigen: 


p{a — c-~tt)J:  V"p(46^c4-p(a— c — «)•) 
y=  -^  2Ä  ' 

xm  Bestimmung  von  a?,  y  haben  wir  daher  die  beiden  folgenden 
Formeln »  In  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  ein- 
ander beziehen:  .        :      s 
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p{a — c — «)  J:  V/?{4&^c4-/?(a — c — «)*} 

Aus  diesen  Formeln  erhellet  zuvOrderst,  das«  im  Ailgemeineo 
jedem  reellen  Werthe  von  u  zwei  reelle  Werthe  von  x^  y  eot- 
sprechen.  Nehmen  wir  nun  aber,  wodurch  der  Allgemeinheit  der 
Betrachhing  durchaus  kein  Eintrag  geschieht,  grosserer  JBestfmait- 
heit  wegen  an,  dass  auch  b  positiv  sei 9  so  erhellet  leicht^  4»tf 
jederzeit  die  oberen  Zeichen  für  y  positive,  die  unteren  Zeichen 
dagegen  fSr  y  negative  Werthe  liefern. 

Die  auf  der  positiven  und  negativen  Seite  der  Axe  der  x 
liegenden  Hälften  der  sich  bewegenden  Parabel  wollen  wir  jdit 
respective  dte  positive  und  negative  Hälfte  dieser  Parabel  nemiMi 
und  man  sieht  nun  ans  dem  Obigen  offenbar,  dass  die  paraboR* 
sehe  Conchoide  aus  zwei  von  einander  getrennten  Zweigen  besteht, 
von  denen  der  eine  von  den  Durchschnittspunkten  der  Geraden 
mit  der  positiven  Hälfte  der  Parabel,  der  andere  von  den  Dorch- 
schnittspunkten  der  Geraden  mit  der  negativen  Hälfte  der  ParaM 
gebildet  oder  beschrieben  wird.  Für  den  ersten  dieser  beiden 
Zweige  der  parabolischen  Conchoide,  welcher  deren  positiver  Zweig 
genannt  werden  soll,  ist  nach  dem  Obigen: 


2b^(c  +  u)+p(a-'C  —  u)^+(a-c-u)  V/?  [ib^c  +p(a — c — «)*! 
x== 2p '' 


p(a  —  c — w)  +  ^Tp  liö^c  +p(a  —  c  —  ü)^\ 

y  = 26  ' 

und  für  den  zweiten  Zweig  der  parabolischen  Conchoide,  welcher 
deren  negativer  Zweig  genannt  werden  soll,  ist: 

26^(c  +  u)  +p{a  -  c  —  u)^—(a—c—ü)\r~p{4:6^c+p(a''C'^1^ 
x^-  2Ä2  '"' 

p(a —  c  —  w)  —  V  p  \ib^c  +  p(a  —  c  —  u)^\ 
Sf= 2b 

Die  Gleichung 

^8  _  (fyü  +p(a — c — x)y  +  bcp  =  0 

hat  für  jedes  bestimmte  x  immer  entweder  eine  i««Ue  und  swei 
•maginäre»  oder  drei  reette  Wurzeln.  Sind  die  ^rei  Wurzeln  üi^' 
haupt  A,  B,  C,  60  ist  bekanntlich 
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ABC  SS  *-*  bcp, 

ud  das  Product  der  drei  Wurzelo  ist  daher  «teUi  negativ.    Sind 
miD  die  beiden  Wurzeln  B»  G  Lmaginir,  also 


Mbt 


ftlglicli 


B=v  +  w^^^,    C=ü— loV^; 


Bc=(»+w\r=n)(ü-ioV'-i)=ü«+ti^, 


ABC  =s  A(ü«  +  IC«)  =  -  bcp. 


aho  A  negativ.  Sind  alle  drei  Wurzeln  reell,  so  iat>  da  ihr  Pro- 
dict  negativ  ist»  mindestens  eine  negativ,  und  die  andern  sind 
eitweder  beide  positiv  oder  beide  negativ.  Also  hat  unsere  Glei- 
dng  für  jedes  bestimmte  x  entweder  eine  reelle  negative  und 
■■ii  iuginlrt  Wurzeln,  oder  eine  reelle  negative  und  zwei  reeHe 
füiflm  Wacaeln,   oder  drei  reelle  negative  Wurzeln. 


8.7. 

Wie  man  die  paraboÜRche  Concfaoide  durch  Bewegung  einer 
AttM  beaehreiben  kann,  ist  aus  dem  Obigen  von  selbst  ersieht- 
U;  dieselbe  läset  ach  aber  auch  durch  Bestimmung  einzelner 
Arer  Punkte  construiren,  was  jetzt  noch  kurz  gezeigt  werden  soll. 

Den  in  der  Ebene  der  xy  gegebenen  festen  Punkt  wollen  wir 
'irch  A  bezeichnen,  und  jetzt,  was  ohne  der  Allgemeinheit  zu 
ichden  geschehen  kann,  a=0  setzen,  so  dass  also  der  Punkt  A 
Ifa  dem  positiven  Theile  der   Ordlnatenaxe  liegend  angenommen 
pM.    Der  Anfang  der  Goordinaten  mag  durch  O  bezeichnet  w«r- 
Aua   einem   beliebigen   Punkte   der   Abscissenaze,   dessen 
FiMsae  X  sei,  beschreibe  man  mit  dem  beliebigen  Halbmesser  ^ 
I^MD  Kreis,  welcher  die  Ordlnatenaxe  auf  der  positiven  und  ne- 
Seite  der  Abscissenaxe  respective  in  den  Punkten  B  und 
IB*  schneidet;  die  Gleichung  dieses  Kreises  ist 

tat  dr=0: 

jfnd  ibigtidi  nach  dem  Torhergehenden: 

Die  von  A&A  Mittelpunkte  den  baseiirielienen  Kreises  aus  nach 


V. 


(Srmmmrt: 


m—S  ^— «*  =—        ^ — ^ 


Id^dercB 


, r-***  P  wmkP'wAi/tm 

dndb  B  «nd  ^  nit  der  AlwrwffiTr  parallel  gexogcaea  CciiIm, 
«•  l»b€n  wir,  da  die  GleickaBgea  diorcr  ParaHelea  leapcctive 


y=\  ^— J*     und  5=— \  e*— ^* 
oder  oberhaopt 


siod,  wenn  das  obere  Zeichen  der  durch  i9,  das  untere  Zeichen 
der  darch  B'  mit  der  Abscisseoaxe  parallel  gezogenen  Geraden 
entspricht,  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  Xy  y  dieser  Durch* 
achnittspuokte  die  Gleichungen: 


wo  das  obere  Zeichen  dem  Punkte  P,  das  untere  dem  Punkte  P 
entspricht.  Hat  man  nun  aber  auf  der  Abscissenaxe  einen  Punkt 
bestimmt,  dessen  Abscisse  p  ist,  und  den  Kreis  durch  diesen 
Punkt  so  beschrieben,  dass  dieser  Punkt  von  dem  Mittelpunkte 
des  Kreises  aus  nach  der  Seite  der  positiven  Abscissen  hin  liegt, 
so  ist  nach  dem  Obigen  ^-fjr=p,  folglich 
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und  die  obigen  Gleicbungen  sind  also  unter  diesen  Voraussetzungen : 

A«8  dieses  Gleichungen  ergiebt  sieb  durcb  Division: 

y — 6 X 

also,  wie  man  leicht  findet: 

c{ff--h)±xy  , 

nun  ist  if*=zp(Q — jr),  also 


oder 


and  folglich,  wie  man  sogleich  übersieht: 

Verbindet  man  den  durch  die  Abscisse  c-\-{x — ^)  bestimmten 
Punkt  der  Abscissenaxe  mit  dem  Punkte  B'  durch  eine  Gerade, 
so  \»i  deren  Gleichung: 


oder 


und   die  Gleichung  der  durch  den'  Punkt  A  mit    dief^er  geraden 
liinie  parallel  gezogenen  Geraden  ist 

y  — 0  = 7 :X, 

^  C'-'iQ'-X) 

Zur  Bestimmung  der  Coordinaten  x,  y  der  Durchschnittspunkte 
P^  und  Pi'  dieser  Geraden  mit  den  durch  B  und  B'  mit  der 
Abscissenaxe  parallel  gezogenen  Geraden  hat  man  also  die  Glei- 
chungen : 

TheU  XXVII.  18 
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wo  das  obere  ZeiclMii  dem  Punkte  P^^  das  antere  dem  Packte 
Px'  entspricht;  bat  man  aber  den  bescbriebenen  Kreis  aach  jetrt 
wieder  auf  dieselbe  Art  coiistruirt  wie  vorher,  so  werden  iiit  v^ 
stehenden  Gleichungen: 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Division: 

also,  wie  man  leicht  findet: 

o— y— -  — 7 9 

nun  ist  y^z=p(Q — x),  also 

«  _  p{c(y-b)^a:y\ 

y- — ^=Ä — 

oder 

*      p\{c±x)y-—bc\ 

^  y—b 

woraus  sogleich 

y^  —  by^ — p(c  +  x)y  +  bcp  =  0 

folgt.  Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist  für  fi=0  die 
Gleichung  der  parabolischen  Conchoide: 

also  sind  die  durch  die  vorhergehende  Coiistruction  bestimmteo 
Punkte  P  und  Pi  Punkte  der  parabolischen  Conchoide,  derer 
man  durch  die  vorhergehende  Construction  beliebig  viele  finden  kann. 

Die  Angabe  eines  recht  zwecknaässigen  Instruments  zur  Be- 
schreibung parabolischer  Conchoiden  würde  ich  für  verdienstlich 
halten. 


§.  8. 

Die  elliptische  und  hyperbolische  Conchoide  entstehen 
auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  die  parabolische  Conchoide;  da  wir 
diese  Curven  zu  unserem  gegenwärtigen  Zwecke  jedoch  nicht  ge- 
brauchen,   so   werden   hier  wenige  Bemerkungen  über  dieselben 


ar.  teeJMm  €raä€9  änrch  CamfrucHon  nach  DeiCürUB,  etc,  263 

^o0gen.  Die  in  {.6.  «ingefohrten  BeseicbnuBgen  behalt«»  wir 
aocb  bier  bei,  mit  Ausnahme  des  Parameters  p;  die  Coordinaten 
Cj  d  sollen  sieb  aber  jetzt  auf  den  Mittelpunkt  der  bewegten  El- 
.1  lipse  oder  Hyperbel  beziehen,  und  auch  u  soll  die  Abscisse  dieses 
I  Mittelpunkts  in  einer  beliebigen  Lage  der  Ellipse  oder  Hyperbel 
f  fleip.  Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  (a6)  und  (cd)  gelegten 
Geraden  ist  wie  in  $.  6.  auch  jetzt  wieder : 


« — rf  = 

J  a — 


6— €/ 


(c+ti) 


{a:  — (c+ti)). 


nd  die  Gleichung  der  Ellipse  ist,  wenn  m,  n  ihre  Halbaxen  be- 
leichneD : 


C-?)V  ©•= ■= 


ffir  die   Hyperbel  hat  man    hier  und    im  Folgenden   nur  überall 

«V — 1  fflr  n  zu  setzen.    Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichun- 
gen erhalten  wir: 


abo 


-|- t|r:r -r ■  > 


(6  —  d)x — a{y^d) 
ti= V —  c, 


ind  folglich,  wie  man  leicht  findet: 


X 


{x--a)(y—d)+c(y—b) 


Ffihrt  man  diesen  Werth  von  ;r — u  in  die  Gleichung 

iio«  so  «rhilt  man  als  Gleichung  der  elliptischen  und  h3^erboliscbeii 
CMcboide  die  folgende: 

i(a:^a)(y^d)  +  c(y^b)i  ^      AV^, 

mit  deren  Umgestaltung  wir  uns  nicht  weiter  beschäftigen  wollen, 
indem  wir  In  der  Kürze  nur  noch  Folgendes  bemerken. 

Ffir  a=:0  wird  die  vorstehende  Gleichung: 

18* 
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tthd  setzt  man  in  dieser  Gleichung  noch  c=:cl=0  orrd  msrii,  so 
whA  dieselbe: 

J 

welches  die  bekannte  Gleichung  der  gewöhnlichen  CoDcboide  des. 
Nikomedes  ist. 


Auflosung  der   Gleichungen    des  fünften   und    sechsten 

Grades. 

§.  9. 

Wir  wollen  jetzt  die  Durchschnittspunkte  einer  parabolischen 
Conchoide  und  eines  Kreises  bestimmen  >  deren  Gleichungen  re- 
spective 

und 

sind,  wo  bei  der  parabolischen  Conchoide  a=0  gesetzt  worden 
ist,  was  bekanntlich  verstattet  ist.  Die  Coordinateo  x,  y  der  Durch- 
schnittspunkte beiden  Curveo  müssen  aus  den  zwei  Gleichungen 

^3  _  by^'-pic  +  x)y^bcp=^(i, 
(a,^f)^+(y^yy^=r^ 

bestimmt  werden,  da  dieselben  diesen  beiden  Gleichungen  ge- 
nügen müssen.  Die  Elimination  von  x  ist  am  leichtesten,  weil 
diese  Grösse  in  der  Gleichung  der  parabolischen  Conchoide  nur 
in  der  ersten  Potenz  vorkommt.  Aus  der  Gleichung  der  paraboli- 
schen Conchoide  folgt  aber,  wenn  man  a;  mittelst  derselben  be- 
stimmt: 

und  führt  man  nun  diesen  Werth  von  a:  in  die  Gleichung  des 
Kreises  ein,  so  wird  dieselbe: 


ifc^a)_^j%,^,.= 


r« 
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oder 


also 


l(y— *)(y*-cp)— /Jiyl«  +p*yHy-9)^=p^*. 


{3f»-V-(^+/)py+^i'+pV(y-5^)*=i^y' 


and  folglich,  wenn  raaD  diese  Glerchang  gefaOrig  entwickelt  und 
ordnet: 

9* 
— 26y» 

+  l&*-2(c-|- /)/»  +  /» V 

+  I26(2c  +  /)p-2^p»ly»  ^=0. 

+  l(c+/)V"-2**c/»  +irV  -#>«r«>y«| 

— 26c(c+/);>«y 

Ans  dieser  Gleichung  des  sechsten  Grades  muss,  um  die  Coor- 
dinaten  der  Dnrchschnittspunkte  unserer  beiden  Curven  zu  finden, 
y  iiestiinnit  werden,  worauf  man  x  mittelst  der  Formel 

(y-A)(y«-<y) 

py 

erhält. 


§.  10. 
Sei  nun  die  aufsulusende  Gleichung  des  sechsten  Grades: 

^•— «y*+  ßy^—yy^  +  h^-  ^y  +  w=0, 

wobei  wir  annehmen,  dass  diese  Gleichung  schon  auf  die  Form 
gebracht  sei»  dass  die  Coefficienten  o,  ß,  y,  6,  b,  od  sämmtlich  po- 
ntive  Dicht  verschwindende  Grossen  sind,  und  dass 

ist,  was  bekanntlich  nach  dem  Obigen  jederzeit  möglich  ist. 
Vergleidien  wir  nun  diese  Gleichung  mit  der  in  dem  vorherge- 
heBdeo  Paragraphen  gefundenen  Gleichung: 


"  ■'    n 


•o  erhalten  wir  sor  Bestimmang  der  eecbs  GrOeeen  b,  e,  fh  f% 
g,  r  ans  a,  ß,  f,  9,  b,  n  die  seclia  folgenden  Gleichtaogen: 

"«=26.  ■'■  -  ■   ' 

«=26c(c+/)|»». 

I  ■  -.  ■ 

Ana  der  ersten  Gleichung  erhält  man  für  b  den  positiven  Werth: 

und  aus  der  sechsten  Gleichung  ergiebt  sich  * 

bcp=^Voi, 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  nach  §.6.  die  Grössen  b,  c,  p 
sSmmtlich  positiF  sind»  FQbrt  man  den  gefundenen  Wertb  von 
bcp  in  die  fänfte  Gleichung  ein,  so  wird  dieselbe: 

weraus  sich 

•  ■ 

ergiebt.  Diesen  Werth  von  {c-\rf)p  führe  man  in  die  zweite 
Gleichung  ein,  so  erhält  man:- 
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ahio: 


=Y /?-i«»+ 


welcher  Ausdruck  imter  allen  UmetändeD  reell  und  endlich  ist«  da 
aach  der  Voranaaetzung 

ist,  und  alle  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  des  sechsten 
Grades  positive  nicht  rerschwindende  GrOssen  sind.  Führt  man 
jetzt  die  gefundenen  Ausdrücke  von  b  und  p  in  die  Gleichung 


6cp=Vo>   oder   c= 


«D,  so  erhält  man: 


2V« 


Afß- 


*«•+ 


bp 
ap 


V» 


welcher  Aoadruck  positiv  ist.    Aus  der  Gleichung 


<«+^=?vS 


trgiebt  sich  niin: 


c-t-  f=^erT^ — *     also    /'=o  .y     —c, 
md  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

/=— i— —  ?^. 
'      2pV(o         ap 

Aas  der  dritten  der  sechs  aufzulösenden  Gleichungen  erhält  man: 

Y     ,  b{ic+n 

y— 2p«"^      P 

•ko,  weil 


6=1«,    2c+/=-^  + 


ap     '  2p%/» 


bt: 


^^^'^  p^  ^Ap^yto' 


Ua  4er  victleD  der  seehs  aufzuldaenden  Gleichungen  erhält  man 
eadBch: 


.Grun$r$:   DU  Auß8mm§  den.  €leiekim§m  4$»t0i9Am 
also  nach  dem  Obigen: 


1» 


-V 


^        g*        i  +  aVm  '    .  » 

Wir  haben  abo  sor  Bereebnni^j  der  seebe  GrOsaen  ö,  e,  p» 
fp  g»  ^  dio  folgenden  Formeln : 


c= 


^ 


'=V^ 


welche  man  fast  noch  bequemer  zur  numerischen  Rechnang  auch 
auf  folgende  Art  darstellen  kann: 

v© 


c  = 


6/1 


'       acp* 


Man  erhält  durch  diese  Formeln  für  ö^c,;?  endliche  reelle  vOlJlg 
bestimmte  positive ,  f&r  f,  g  endliche  reelle  völlig  bestimmte 
Werthe»  und  nur  r  kann  imaginär  ausfallen.  Wenn  dies  aber 
der  Fall  Ist,  d.  b.  wenn 


v.  9€€k9lem  Crades  durch  Conttruction  nach  Dencurtet,  etc,  2(fg 


oder 


ig^^to  f  e  —  4(^  +  «%/»)(»<  0, 
•der  nach  dem  Obigen 


•der 


+  €«  — 4(d  +  aVw)w<0, 


oder 


(y  +  2Vc»  +2^)*ö>+j»*U*— 4(r^  +«Vco)©KO. 


•der 


ae 


(r  +  2V«  +  5:^)*®  +  (/5-iaH  :^)  {««--4(d  +  a Va>)«j  <  0 
ist;  so  siod  alle  Wurzeln  unserer  Gleichung 

inaginär.  Denn  ans  §.9.  erbellet  unmittelbar,  dass  sieb  diese 
CHeichang,  indem  6,  c,  p,  /,  ^,  r  ibre  obigen  Wertbe  behalten, 
immer  auf  die  Form 

bringeD  lässt«  wo  b^  c»  p»  f^  g  unter  allen  Bedingungen  reelle 
Grossen  sind;  und  sollte  nun  unter  der  gemachten  Voraussetzung, 
wenn  Dämlich 

^-^  +4p«(o""      p« 
■egativ,  oder  r  imaginär  ist^  y  irgend  einen  reellen,  der  Gleichung 


^  Diese  TnuMformation  jeder  Gleich uDg  des  sechsten  Gnides  ist  an 
betertwMwerth,  ond  verdient  wohl,  dass  ich  hier  anf  dieselbe  be- 
••■ders  aaÜPierluam  mache. 
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genugenden  Werth,  diese  Gleichung  also  eine  reelle  Wurzel  haben, 
so  müsste  dieser  reelle  Werth  von  y  auch  die  Gleichung 

erföllen,  was  jedenfalls  ungereinot  ist,  da  io  dieser  GleicbaBg  90 
Grösse  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  eine  redl^ 
positive^  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleicbbeitszei- 
cheos  eine  reelle  negative  Grösse  ist. 

Wenn  aber  die  Formel 


r=\^ 


für  r  einen  reellen  Werth  liefert,    so  kann  man  mittelst  der  i 
Vorhergehenden  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung 

y«  -  ay*  +  /5y*— Ty«  +  ^.y*  — £^  +  09=0 

bestimmten  Grössen  6,  c,  p  die  parabolische  Conchoide,  und  mit-  < 
telst  der  durch  dieselben  Coefficienten  bestimmten  Grössen  f^g,? 
den  Kreis  wirklich  beschreiben,  und  die  Ordioaten  der  Durcb- 
schnittspunkte  dieser  beiden  Curven  werden  dann,  wie  aus 
allem  Obigen  unzweideutig  hervorgeht,  die  reellen  Worseln  der 
obigen  Gleichung  sein,  was  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  be- 
dürfen wird.  Die  Anzahl  der  Durchschnittspunkte  der  beiden 
Curven  wird  natürlich  Immer  der  Anzahl  der  reellen  Wurseb, 
welche  die  in  Rede  stehende  Gleichung  bat,  entsprechen. 

Descartes  beschreibt  nur  den  positiven  Zweig  (§.6.)  der 
parabolischen  Conchoide,  und  war  deshalb  getadelt  worden,  wie 
man  bei  Rabuel  a.  a.  O.  p.  574.  nachsehen  kann.  Gegen  diesen 
Tadel  vertheidigt  sich  Descartes  in  einem  seiner  Briefe,  und 
hat  auch  vollkommen  Recht;  denn  da  die  Gleichung 

y^—ccy^  +  ßy^—yy^  +  8y^~-By  +  G)=0, 

wie  wir  aus  dem  Obigen  wissen,  nur  reelle  positive  Wurzeln  hat*),  der 
negative  Zweig  der  parabolischen  Conchoide  aber  bloss  negative 
Ordinaten  enthält^  so  können  sich  in  diesem  die  Wurzeln  der 
Gleichung  nicht  finden,  sondern  bloss  im  positiven  Zweige,  welcher 


«)  Wenigstens  wird  angenommen,  dass  die  gegebene  Gleichung  des 
nevhtten  Grades  imuier  to  transformirt  worden  sei,  daM  die  transformirte 
Gleich«Bg,  a«f  welche  die  obige  Auflösvjig  angewandt  wird,  aar  reeile 
positive  Wurzeln  hat. 


«•  JKtfMm  Crmde$  durch  Cantlrucäim  nach  Descaries,  etc  27} 

'^^  positiFe  Ordinaten  enthält.  Die  Constroction  des  negativen 
Zweiges  der  parabolischen  Conchoide  wQrde  also  in  der  That 
^*ine  gaez  mnfitze  Arbeit  sein,  und  jener  Mathematiker»  welcher 
ien  scharfsinnigen  Descartes  tadelte,  dass  er  den  negativen 
Zweig  der  in  Rede  stehenden  Curve*)  nicht  beschrieben  habe, 
^nte  sich  daher  irohl  schwerlich  eine  vuilig  deutliche  Einsicht 
IQ  dessen  nach  unserer  Meinung  in  ihrer  Art  vollendete  Auf- 
/fooDg  der  Gleichungen  des  sechsten  Grades  verschaflFt  haben. 

Ob  die  parabolische  Conchoide  sich  mit  hinreichender  Leicb- 

tlgikeit  so  genau  beschreiben  lässt,  dass  von  der  obigen  Auflösung 

d^r  GleiciHiiigen  des  sechsten  Grades  der  Algebra  ein  praktischer 

^<st:zeia  erwachsen  kann:    darauf  kann   es  nach  meiner  Meinung 

■^^    «inem  Bolchen,  zunächst  ued  hauptsächlich  eio  theoretisches 

bt^vesse  darbietenden  Gegenstände  für*s  Erste  nicht  ankommen. 

*^%^li  einigen   von    mir   angestellten  Versuchen   glaube  ich  aber 

^^S^n  zu  können,    dass,   wenn  man  nur  erst  die  zu  bewegende 

^^rabel  beschrieben   hat,    die  fernere  Construction  der   paraboli- 

^^^en  Conchoide  einer  besonderen  Schwi^igkeit  nicht  unterliegt. 


1 

9 


§.    Jl. 

Was  die  Auflösung  der  Gleichungen  des  f&nften  Grades,  im 
Al^emeln^  der  Gleichung 

y«+a^a+%»  +  C3^a  +  rfy+6  =  0 
betrifft,  so  kann  man  diese  Gleichung  immer  zuerst  auf  die  Form 

einer  Gleichung  des  sechsten  Grades  bringen,  und  wenn  man  nun 
nach  der  im  Obigen  gegebenen  Anleitung  die  Wurzeln  dieser 
Gleichung  nur  hinreichend  vermehrt  oder  vergrussert;  so  wird  man 
die  Auflösung  immer  wieder  auf  die  Auflösung  einer  Gleichung 
des  sechsten  Grades  von  der  vorher  betrachteten  Form 

wo  alle  CoefBcienten  nicht  verschwindende  positive  Grossen  sind, 
zurückliihrea  können,  was  weiter  zu  erläutern  nicht  erforderlich 
sein  wird. 


*)  la  compagne  de  la  ligne  coiirbe,  wie  Descartes  sagt. 


SKS  .^  Grmmeti:   D/e  Anßä9mi§  ä§r  6l€Uk»m§m. 


M 


•Kit 


AuflSsung   der   GleicbangeD    de«   dritten 

Grades. 

■  > 

§.  12. 


vild   v1«rteft' 


I. 


1 1  •■ 


■•  I , 


Qie  Gieicbiipg^n  de«  dritten  ffiA  vierten  Qrfdee  kQni^qt 
Terecliiedene  Arten  durch  Construetion  aufgeUtot  wc^an.    M  ~~ 
milesen  daiiei  mehrere  Terscbiedene  Fälle  hesendera 
werden,  und  getrOhnlleh  vrird  aach  angenemmen»  dilte  das 
CHIed  der  Gleichungen  auf  bekannte  Weiee  weggeeehafi  wA   Ma 
von  Hu dde   gegebenen  AufUtoungen  sind  sehr  rflgemeia 
nehmen  die  letztere  Vorausaetsung  nidht  in  Anspruclif   w 
Ich»  der  VerwabdtBchaft  dieses  Gegenstandee  mit  den  ▼eihet||ii 
fcenden  Betrachtungen  w^;en»  diese  AuflSsnagen  hier  ktirv'iilC- 
thellen  will. 

■'  .  ■    i 

Die  aufzulösende  Gleidinng  sei  die  Gleichung  ■  -v. 

des  vierten  Grades»  wo  nur  angenommen  werden  soll»  dann  m  eins 
nicht  verschwindende  positive  Grösse  sei»  welche  Beijipgang  deh 
bekanntlich  nach  unseren  frflheren  Betrachtungen,  immer  als  erflilt 
betrachten  lässt.  Man  construire  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
deren  Gleichung 

xy  =  V^ 

ist»  und  einen  Kreis,  dessen  Gleichung,  wenn 


gesetzt  wird» 


ist.    Elimlnirt  man  x^^-^  9    so  wird  diese  letztere  Gleichung: 


(V"-5^)*+<»-w=(V «-+?.- 0*- 


also 


CD 


3^ 


f«-J  +  45+*'-«y+*«'=i«'  +  £i-'»' 
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ond  folglich 

daher  -sind  die  Ordinaten  der  Durchschnittspuokte  der  beiden  he- 
schriebeoeD  Curven  die  Wurzeln  dieser  Gleichung.     Wenn 

oAtti  da  CD  positiv  angenommen  wird. 

(««— 4j5)w+y«<;0 
ist»  so  sind  alle  Wurzein  der  Gleichung 

imaginär. 

§.  13. 
Um  die  Gleichung 

wo  wir  annehmen  wollen  und  bekanntlich  zu  dieser  Annahme  be- 
rechtigt sind,  das8  wenigstens  ß  und  o  nicht  verschwindende  po- 
sitive Grossen  sind,  aufzulösen,  construire  man  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  deren  Gleichung 

OD 

ist,  und,  wenn 

f=Vß.    .9=4«  +  ^,     r  =  y  (4«-^)« 
gesetzt  wird,  einen  Kreis,  dessen  Gleichung 

CO 

Ist«     Eliminirt  man  a:=— ;«>    so  wird  diese  letztere  Gleichung: 
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oder,  wie  man  nach  gehöriger  Entwickelung  leicht  findet: 


Nun  ist  aber 


»*  -  («+ 1)»»  +  (jS+  j)y*-  2«jr  +  j 


CO. 


und  die  oben  stehende  Gleichung  wird  also: 

Die  Ordinaten  der  Durschnittspunkte  der  beiden  beschriel 
Curveu  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  und  diese  Ordi 

repräsentiren  also  den  Werth  -j  und  die  Wurzeln  der  aufzul 
den  Gleichung 

Föhrt  man  den  Werth  ß   für  y  in  die  Function  y^ — «^*  +  /9 
ein,  so  wird  dieselbe: 

CO*  /(ö  \ 

und  -jj  ist  also  nur  dann  auch  eine  Wurzel  der  Gleichung 

wenn  ^  —  o  =  0,  also  ap=o)ist. 
Die  obige  Gleichung 

kann  man  auch  unter  der  Form 

darstellen. 


2 
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Ueber  eine  neue  Methode,  Hohenwinkel  mittelst  Re 

flexion  zu  messen. 

Von 

Herrn  Professor  Karl  Koristka 

am  polytechnischen  Inetitote  in  Prag. 


Hessongen  von  Huheowinkelo  oder  Zenithdistanzen  kamen 
Uer  tbeils  bei  astronomiscbeD  Bestimmungen ,  tbeils  bei  geodä- 
bchen  Operationen  For.  Man  bediente  sich  biebei  bekanntlich 
[■eist  der  Theodolite »  oder  grosser  Verticalkreise ,  weiche  auf 
[Meo  Qod  schweren  Stativen  aufgestellt  wurden,  oder  bei  astro- 
Hnischen  Beobachtungen  auch  der  Sextanten  oder  Prismen  kreise. 
I  Bei  geodätischen  Operationen  wendete  man  die  letzteren  aus  be* 
I booten  Gründen  sehr  selten,  und  bei  Messungen  terrestrischer 
liilienwinkel  fast  gar  nicht  an. 

Die  Messongen  terrestrischer  H^ibenwinkel  in  grösserer  Zahl 
l>Kiiahen  bisher  nur  bei  grossen  Netzlegungen  über  ein  ganzes 
*^  und,  wenn  wir  einige  wenige  Arbeiten  unter  Bessei's  und 
^troTe's  Leitung  in  Preussen  und  im  südöstlichen  Russiand 
^dimen,  meist  nur  zu  dem  Bebufe,  um  die  Knotenpunkte  die- 
J^  Netzes  anf  ein  gemeinschaftliches  Niveau  reduciren  zu  können, 
''i^hiebei  erhaltenen  relativen  und  absoluten  Hohen  der  Punkte 
^en  als  solche  nur  von  wenigen  Geographen  benfizt«  da  zu  ei- 
Mchen  H5henmessnngen  mit  besonderer  Vorliebe  das  Baro- 
'^  ABgewendet  wurde.  Allein  diese  Messungen  bezogen  sich, 
^  aadh  jene,  grOsstentheils  auf  Punkte,  welche  besonders  hoch 
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fiber  ihre  Cmgebongen  emporragteo,  also  hohe  Bergspitseo.  and 
der  Nutzen  der  Hypsometrie  beschränkte  sich  somit  darauf,  'diese 
hoehsteo  Spitzen  eines  Landes  oder  eines  Gebirgszuges  mit  ihrer 
HShe  ober  der  Meeresfläche  aozageben.  Mao  stritt  sidi  hiebet 
fiber  kleine  Differenzen,  welche  gar  oft  innerhalb  der  Greoaen 
derjenigen  Fehler  lagen,  welche  nach  neueren  Unteraochangen 
theils  dorch  die  terrestrische  Refraction ,  theils  dorch  die  nicht 
immer  horizontale  Lage  der  Luftschichten  von  gleicher  Dicsfate  bei 
trigonometrischen  sowohl,  wie  auch  bei  barometrischen  MessoDffeo 
hervorgebracht  werden. 

Erst   in    neuerer   Zeit  begann  man    einzusehen,    dass    gnte 
Huhenmessungen  eine  besondere  Wichtigkeit  Rir  die  Begründung 
der  rationellen  Urographie  eines  Landes  erlangen  können,    indem 
sie  vorzüglich   ein    brauchbares  Materiale   zur  Beurtheilang   der 
geometrischen  Beschaffenheit,  oder  der  Formen  des  Bodens    von 
welchen  so  viele  physikalische,  industrielle,  natur-  und  cnltor-iii- 
storische  Fragen  abhängen,  geben  können,  —  dass  es  aber  dabei 
durchaus  nicht  auf  eine  ängstliche  und  sehr  scharfe  Messung  der 
höchsten  ßergspitzen  eines  Landes,  sondern  vielmehr  darauf  an- 
komme,   dass   möglichst    viele   gleich   verth eilte   Punkte, 
wenn  auch  mit  etwas  geringerer  Schärfe  gemessen  würden,  woiiei 
ein  besonderes  Augenmerk  auf  die  Einsattelungen  und  Pässe  der 
Gebirge,   auf  die  mittlere  Erhebung  ausgedehnter  Plateau*s     auf 
die  relativen  Höhenunterschiede  einzelner  Terrassenbildungen,  auf 
die  Niveauunterschiede  und  allmäligen  Steigungen  der  Thalsolen 
und  auf  andere  bisher  wenig  beachtete  Punkte  zu  richten  wäre.    lo 
vielen  Ländern  wurde  bereits  diess  erkannt,  und  in  Frankreich,  io 
der  Schweiz,  in  Baden,  Sachsen  u.  s.  w.  sind  jetzt  die  Aufnahmen 
des  Katasters  und  der  Mappirung  so  eingerichtet,    dass  auch  die 
entsprechenden  Höhenwinkel  aller   wichtigeren   Punkte  gemessen 
werden,    um   so  Zahlen   für  ein  richtiges  Relief  des  Bodens  zo 
erhalten. 

Bei  uns  wurde  man  von  zwei  Seiten  fast  zugleich  auf  die 
Wichtigkeit  möglichst  vieler  zusammenhängender  hypsometrischer 
Messungen  aufmerksam.  Einmal  waren  es  die  grossartigen  Eisen* 
bahnhauten  und  die  Flussregulirungen,  welche  den  Nutzen  von 
derlei  Messungen  ersichtlich  machten ,  und  zweitens  war  es  der 
Aufschwung  der  geologischen  Arbeiten,  welche  leztere  das  Be- 
diirfniss  der  Kenntniss  von  absoluten  und  relativen  Höhen  sehr 
vieler  Funkte  hatten,  und  auch  in  der  That  eine  grosse  Zahl 
solcher  Messungen  veranlassten.  Es  wurde  nun  ein  Bedurfniss, 
solche  Methoden  der  Messung  aufzufinden,  wodurch  man  muglichat 
viele  Bestimmungen  in  kurzer  Zeit  zu  machen  im  Stande  wäre. 
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fofessoT  Stamgifer  in  Wien  ivar  der  erste,  welcher  (Sitxungs- 
ber.  d.  malh.  nat.  CK  der  Kaiserl.  Akademie.  Märzheft 
1849)  darauf  aufmerksam  machte,  nie  mit  Hilfe  der  von  ihm  can- 
»truirten  Niveilirinstruniente  und  der  ausgezeichneten  Karten  des 
k.  k.  mil.  geograpli.  Institutes  diese  Aufgabe  gelDst  werden  könne, 
und  ich  selbst  habe  mich,  indem  ich  die  allgemeinen  Andeutungen 
derselben  bei  wirklichen  Messungen  speciell  durchzuführen  sucbte) 
dieser  Methode  seit  sechs  Jahren  mit  grossem  Vortfaeile  bei  mei- 
nen Hiihenmessungen  inehesoadere  dort,  iro  eine  sehr  grosse 
Genauigkeit  nolhwendig  war,  bedient,  und  biebei  immer  die  be- 
wundernswürdige Schärfe  ihrer  Angaben  bestätiget  gefunden.  (Nähe- 
res hierüber  in  meinen  Abhandlungen  u.  Berichten  imJahrb. 
d.  geologischen  Reichsanstalt  in  Wien  im  II.,  III.,  IV., 
V.  und  VI.  Jahrgange). 

So  vorzüglich  nun  diese  Methode  ist,  so  ist  sie  doch  zunächst 
nur  liir  solche  bestimmt,  welche  eigene  Bereisungen  bloss  zum 
Behnfe  von  Hüben  m  essungen  unternehmen,  und  sich  längere  Zeit 
au  eioem  Beobachtungspunkte  aufhulten  können.  Es  gibt  aber  eine 
grosse  Klasse  wissenschaftlicher  Reisender,  deren  Hauptzweck  ein 
anderer  ist,  die  aber  dennoch,  besonders  weil  sie  gleichförmig  ein 
ganzes  Land  nach  ollen  Richtungen  durchstreifen,  ein  vorzügliches 
Material  für  die  Urographie  liefern  könnten,  wenn  ihtien  die  Messung 
der  Höben,  nenn  auch  mit  einer  geringereu  Genauigkeit,  nicht  zu  sehr 
erschwert  wäre,  und  sie  in  ihrem  Hauptzwecke  hindern  oder  stören 
würde.  Uieber  rechne  ich  vorzüglich  die  Offiziere  der  Geographen- 
OorpB,die  reisenden  Geologen,  einzelne  ein  Terrain  vorläufig  recogno- 
Hcirende  Techniker,  MarineofGziere,  welche  vom  Schilfe  aus  Küsten- 
aufnahmen zu  machen  haben  u.  s.  iv,  Zwar  könnte  diese  Art 
Reisender  ein  Barometer  mit  sich  führen,  allein  abgesehen  davon^ 
dasfi  hei  Messungen  mit  demselben  bei  grösserer  Entfernung  vom 
correspondirenden  ßeobachlungspunkte  die  Ungenauigbeit  doch 
gar  zu  bedeutend  zunimmt,  dass  ferner  nicht  alle  sichtbaren,  son- 
dern nur  jene  Punkte  gemessen  werden  können,  auf  welche  der 
Reisende  sich  selbst  begibt,  so  ist  ganz  insbesondere  bei  einer 
längeren  Reise  die  unausgesetzte  und  ängstliche  Beaufsichtigung 
des  Barometers  bei  aller  noch  so  guten  Construction  und  Ver- 
packung doch  ein  sehr  lästiger  Umstand.  Der  Mitnahme  der  an- 
geführten Winkelmessinstrumente  steht  aber  bei  Fussreisenden 
die  Nothwendigkeil  im  Wege,  ein  scbiveres  Stativ  mit  sich  führen 
zn  müssen,  die  längere  Dauer,  um  eine  feste  Auf-  und  genaue 
Uorizontalstellung  zu  gewinnen,  die  trotzdem  bei  auf  hoben  Bergen 
gewühnlich  herrschenden  W'inden  vorkommende  Ungenauigkeit  in 
den   Winkelmessungen,    wenn  man   nicht  die  Zeit  hat.    besseres 

■l'l.eil  XXVII.  \-) 
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Güiiuuicken  ^01  (   iiif  li  J  uta  kiiii^«i'jir     mic    ur  ne 
luiint   L.ia«»M:    ^  ux    I«*:if^iici«    ^  ullkftnmiei    i*esi«ntfr   «sn. 
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Six^r    ■rs:    liiiL  ••4    n  i".    :i*n    ♦*-:.-^»ii-*   -f-|iin":.fi       :.iä*    :i.;»;'tfc 
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ftfer  Tertikaien  Projectioo  als  Spiegelbild   von  der  Verlängerung 

fo  HbrisontalfadeDS  in  D  halbirt  werden.  —  WSre  nnn  ein  Höhen- 

ivnkel  IfOH   an  mesaeofji^o  pointire  man  den   Punkt  W  mit 

dem  Faden,    wodurch  die  optische  Achse  des  Fernrohres  in  die 

Lage  OP*  kommt.    Es  ist  klar,  dass  an  der  Winkelbewegung  der 

•ptiachen  Achse  alle  mit  dem  Fernrohre  verbundenen  Gegenstände 

^neil  genommen  haben,  und  es  wird  der  Spiegel  jetzt  etwa  die 

ffli'n'  and  die  Libelle  die  Lage  UOU  annehmen,  und  wenn 

daher  jetzt  zum   Spielpunkte   der  letzteren   C  die  Tangente 

i?l*  sieben,  so  hat  dieselbe  einen  eben  so  grossen  Winkel  be- 

i^rleben,  wie  die  optische  Achse.    Ziehen  wir  also  durch  C  eine 

ttvr  er  Parallele  CT^,  so  muss  r'CV=HGH'  sein.   Dreht  man 

•d»er  wirklich  die  Libelle  so,  dass  CT*  in  die  Lage  CT"  kommt,  so 

virifd  offenbar  die  Blase  wieder  in  C  einspielen,  und  ihr  Bild  von 

dem  auf  den  Punkt  H'  gerichteten  Faden  halbirt  werden.    Die 

UViokelbewegung    der  Libelle   ist  in   diesem  Falle   genau   gleich 

Idn  HShehwinkel  H'OH,  —  Um  diese  Winkelbewegung  ersicht- 

Ijdi  and  messbar  zu  machen,  braucht  man  nur  die  Libelle  mittelst 

«laer  Fassung  im  Inneren  des  Fernrohres  so  anzubringen,   dass 

ik  am   eine  Axe  beweglich  ist,  deren  Cmdrehungspunkt  genau 

■it  C  oder  C  zusammenfallt,    und  mit  dieser  an  der  äusseren 

Ricke  des  Rohres  eine  Alhidade  fest  in  Verbindung  zu  setzen, 

to  kann   man   mit  Hilfe   eines   eingetheilten  Sectors  oder    einer 

Uraabe  jene  Winkelbewegung  genau  messen.  —  Es  wurde  hier 

lUbchweigend  vorausgesetzt,   dass  die  Bewegimg  der  Libelle  in 

ther  vertikalen  Ebene  Statt  finde. 

Auf  diesem  bisher  noch  nicht  angewendeten  Prinzipe  der 
Ikssang  vertikaler  Winkel  beruht  nun  die  Construction  des  In- 
ftnimentes,  dessen  wichtigere  Theile  ich  mir  erlaube,  in  Nach- 
Mgendem  zu  beschreiben: 

a)    Das  Fernrohr.    Das  Instrument  soll  compendius,  also 

■■M  das  Femrohr  kurz  sein,  zugleich  aber  soll  eine  kleine  Libelle 

iieh  swMcbea  dem   Ocular    und    der  Bildebene    befinden;    daher 

hhp  iek  ein   achromatisches    Objectlv    von    kurzer   Brennweite 

f9S&  Pariser  Zolle  zu  dem  ersten  von   mir  angefertigten  Instm- 

gewfihU«    Die  Oeffnung  wurde  grösser  genommen,  als  bei 

Fernr8brem    gewulmlich  ist    Als  Ocular  wählte    ich 

«obche  Coavexlinse,.  p'^xlftPar.  ZoHe,  um  den  Spielraum 

ttr  dii^  LibeHe  fana  fiei  zu  habe»,   obwohl  sich  auch  eine  ter- 

vislriscbe  LiBsencombination  fiir  diesen  Zweck  einrichten  Hesse. 

Afl0  dbigei»  beiden  Linsen ,    welche  ein  zwar  umgekehrtes ,    aber ' 

besonder«  scharfes,    Bild  des  Objectes  liefern,    ergibt  sich  sonfit 

19* 
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die  Vergrosserungszahl  ^/=4,  welci^e^ich  iiir  die  Zwecke  deslo* 

stramentes^  wobei  selten  grossere  Dratanien  als  4000  Klafter  vor- 
kommen, ausreichend  fand. 

b)  Der  Spiegel  und  der  Faden.  Die  Röhre  des  Fern- 
rohres endiget  gegen  das  Ocnlar  zu  in  einen  parallelepipedischea 
hohlen  Ansatz  AB  (Taf.  VI.  Fig.  2.  und  3.) »  in  welchem  an  der 
oberen  Fläche  in  der  Ebene  des  vom  Objective  erzeugten  Bildes 
h  eine  schmale  Oeffnung  aa'  senkrecht  auf  die  LKngsrichtang 
eingelassen,  die  untere  Fläche  cd  aber  in  der  Längsrichtung  ganz 
weggenommen  ist.  An  der  hinteren  Wand  kann  ein  Theil  der- 
selben efcd  ebenfalls  ganz  weggenommen  werden,  da  er  nur  mit- 
telst vier  Schräubcben  mit  dem  Ganzen  verbunden  ist.  Ueberdiess 
befinden  sich  in  der  Mitte  des  Ansatzes  AB  9Jk  seiner  vorderen 
Wand  in  der  Richtung  der  optischen  Achse  bei  G,  sowie  ^ech^ 
winklig  darunter  in  C,  so  dass  GC=Gh  ist,  zwei  etwas  konisdi 
ausgedrehte  Oeffnungen.  In  die  Oeffnung  bei  aa*  wird  eine  dfinne 
Platte  eingeschoben  und  festgeschraubt,  in  welcher  sich  eine  kreis^ 
runde  Oeffnung  befindet,  vor  welcher  sich  in  einer  Nut  kA  durch  eipt 
Feder  angepresst  ein  dünnes  Plättchen  mit  einer  etwas  kleineren 
Oeffnung  bewegt.  In  dieser  letzteren  ist  ein  feiner  Faden  AA  gespannt 
Die  Hälfte  dieser  Oeffnung  ist  durch  einen  Plan -Spiegel  mn  ver- 
schlossen, dessen  Ebene  gegen  die  optische  Axe  unter  einem 
Winkel  von  45  Grad  geneigt  ist.  Dieser  Spiegel  wird  mit  Hilfe 
eines  an  seiner  Metallfassung  befindlichen  kurzen  Zapfens  und 
einer  Schraubenmutter  ii  in  G  befestiget,  indem  beim  Anziehen 
dieser  Mutter  die  Fassung  des  Spiegels  mittelst  zweier  Ansätze 
gg  angedrückt  wird.  Der  Spiegel  selbst  ist  oben  gebrochen,  so 
dass  die  obere  Fläche  m'/n  senkrecht  auf  die  optische  Achse 
steht.  Der  Spiegel  mn  reflectirt  das  Bild  der  Blase  der  unter  ihm 
befindlichen  Libelle  in  das  Auge,  und  da  GC=Gh,  so  erscheiot 
nothwendig  auch  dieses  Bild  in  der  Bildebene  des  Fernrohres  in  h. 

e)  Die  Libelle.  Diess  ist  der  wichtigste  Theil  des  Instro- 
mentes,  und  da  ich  ihr  eine  bisher  noch  nicht  versuchte  Form 
gegeben  habe,  so  erlaube  ich  mir  in  Folgendem,  einiges  Nähere 
hierüber  mitzntheilen.  Der  erste  Zweck  der  Libelle  ist  die  An- 
gabe der  horizontalen  Lage  der  Tangente  zu  ihrem  Spielpunkte. 
Meine  Libellen  sind  aus  Glasröhren,  1*5  Zolle  lang,  im  Inneren 
ausseschliffen,  und  was  den  Krümmungsradius  betrifft  von  zweier- 
lei Art;  die  einen,  für  die  feineren  Instrumente,  geben,  wenn  die 
Blase  einspielt,  bei  15  bis  20  Secunden  einen  Ausschlag  von  1 
Pariser  Linie,  die  anderen,  für  die  kleineren  Instrumente,  geben 
die^sen  Ausschlag  erst  bei  1  Minute. 
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B«  ist  Aber  klar^  dass»  weoD  das  iDstromeDt  in  freier  Hand 
oder  mit  einem  Stocicstatiy  gebraucht  werden  soll,  man  ein  Mittet 
haben  müsse»  die  Limbusebene  des  Instrumentes  in  eine  verti- 
kale Ebene,  oder  doch  nahe  in  dieselbe  zu  bringen,  und  es  wird 
iror  Allem,  am  sich  über  die  Natar  und  GrOsse  des  dnrch  Ver- 
naehttssigon^  der  vertikalen  Stellung  entstehenden  Fehlers  eine 
richtige  Vorstellung  zu  machen,  notb wendig  sein,  etwas  näher 
auf  diesen  Gegenstand  einzugehen.  Nehmen  wir  an,  dass  die 
Ebene  des  Limbus  GAB  und  die  vertikale  GAC  in  Taf.VI. 
ng»4»  sich  (wie  diess  in  der  Natur  dieses  Instrumentes  liegt) 
stets  in  der  Linie  der  optischen  Achse  GA  schneiden,  und  seien 
GBjsüA  GC  die  Durchschnittslinien  dieser  Ebenen  mit  einer  durch 
G  gelegten  horizontalen,  so  erhalten  wir  mit  Hilfe  von  CrJ=r=l 
die  BSgen  AB^=h,  AC^=zö,  von  denen  der  eine  A  den  gemessenen 
HSbenwinkel,  der  andere  b  aber  die  auf  die  Vertikalebene  redu- 
d?te  wahre  Grosse  desselben  ausdrückt.  Man  hat  somit  in  dem 
rechtwinkligen  sphSrischen  Dreiecke  ABC  als  bekannt  vorauszu- 
setzen den  Winkel  A  und  den  Bogen  A,  während  die  Grosse 
A — 6,  filr  welche  wir  einen  Ausdruck  suchen,  den  Fehler  x  an- 
gibt   Suchen  wir  einen  Ausdruck  fiir  x»  so  erhalten  wir: 

,.      .V       tangA  — tangft 
tanga:=  tang(A  -  6)=  .^^^^—j^—^ . 

Das  Dreieck  ABC  gibt  unmittelbar 

tang  b = cos  A  tang  A. 

Diesen  Werth  substituirt,  gibt: 

__  tangA(l — cosA)       2tangAsin*iid 
°         1  +  cos  A  tang^A  ""  1  +  cos  A  tang^A '  *  "  ^* 

• 

Diese  Formel  kann  für  die  logarithmische  Berechnung  eingerichtet 
werden,  indem  man 

tang9  =  tang  A  V^cös^ 
setzt.    Man  erhält  dann 

^^^, 1_ 

^      1 -f- cos  ^  tang  *A' 


sooiit  .durcl^ .  Substitution  .-^ 

.-^ 

tang:rs=2tangAsin*4^^s*9.  2) 

la  folgender  Tabelle  habe  ich  einige  nach  dieser  Formel  be- 
.nscbnete  Wertbe  zusammengestellt,  und  zwar  fiir  A^l^,  ^  und 
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3«  «nd  för  k=&^,  10».  W,  20o.  25«  irad  30«;  4!«  ibere«hoet«a  Wertbe 
von  s  «ind  in  Afinuten  und  Seounden  angegeben  i 


A-50 

A=IO» 

A=15«> 

A=20» 

r 

r 

A=25« 

A^V> 

0«   «"'7 

0'  5"-3 

O*  7"-9 

O-IO"-! 

0'  12«t'2 

(^ur7- 

A^^ 

0'  10"  9 

0'  21"-5 

0'  3r-6 

0'40«'5 

0*  iS'^ 

0-  64'-7' 

i<=3<» 

0'24''-6 

0'48»-3 

1'  IO"-9 

CSO^'Q 

I'  tgf-Q 

2'  'J*^ 

Man  siebt  hieraus^  dass  ffir  A=\^  der  Fehler  bei  den  gewOhiill^ 
T^kommenden  Höhenvrinkeln  von  0  bis  10  Graden  5  Secatfjl^ 
nicht  übensteigen  wird ,  während  derselbe  bei  einer  Neigung  VM 
A=:V  schon  20  8ecundeu  und  darüber  betragen  kann.  —  BM 
dieser  Gelegenheit  ist  es  yielleicht  hoch  interessant,  die  'Maximin- 
werthe  von  x  kennen  zu  lernen.  Suchen  wir  nemllch  durch  tM 
fetensiation  des  Ausdruckes  1)  den  Werth  von 

dtanggr^^ 
dh      -"' 

so  gibt  diess  flfr  ap  ein  Maximum,  wenn 

1 


*i 


•>  ^ 


tangÄ  =  -^r=^ 
V  cos  21 


59-, 


ist>  wo  dann  der  Ausdruck  1)  fibergeht  in  den  Ausdruck 

sin  ^iA 


tangd;=: 


Vcosil 


4) 


Folgende  Tabelle  enthält  die  Werthe  von  h  und  x  für  A:=l^0 
ao  und  3fin9iQb  Gl.  3)  und  4)  berechnet:  - 


=  10.   1     ^  =  20     I    .^=3« 


Ä-- 

44059'  52"-2 

440  59'  28"-5 

440  58'  49"- 1 

x= 

00  O'IS"-? 

0»  1'  3"1 

00  2'21''-3 

Auä  der  ersten  Tabelle  ist  ersichtlich,  dass  die  NeigODg  d«r 
Lirobus-Ebene  gegen  die  vertikale  bei  den  feineren  und ^gtOsÜeMU 
Instrumenten  einen ,  und  bei  den  kleineren  Instrumenten  xwd 
Grade  nicht  wird  überschreiten  dfirfen.  Die  Sicherheit  der  Stel» 
hing  der  Limbusebene  innerhalb  dieser  Grenae  hake  Ich  didarch 
•nreidit»  daM  ick  so  den  Libellen  flache  oder  ovale  Sieertthreib 
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fcran  Qoervchiritt  durck  U  (Taf.  VI.  Fig.  a)  angedeutet  M,   be- 
nfitite.   Dia  raadan  GlaarShren  werden  in  noch  weichem  Zustande 
darch  altian  Ring,  dessen  Form  die  eben  bezeichnete  ist,  gezogea, 
bia  aie  erkalten.-  Diese  Glasröhren  werden  im  Inneren  an  der  obe^ 
laa  Fliefae  sehr  flach  aüsgeschllffen,  so  dass  die  Krümmung  senk- 
iwdit  a^r  die  Achse  der  Libelle  oder  in  Querschnitt  einem  Radius 
fim  3*6  ZaUen  entspricht»  wodurch  bei  einer  Neigung  von  1  Grad 
sdbaa  ^hie  Bewegung  der  Blase  um  mehr  als  eine  halbe  Linie 
aick  rechte  oder  links  bewirkt  wird.    Die  GlasrOhre  erhält  auf 
iker-  OberfiSche  zwei  Linien  eingeschnitten»   welche  beide  durch 
den  Pnakt  C  gehen»   und  zwar  die   eine  in   der  Richtung   dat 
Liagaachäe  der  Libelle,  die  andere  senkrecht  darauf.    Es  ist  klar, 
imm  im  Spiegel  mn  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  ein  reflectirtes  Bild  dieser 
Mden  Striche  vV  und  h*h*  erscheint»  und  dass  somit  der  Beob- 
achter den  Limbus  des  Instrumentes  so  zu  halten  hat»   dass  das 
BQl  dar  Blasie  irofner   Von  beiden    Strichen    halbirt    wird.    Die 
GlasiMm  der  Libelle  selbst  wird  (Taf.  VI.  Fig.  5.  und  Fig.  6.)  in 
Mar  Faaanng  von  Messing  festgehalten,  welche  aus  einer  etwa 
04  Linien  dicken  gut  gehämmerten  Messingplatte  so  geschnitten 
wfard»  wie  Taf.  VL  Fig.  6.  zeigt;   die  vier  Arme  FfTP  werden 
fter  einem,  eisernen  Dorne  von  der  Form  der  Glasröhre  zusam- 
aiDi^ebogen»  und  mit  kleinen  Schräubchen  an  ihren  Enden  Fl':,. 
a  awammengezogen»  dass  die  Libellenrohre  fest  und  unverrQck- 
hreiDgefasst  ist.    Die  Fassung  hat  einen  Ansatz,   an  welchen 
fa  Omdrehungsaxe  der  Libelle  in  Gestalt  eines  genau  abgedreh- 
In  etwas  konischen  Zapfens  von  Stahl  eingesetzt  und  angelüthet 
at  Dm  die  LibellenrOhre  und  die  Blase  noch  besser  zu  beleach- 
^  so  wie  zum  Schutze  derselben  beim  Transporte,  ist  die  untere 
Kehe  des  Instrumentes  durch   eine  an  der  inneren  Fläche  mit 
"eiuen^   Papiere   überzogene  Mesäingplatte  cd  (Taf.  VI.  Fig.  %) 
^J  *aicUies8bar,  welche  sich  in  einem  Scharniere  bewegt,  und  wäh- 
Kid  der  Beobachtung  unter  einem  Winkel  von  45^  aufgeklappt 
*Bi   Die  Blase  erscheint  dann  im  Spiegel  sehr  scharf  gezeichnet. 

d)    Die  Alhidade  und  der  Limbus.    Die  Libelle  in  ihrer 

haMiBg  wird,  nachdem  die  Platte  efdc  abgeschraubt  wurde,  mit- 

Wit  des  Zapfeaa  C  an  der  Seitenwand  BB  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  be- 

fatigtft,   indem  an  der  Aussenseite  eine  Alhidade  CE  (Taf.  VI. 

f%i  7.)  angeschoben,  und  das  Ende  des  Zapfens  durch  eine  Mutter 

i^gaiagea  wird.r  -^  Eit  hat  sich  nun  darum   gehandelt,    wie  eine 

tfabtigff  und  genaue  Winkelablesnng  herzustellen  wäre,  ohne  doch 

die  Gompaädioah&t  dcfs  Ganzen   aufzugeben.     Die   tVinkel   sollen 

kri  den  grOsaeren  Instrumenten  wenigstens  bis  auf  \  Minute  oder 

W  Seoanden  mit  vollkommener  Sicherheit,  bei  denen  zweiter  Art 
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Object  poiDtirefiden  Fädeo  au  briDgeD;  denn  erdtena  fliad  die  Li^ 
bellen,  wie  ob^n  bemerkt,  weit  weniger  empfindlioh ,  al«  die  gros- 
ser Nivellirinstrumente,  zweitens  brancht  man  das  Einspieien  nur 
wenige  Momente  festtznbalfen ;  drittens  erbSIt  das  Fernrobr  eiue 
feste  Richtung  durch  das  pointirte  Object,  und  viertens  endlich 
ist  es  auch  nicht  n5ihig.  Während  der  ganzen  Schraubenbewegung 
das  Instrument  vor  dem  Auge  zu  halten,  sondern  man  sehe  nur 
von  Zeit  zu  Zeit  auf  das  Object,  und  achte  darauf«  ob.  die  Blase 
schon  im  Spiegel  erscheint. 

Demungeachtet  wfirde  es,  wenn  man  von  einem  Standpunkte 
aus  mehrere  Visuren  macht«  für  die  Hand  zu  ermüdend  sein«  dee 
Instrument  zu  halten,  und  dadurch  eine  Unsicherheit  in  die  Be- 
obachtungen kommen,  daher  ich  jedenfalls  die  Anwendung  eine« 
leichten  Stockstatives  empfehlen  würde,  wie  ich  dasselbe  gewSho- 
lich  benütze,  welches  (Taf.  VI.  Fig.8.)  aus  einem  etwa  1  Zoll  in 
Durchmesser  haltenden  und  2  Fuss  8  Zoll  langen  Stocke  ans 
hartem  Holze  besteht,  der  im  Inneren  durchbohrt  und  unten  an- 
statt eines  Beschlages  mit  einem  kurzen  Erdbohrer  versehen  lat 
In  die  innere  Höhlung  von  etwa  2  Linien  Durchmesser  passt  ein 
etwas  dünnerer  runder  Stab  von  Eisen,  welcher  herausgezogen 
und  in  jeder  beliebigen  Hube  mittelst  einer  Schraube  festgestellt 
werden  kann.  Das  obere  Ende  passt  genau  in  jenen  hohlen  Cy- 
linder  des  Kniees.  Beim  Nichtgebrauche  wird  der  Eisenstab  gans 
eingeschoben,  ein  Knopf  von  Hörn  oben  am  Stock  aufgeschraubt 
und  derselbe  kann  auf  Fussreisen  recht  gut  als  Reisestock  gel- 
ten und  besonders  bei  Bergbesteigungen  mit  Nutzen  gebrancht 
werden« 

Noch  erübriget  mir.  Einiges  über  die  Rectification  des 
Instrumentes  zu  bemerken,  denn  die  Winkel,  wenn  sie  aucli 
nicht  mit  jener  seltenen  Schärfe,  wie  von  den  Stampfer  sehen 
Nivellirinstrumenten,  nemlich  bis  auf  eine  Secunde  gemessen 
werden,  müssen  doch  bis  zu  der  oben  bemerkten  Grenze  voll« 
kommen  sieber  sein,  was  nur  durch  eine  sorgfältige  Prüfung  des 
Instrumentes  erreicht  wird.  Ich  erlaube  mir  hier  nur  die  diesem 
Instrumente  eigenthümlichen  Momente  dieser  Rectification  zu  er- 
wähnen und  übergehe  die  anderen  als  selbstverständlich.   Jene  sind : 

a)  Die  richtige  Stellung  des  Spiegels  und  des  Fa- 
dens. Es  ist  zwar  eine  sehr  scharfe  Stellui^  der  Etiese  des 
Spiegels  mn  geged  die  optische  Achse  unter  46  Grad  nicht  noth- 
wendig ,  wie  aus  der  Theorie  ersichtlich  ;  aber  es  ist  andererseits 
doch  eine  Abweichung,  die  etwa  1  Grad  oder  mehr  betragen 
wflrde«  nicht  zu  wünschen,  da  diess  die  Centrirung  des  Spielpunk- 
tss  der  Libelle  erschweren  würde.     Man  stelle  sich  ..daher  anf 


BiaUtminkel  mitiedti  Hefiexian  »u  mtsun.  ti87 

liemUcb  «benen  B«deD  mit  den  Insfarumente  in  freier  Haod  Btif, 
Mhme  aewAhl  die  BoiuuMle«  als  auch  die  Waed  efed  weg,  ziehe 
die  Libelle  heraas  und  gebe  dem  Limbus  eine  borisontale  Lage. 
NoB  steiie  man  eine  Stange  in  der  Richtung  der  durch  deu  jetzt 
▼ertifcaten  Faden  bestimmten  optischen  Achse  vertikal  auf  und 
laaae  eine  airelte  seitwärts  so  stellen,  dass  ihr  Bild  vom  Spiegel 
b  die  Richtung  der  ersten  Stange  genau  rellektirt  wird,  se  müs- 
aea  beide  Richtungen  im  Standpunkte  einen  rechten  Winkel  bil- 
den. Auf  dieselbe  Art  construirt  man  auf  der  anderen  Seite  eben  Gulls 
emee  rechten  Winkel,  so  ist  es  jetzt  nach  bekannten  Gesetzen 
der  Geometrie  sehr  leicht,  die  Richtigkeit  dieser  Winkel  ^  prflr 
fn.  Eine  Correction  des  Spiegels  geschieht  mit  Hilfe  der  Mut- 
ttr  iL  Selbstverständlich  muss  vorher  der  Faden  mit  Hilfe  des 
Obfeetivea,  welches  sich  etwas  herausschrauben  lässt,  in  die 
Bildebene  gebracht  sein. 

b)  Die  Centrirung  des  Spielpunktes  der  Libelle. 
Ihn  setze  man  die  Libelle  ein,  verbinde  sie  mit  der  Alhidade, 
gehe  dem  Limbus  eine  nahe  vertikale  Lage,  und  sehe,  ob  das 
Im  Spiegel  reflectirte  Bild  des  im  Spielpunkte  der  Libelle  senk- 
recht auf  ihre  Längsrichtung  gezogenen  Striches  h'h'  mit  dem 
Herixoutalfaden  hh'  coincidirt.  Die  Berichtigung  geschieht,  indem 
«an  die  Schränbchen  Pf  etwas  iGftet  und  die  Libelle  ein  wenig 
h  der  Fassung  vorwärts  oder  rückwärts  schiebt.  —  Sodann  hebe 
and  senke  man  die  Alhidade  allmälig  bis  an  ihre  oberste  und  un- 
terste Gränze.  Bfldet  dabei  jener  Strich  mit  dem  Faden  fort- 
während eine  gerade  Linie,  so  gebt  die  Cmdrehungsaze  der  Li- 
belle zugleich  durch  den  Spielpunkt,  wo  nicht,  so  helfe  man  dadurch, 
dass  man  in  die  Fassung  oben  oder  unten  Papierstreifen  einlegt, 
wodurch  dieser  Punkt  entsprechend  gehoben  oder  gesenkt  wird. 

c)  Die  vertikale  Stellung  des  Limbus.  Eine  der  bei- 
den vorhin  in  a)  gebrauchten  Stangen  wird  mit  Hilfe  eines  Sen- 
kels vollkommen  vertikal  gestellt  Das  Stockstativ  wird  in  den 
Boden  gebohrt,  und  zwar  ebenfalls  so  viel  als  möglich  vertikal 
But  Hilfe  des  Senkels,  und  das  Instrument  auf  den  herausgeaoge- 
■en  eisemeD  Stab  gesetzt.  Nun  bewege  man  das  Instrument 
langsam  so  auf-  und  abwärts,  dass  die  vertikale  Kante  des  Spie- 
gels fortwährend  die  Stange  tangirt,  wobei  man  sieht,  ob  die 
Blase  im  Spiegel  beim  Vorüberziehen  von  dem  reflectirten  Strich 
«V  halbirt  wird.  Wo  nicht,  so  hilft  man  durch  eine  kleine  Drehung 
der  Rubre  in  ihrer  Fassung.  —  Nachdem  a),  b),  c)  richtig  befun- 
den« wird  iie  PUtte  efcd  fest  aufgeschraubt. 

•  4)  Die  Bestimmung  der  horizontalen  Lage  der  Vi- 
•■fw<  fa  -MMMi  mm  jene  Stellung  der  Attiidade,  bei  welcher  die 
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Visur  ßenau  horizontal  ist,  scharf  bestimmt  werden,  vraiu  es  n 
rere  Wege  ^iht.  Uer  einfachste,  schnellste  und  geoadeste  ist, 
wean  man  aaf  Eiemlicb  ebenem  Buden  sich  mit  einem  guteo  Ni- 
vellirinstTument«  Hufstellt,  die  Libelle  desselhen  zum  Einspielen 
bringt  und  in  einer  Enirernung  von  etwa  20  Klaftern  die  MIH* 
der  Zieltafel  an  einer  Nivellirlatte  zur  Coincidenz  bringt  mit 
Unrizontal faden  des  Nivellirinetrumentes.  Sodann  bohrt  mar 
Stockstaliv  neben  dem  Nivelllrinstrument  fest  in  den  Boden,  setxt  J 
das  Instrument  auf  den  eisernen  Stab,  welchen  man  so  iveit  hei 
auszieht,  da^^s  die  Milte  des  Uctiiares  genau  in  dei 
ist,  wie  jene  des  nebenstehenden  Nivellirinslrumentes,  pointil 
mit  dem  Hntizontalfaden  des  Instrumentes  die  Mitte  der  Zielta!" 
nnd  hebt  oder  senkt  die  Alhidade  so  lange,  zuerst  mit  der  I 
sodann  mit  der  Schraube,  bis  die  Blase  im  Spiegel  von  h'h'  i 
birt  wird.  Nun  wird  der  Winicel  genau  und  mit  Hilfe  der  Sc) 
iV  abgelesen  und  notirt.  Uiese  Operatinn  nieliremale  wiederholt  ' 
gibt  die  Slellung  der  Alhidade  (im  Mittel)  bei  horizontaler  Visur. 

—  Auf  der  Reise  kann  man  sich  nach  einer  allenfalls  vorgekom- 
menen gewaltsamen  Erschütterung  des  Instrumentes  von  der  un- 
verrQckten  Stellung  der  Libelle  i'iherzeugen,  wenn  man  sich  am 
Hände  einer  grösseren  ruhigen  WasserflSche  aufstellt  und  am  ge- 
genfiberliegenden  Ufer  einen  Stab  oder  Stange  halten  läs«t,  au' 
welche  man  sich  in  derselben  Hübe  über  dem  iNiveau  des  Was- 
sers eine  Marke  gemacht  hat,  als  in  welcher  sich  die  Mitte  des 
Oculares  über  demselben  befindet.  —  Zur  See  aiu  Schiffe  i 
die  borieontale  Visur  hergestellt  durch  die  Begrenzung  des  Me4 
res  am  Horizont,  indem  mau  die  Kimmtiefe  oder  den  ünterschi^ 
xwiscben  dem  scheinbaren  und   nähren   Horizont  berücksichtige^ 

—  Oder  endlich,  und  zwar  sehr  genau,  indem  man  jene  MetfadOJ 
benutzt,  «eiche  gew-rihnlich  bei  der  RectiGcation  von  Nivelll 
Instrumenten,  deren  Fernrohr  nicht  umlegbar  ist,  angewendet  ivin 
wie  dieselbe  in  den  meisten  Lehrbüchern,  besonders  klai 
deutlich  aber  in  Stampfer's  Anleitung  zum  Nivelliren  zu  fi 
und  wobei  bekanntlich  weder  eine  Wasserfläche,  noch  ein  andlfl 
res  Nivellirinstrumeat  notbwendig  ist.  Bei  dem  eben  beschrieb' 
nen  Instrument  ist  diese  Rectification  jedoch  mit  folgender  Mo' 
ücation  vorzunehmen :  Man  wähle  einen  möglichst  nahe  horizontala 
Boden,  befestige  die  Zieltafel  auf  der  Latte  in  gleicher  Hübe  e 
dem  Oculare  vom  Boden  und  bringe  dann  beim  Poinliren  auf  «j 
Mitte  der  Zieltafel  die  Libelle  genau  zum  Einspielen,  wobei  c 
Stand  der  Mikrometerschraube  notirt  wird.  Beim  Verwechseln 
Stellungen  muss  nun  dieser  Stand  der  Libelle  provisorisch  i 
parallel  mit  der  optischen  Achse  bei  horizontaler  Lage  derselbsi 
MDgcfiommen  und  die  Zieltafel  auf  ihrem  zweiton  Standpunkte  < 
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gestellt  werden»  daae  ihre  Hitte  yom  Horisoutalfaden  getroffen 
wird.    Dw  Fehler  x  wird  dann  ans  der  bekannten  Forme! 

^=-2 2 f 

geAraden,  wo  /,  F  die  Lattenhöhen ,  J,  J*  die  InstramentenbOhen 
ttnd  /  den  DnterscMed  zwischen  dem  wahren  und  scbeiobUren 
Horizont  bedeuten.  Da  jedoch  hier  •/=:/  gemacht  wurde  und  mit 
Uflfe  "des  'Stocketathres  auch  sehr  leicht  und  genau  J=:  J'  ge- 
oracht  if^erden  kann,  so  übergeht  obiger  Ausdruck  in  folgenden 
etttfacberen : 

Auf  diese  Art  dSrfte  ein  Instrument  hergestellt  sein,  welches 
dem  JBedfirGdisse  der  reisenden  Geographen,  Civil-  und  MilitAr- 
Ingenieure,  der  Geologen >  der  Marineoffiziere  u.  s.  w.  genügen 
wilrde»  ohne  isie  durch  schweren  Transport,  langwierige  Anfstel* 
Inng,  Abhängigkeit  vom  Wetter,  namentlich  von  starken  Winden 
anf  hohen  Bergen  in  ihren  speciellen  Zwecken  zu  hindern.  Das 
Instrument  kann  in  einer  Rocktasche  getragen  werden.  Ich  habe 
eirnt  ein.  solches  Instrument  der  grosseren  Art  ausführen  lassen  und 
mich  desselben  bei  einigen  im  eben  verflossenen  Herbste  ausge- 
führten Messungen  in  den  Sudeten  und  in  den  Karpatben  bedient. 
ÜaM  dasselbe  auch  bei  vorläufigen  Recognoscirungen  von  nicht 
XU  grosser  Schärfe  als  Nivellirinstrument,  sowie  als  Distanzmes- 
ser gebraucht  werden  kann^  wenn  man  noch  eine  Nivellirlatte 
hinzuffigt  oder  auch  nur  eine  gerade  Stange  mit  zwei  sichtbaren 
Marken  auf  derselben  in  bekannter  Entfernung  von  einander,  ist 
kaum  notbwendig,  zu  erwähnen. 

Noch  erübriget  mir,  über  die  Genauigkeit  der  Huhenaii- 
gaben  mit  diesem  Instrumente  Etwas  zu  sagen.  Man  hat  An- 
fangs geglaubt,  die  Angabe  des  Huhenwinkels  so  scharf  als  mög- 
lieh  machen  zu  müssen,  um  desto  grössere  Distanzen  wählen  und 
mehr  Objecto  von  einem  Standpunkte  übersehen  und  messen  zu 
fcSnnen.  Meine  Erfahrungen  haben  mich  aber  überzeugt,  dass 
man  in  unbekannter  Gegend,  und  eine  solche  muss  doch  in  der 
Regel  vorausgesetzt  werden,  selbst  mit  Hilfe  unserer  vortrefflichen 
Generalstabskarten,  bei  Objecten,  welche  weiter  als  1  bis  1^ 
deterrelchische  Meile  in  gerader  Linie  vom  Standpunkte  entfernt 
sind,  sehr  häufig  über  ihre  Lage  und  Namen  auf  der  Karte  in 
Zweifel  geräth,  wenn  es  nicht  besonders  auffallende  und  speciell 
beseichnete  Punkte,  z.  ß.  charakteristische,  weit  siebtbare  Berg- 
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=      pr^-i — = (^  +  zy^^  «t  onitatem  aeqnat ,  si  est  p  =  od.    Series 

dCr 

igitar  ^  certo  est  convergens»  posita  l>:r> — 1»  «i  modo  sories 
Cr  \d  DOD  impedit.    Posito  r==0,   evadit 

tfo  =  ar  +  a?*  +  a?'+  etc., 

quae  aeries  est  progressio  g^ometrlca.     Series  vero  Cq,   nt  con- 
stat»  non  est  convergens,  nisi  valor  numericus  ipsius  x  est  unitato 

minor:   itaque  conTergit  series  -^^    si   est    ]>dr>  —  1.    Facile 

intelligitary  seriem  ^^^^~yz  ^^^^  atqoe  ideo  eadem  lege  eos- 
▼ergeotem,   id  quo^  epdem  modo  m  seriem  4fr  licet  exteodere*)» 
Jam  seriem  propositam 

11=00 

ow=  5    p"^  (ii=:num.  int.  vel  nibilo,  l>dr> — 1) 


adgredlamor.    Primum  iiqaet,   serieni 


esse.    Differentiatione  reperitur 


^^0       ''o*         ,«.1 

dx      „=i  '^ 


ktqne  ideo 


I  !  •     • 


Si  denoo  difiBrentiamos  poateaqne  per  x  maltiplicanins,  gradatim 
iiiTeniinus 

<i«^    'S*   .  *       .     **'     .  1.2. 3»» 

«*<%     ^^  4  .  «       .     14«*    .     3ftr»    .  I.2.3.4#« 


*)  Cfr.  Cancliy  I.  c  pag.  I&&. 
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p=i 

P^tet,  tmnma«  ts^^  tf«  ^®^*  ®&dein  ratione  reperiri  posse. 

»i  ftaetfoiiM  ad  eandem  denominatorem  redncuntar,  prodeunt: 


H- 


4 


(1  --X) 


ar+llar«  +  lla:»+Ä* 


^pos  nlora»  Eytelwein  (I.e.)   iDveuit.    CodfBcientes   eae  «ont, 
qoa«  I.  e.  p^ig.  629.  attulit*). 

Jim  81  revertimar  ad  priores  sammamm  yalores»  per  induetio- 
coIKgttar»  esse 


aki  forma  eo4Sfficientis  ilik^")  definienda  est.  De  hac  eollfliciente 
iaotoiD  noYimos,  esse  i4|(")  =  l,  ^^n^")  =  r(n-f  I).  Substitufo  in 
(1)  n-f  I  pro  n,   ioirenitur 


Qida  semper  est  <rr  =  ^     ,^""    (r  =  nom.  int.) ,    differentiatio  for- 

Vaiae  (I)  sommam   0^.1  suppeditare  debet.     Oiiferentiatione  «t 

per  X  facta»   eroitur 


I 

:  itaqiie  oportet,  at  valores  Inventi  (2)  et  (3)  inter  se  congruant 
0t  relatio  co^SfBcientium  ^lik^")»  quam  diversi  valores  nameris  inte- 
gris  n  et  il  dantur,  comparatioTie  coäfBcientiufn  ejasdem  digoitatis 
ipsins  X  reperiatur.    Terminis  separatim  scriptis  iovenitur: 

^  Cfr«  Malllitten  et  Bjdriing  in  Actis  Societ.  Scient  UptaL 
TeL  XSL  Tide  qooqne  Tom.  VI.  pag.  41.  hi^iit  ArchiTi,  nbi  dltter- 
IMb  CM  Malnetea  legit«r. 

^      TkeU  XTVIL  20 
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(1-*)' 

/        (1-^)' 

^»(H-Dar« 

l     .  2^,(»)a:>  . 

2AMa!* 

+   (1— a;)»           J 

l     '  (1-x)»   '  (l-x)' 

^J  +(l-:r)*  + 

(1-«)* 

"■           •         •        •                       l   ' 

+  (l-ar)"+»           \ 

1  +     .    .    .    , 

■    ■•••■ 
f    +(l--;r)-+» 

+  (1  — a:)"+i 

-  y<«+i(»+»)a:«+i     1 
+    (1— ar^+a      / 

l 

+  -    (1— ar)"+« 

Inde  redandant  relationes 

4j(«+l)=:2il«(«)+2i<i(«), 


et  relatio  universalis 

A(«+i)  =  Äi<A(»)  +  *AliW,  (4) 

quae  qaoque  formula  terroinum  primum  et  nitimum  eompiectitiii\ 
quoniaro  est  Am^^^  =  0,    qaum  est  m  =0  vel  m'^  n. 

Beneficio  formulae  (4)  eoäfficientero  Ak^^-^^),  cognitis  Ak^'^)  et 
Ak^i^'^K  iDveoire  licet;  restat,  ut  videamus»  num  formula  reperiri 
possit,  qnae  sola  et  per  se  co(ffficientem  quamcunqae  snppeditet. 
Qaia  omiies  eo^fBcientes  sunt  nuroeri  integri  et  numerus  k  factor 
dextri  membri  formulae  (4),  necesse  est;  Sit  quoqae  k  factor 
sinistri  membri.    Posito  igitur 

evadit 

Quibus  in  (4)  aubstitutis  et  divisione  per  k  facta»  prodit 

B4(«H-i)=:*J?*(")  +  (*— l)Ät-.i(«).  (5) 

Quum  formulam  (6)  comparamus  cum  formula  (b)*),   quam  dedit 


*)  Cfr.  Grunert,  Archifd.  Math.  n.  Physik  Tom. III.  p«4ft.lönB«(5>. 
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Cel*»  Malmsten  pag.  XXVIII.  operis  sui  „Theoremata  Dova 
cett.*'  inscripti  (Upsaliae  1842)«  et  recordaronr,  numeram  n=:r-f  l 
(1.  c.)  esse»  facile  colligitur 

A(«)  =4^1— (Ä-l)i(Ä-l)«-i+(Ä-l)a(Ä-2)— » 

-(Ä— 1)a(Ä-3)«-i+etc., 
^*C«)  =  A{il«-i  -.(jfc--  l)i  (jfc-  l)«-i+(Ä-  l),(A-.2)»-» 

-  (Ä— l)s  (4-3)»-i +etc.).  (6) 

Coöfficientes  Ak^*)    eaedem   sunt»    qnas    attulit    Eytelweio 
(L  c  pag.  607),  ita  tarnen»  nt  sit 

Intet  co^fficientes  igitur  utriusque  generis  similis  intercedit  relatio 
atqoe  toter  numeros  figuratos  et  co^fficientes  binomiales. 


Problem  a. 

Datis  fjribus  punctis,  in  eodem  piano  tale  punctum  inve- 
nire,  ut  summa  distantiarum  ejus  a  datis  sit  minimum. 

Anctore 

D''^  Chrisiiano  Fr.  Lindman, 

Lect.  Strengnetenti. 


Thomas  Simpson  In  libro  »,the  doctrine  and  appMcä« 
tion  of  Flnxions"  (Lond.  1750)  inscripto  hoc  problema  proposnit 
GtfN  Se'liftiiUcii  ideni»  sed  generalius  acceptum  in  Calculo  diffe« 
rentialisno^ag.lSS.)  pro  ezemplo  protulit;  neuter  vero  quaestionesi 
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^JMLindman:    Probiema,    DaHs  tribus  punciH,  in  eodem  piano 

exhaastt    Utetque   nulla   alia  puncta  spectasse  videtur,   oisi  ea, 

qoae  inter  ee  coojuncta  fiunt  vertices  trianguli«    cujus  omoes  an*« 

In  * 

guli  sint  <-j.  ^ 

Tria  puncta  in  eodem  seniper  sunt  piano.  Aut  in  eadem  recta 
sita  sunt 9  aut  conBcitur  triangulum  a  rectis,  quae  puncta  data 
conjungunt.  Si  illud  evenit,  iacillime  perspicitur,  ipsuni  punctum 
medium  esse  id,  quod  erat  inveniendum.  Si  datis  punctis  cod- 
jungendis  oritur  triangulum ,  fieri  potest^   ut  aut  omnes  anguli  sint 

<-Y'    ^^^  nnns  sit  ^~ö~'    Punctum  quaesitum  extra  triaugulimi 

numquam  potest  jacere.  Naiu  si  est  P  (Taf.  VII.  Fig.  1.)  punetam 
quodcunque  extra  l^ABCf  summa  PA  +  PB+PC  semper  est 
>^DA+DB+DC. 

.'■X        :    •  •       ■     • 

Jam  ^^^C  (Taf.  VII.  Fig.  2.)  tale  faciamus,  ut  sit  nullus  an- 

=  2n 
gulus    w^  ~ö~9    et  sit  P  punctum   quaesitum.     Lateribus  et  anga- 

lis  solito  modonotatis,  quum  ponitur  BP=a;,  AP=a:i,  CiP=ar^ 
^  CßP  =  y ,  summa  distantiäruiü  =  u ,   in venitur 

ubi  est 

Xi  =  V^c^+j:«— 2ca:Cos(i?-y), 

x^  =  V^a* + a;* — 2€uv  Cos  y. 

Differentiando  prodit 

du  -      cCos(^ — y)       aCosy  —  ;r 

düs  Xi  Xi^ 

du cxS\n{B — y)       axSxxiy 

dy  ""  Xi  x^     ' 


>       •  ♦ 


Si  u  poterit  miniroi  proprietate  gaudere  (mazimum  manifesto  oon 
exsistit),    necesse  est«    sit 

du      ^      du      ^ 

dx  dy 

vel 

cCos(g— y)  __  qCosy     Q  cxSinjB^y)       q^Siny 

Primum  piktet,  buic  aequationi  positione  x^O  H^Mi^     T 
aequatio  prim«  mutatur  In 


Mt  |WMI.  Hmenire,  uttumma  dtttanUar.  ejw  a daiHmmiML  Wl 

Co«  (Ä— y)  +  Co»  y  =  1. 

Itaqae  Imguliis  B  in  duas  partes  ita  diTidi  debet,  nt  summa  Cosi- 
Daum  fiat  =1.    Summa  illa  generaliter  =z  posita»  loyenitur 

^=Siii(Ä-y)— Siny,     5^=— Cos(Ä— y)— Cosy. 

dx 
Posito  T-=0,   prodit  SiD(Ä— y)  =  Slny  vel  y=4B.    QuI  quo- 

Biam  valor  -j^  negativam  reddit,  maximo  quaotitatis  k  Talortri^ 

q>Midet.    Valor  ille  malimus  est  2Cos^i?^  qui  tarnen  uoitati  non 

est  aequalis»  nisi  est  |£=2r  Tel  ^=:-^.     Nunc    vero    positum 

S  2» 
est,   nollam  angulum  esse   .^-^  ;    sequitur»   ut  non  sit  ;r=:0. 

Itaque  a  et  g  reperiendae  sunt  ex  aequationibus 

1      gCos(g — y)""^  _  gCosy  .|. 

""  ^1  ""      ^a     ' 

cSin(g— y)  _  flSiny  .^^ 

Quadrando  et  addetidö  aequatio  inveriitur 

2(cCoBiB—y)'^x) 

Tel 

Vca+Ä^— 2c;i?Cos(Ä— y)=:2(cCos(Ä— y)— ar).       (3) 
Utroque  membro  quadrando  prodit 

c« +a:«--2carCos(Ä-y)  =4c«Cos*(Ä— y)--8carCos(i?--y)+4«* 
Tel,  quia  est  c»  =  caSin2(Ä— y)  +  c«Cos2(l/— y), 

3c«Cos«(Ä— y)— 6ca?Cos(Ä— y)  +  3ar«=c2Sin«(Ä— y), 

unde  babebimus 

/.     /D       N             cSin(^-y)  . 

cCos(B— y)— ar  = ■;^ (4) 

Duplex  quidem  est  slgnum  dextri  membri;  sed  aequatio  (3)  doeet» 
qoantitatem  cCos(£ — y)~^  positiTam  esse  oportere.  Quum  Tero 
puDctam  quaesitotn  ezträ  triangulum  jacere  non  possit»   necesse 


Mndmam   Proöiema.   DaUs  tribuf  puncds,  1»  aoäem  pkmo 

est,  Bit  iff>^  atque  ideo  Sin(B  — ^)>0.  Dextram  igitur  mem- 
brnin  aliud  signam  ac  -f-  habere  doo  potest.  Aeqoationes  (1)  et  (S^ 
hoc  qaoque  modo  söribi  possant : 

-      gCosy — X      cCosjB — y)— ^a? 
aSiny       cSin(Ä--y) 

Ä.  2s;  .      9 

qaae  aequatiooes  eodem  atqae  antea  modo  suppeditant 

aCosy— a?=—r;j^«  (8) 

Si  aeqnatio  (6)  ab  aequatione  (4)  subtrahitur,  provenit  aeqaatio 

unde  Invenitor 


«.(»-iß)=:-i->(5-i») 

aSinJ— cSId(J— ä) 

*8y= — ;; /i — ^ 

aCosg+cCosIg-— Bl 


Quam  vero  sit 


oS{n|— cSin(j— b)                   aCos  j+cSin^|^-JB^ 
Sinjfs ,    CoBy= ^ J., 


•radit 


«i  Mt 


acSiii(y— b) 

*  = ^ —    ' 

2V=  Y  o« + c« +2oc Cos  r^ -  b\ 


•  •         • 


:«   «;;::;■ 


UOe pumei.  Un^eiar^,  uitummadisiani/ar.iJui0daätstimitiim.iSB 

hm  facUe  perspicitur,  esse  ^BPC—^APB^^APC^-^^ 

qnae  res  SlmpsoDiani  ad  elegaDtissimain  coostnictioDem  diudt. 
Postea  iDTenitür 


c 


(cSinJ-aSiD^|  — b)) 


iVSln| 


atqae  ide* 

IC  =  d;-f-a?|  4-^2  =  ^* 

TriaDgalo  igitur  aeqailatero  il£Z>  super  AB  descripto  punctoqae 
D  cum  C  conjuDCto»  linea  CD  est  =u,  quae  quoqae  linea  per 
pauctum  quaesitum  traosit.    Qaoniam  enim  est 

tel  \(BDC'-'BCD)  =  y-^\B   et   UÄZ>C  + ÄCZ))  =  j-JÄ, 

neeesse  est ,   sit  ^BCJD  =  |  —  y  =  Z  BCP.   Manifeste  nihil  im- 

pedit»  qnominas  alius  angulus,  ut  C,  eodem  modo  atque  B  tra* 
ctetar.  Descriptis  igitur  triangulis  aequilatetis  ABD,  ACE  pun- 
ctisque  D  et  E  cum  C  et  B  resp.  conjunctis,  punctum  P  reperitar. 
Itenim  differentiando  demonstratur ,  valores  nuper  inventos  quan- 

titatum  X9  OTi,  x^  minimo  respondere. 

S  27t 
Postremo  faciamus  nnum  angulum  (^4)  _  -»-  (Taf.  VII.  Fig.  4.). 

Pnocto  qaocanqne  P  intra  triangulum  sumto,   demonstrari  potest« 
esse 

AP+BP+CP>AB+Aa 


*)  Saper  MC  (Tal.  VII.  Fig.  3.)  detcribatur  tale  tegmentom  eircalt, 
it  ii  60  angalnm   =-r-    possit    contineri.      Aren  BQC  in   duas  parte« 

9 

MfVilM  BC  et  CQ  dMao  et  puncto  0  cum  A  coqjancto,  reperitar  panctum 
VNMtitaM  P. 
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Nam  si  posaerimus  ^BAP^q>,  ^CAPzzz^,  Z.ABP=U 
^ACP=v,  bkbebimus 

AP.Cosg)  +  BP.Co6t=::Aß,    AP.Co8^  +  CP.Cosv  =  ÄC 

atque  ideo 

AP.(Cos(p  +  CosilJ)  +  BP.Coat+  CP.Cosv=AB+AC. 

Facile  apparet«   esse 

r 

BP>BP.Cost,    CP>  CP.  Cösü,    AP^AP.(Cos(p  +  Coa^). 

Maximus  enim  valor  quantitatis  Cos  9  +  Cos  ^  est  2  Cos  iA ,  at 
ante  demonstratum  est*).  Sequitur,  utsit  AP+BP+CPyAB-i-ACp 
id  quod  etiam  evenit«  si  P  in  AB  aot  ^C  sumtum  est.    Ipsoa 

>  2» 

igitar  A  est  panctum  quaesitum»  quum  angolus  2I  est       -x-* 


Die    sphärische    Trigonometrie    gegfündet    auf   eine 

Figur   in   der   Ebene. 

Von 

Herrn  Franz  Unferdingery 

LebencTerttrheirungs-Calcalator  der  k.  k,  p.   Asienda  AMfriirttrico 
"^  •  zu  Triest« 


1)    Es  sei  O  (Taf.  VII.  Fig.  5.)  der  Scbeitel  einer  dreiseitigen 
kSrperiicben  Ecke    und  AOB  eine  in  der  Papierebene  liegende 


H9r§Häet  muf  etu  Figur  in  är  Bkmu.  901 

Settenlllclitt.  denelbeii ,   welche   dutch  die  Kanten  OA  und  OB 
begrenzt  wird.   Man  denke  sich  auf  der  aufstehenden  Kante  (welche 
iu  der  Figur  nicht  sichtbar  ist)  von  O  aus  ein  StQck  OC=l  ab- 
geschnitten und  durch  C  eine  Senkrechte  auf  die  Ebene  des  Win- 
kels  AOB    geföllt;   der   Fusspunkt    dieser  Senkrechten  sei  &, 
Zieht  man  (VA  1  OA,   0'B±OB,  so  entstehen,  A  und  B  mit 
C  verbunden    gedacht»    vier    rechtwinkelige   Dreiecke:     Erstens 
A  O'AC  und  A  O'BC,  deren  Winkel  bei  A  und  B  bekanntlich 
die  an  den  Kanten  OA  und  OB  liegenden  FiSchenwinkel  sind  — 
und  zweitens  ^AOC  und  ^BOC,  deren  Winkel  bei  O  die  den 
FiScbenwinkeln  B  und  A  gegenüberliegenden  Kantenwinkel  sind« 
welche  wir  mit  b  und  a  bezeichnen  wollen.    Legt  man  die  bei« 
den  ersten  Dreiecke  durch  Drehung  um  die  Katheten  O'A  und 
(yB  in   die    Ebene  AOB   um«  so   erhält  man    /^O'ACi  v^ 
^&BC^,  wonu^O'ACi=:A,  ^0'BC^=B md  Ci&^C^O'  ist 
Legt  man  ebenso  die  beiden  anderen  Dreiecke  in  die  Papierebene 
um,   so  erhält  man  A  CzOA  und  A  CJOB,   worin  ^  C^OA  =  b, 
LCjfiB=a,  0C9^0C^=0C=::1,  AC^  =  AC^  undÄC4=ÄCi 
ist,  so  dass  also  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  A  und  dessen 
Haibnesser  ACg  ist,  durch  Q ,  und  ein  Kr^,  dessen  Mittelpunkt 
in  B  und  dessen  Halbmesser  BC^  ist,   durch  C^  geht.    Dieses 
ist  in  Kürze  die  Entstehung  der  aus  der  Stereometrie  bekannten 
Figur,  welche  unseren  Ableitungen  zur  Grundlage  dient  und  welche 
Herr  Professor  Grunert  zuerst  für  die  Zwecke  der  sphärischen 
Trigonometrie  verwendet  hat.    (S.  Archiv  Tbl.  XXV.  S.  2-25.) 

2)  Man  besehreibe  von  O  als  Mittelpunkt  mit  dem  Ualbmes- 
MT  OQ  =  OC4  =  1  die  Kreislinie  C^pgC^,  so  bilden  die  zwischen 
^eo  Schenkeln  der  Kanten  winket  a,  b,  c  enthaltenen  Bogen  die 
Seiten  a,  b,  e  des  dem  gegebenen  Trieder  entsprechenden  sphä- 
mehen  Dreieckes,  und  es  ist  ilQ  =ilQ  =SinA,  BC^=^BC^ 
=:8iDa,   mithin,  da 

€iO':iiACi.S\nA=zS\nb.SiuA. 

C^0'=Br^.8\nB=S\üa.SmB 

wid  C^O'  =  C^O'   Ist, 

Sin  6 .  Sin  J  ==  Sina .  Sin  B, 

xnu  aUg«»ei»  folgt: 

Sin^      SiaB       SinC 


9) 


Sina       Sin  6        Sine* 


IMktam  ArJiOB  und  0's\\OB,  so  ist  0's=:Brx:^OB-^Or, 
Ja  aber 
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(y3  ^^ACy  .Smc=ACi.CosA.Sinc=:8inb.Slnc.CwA, 

OÄ=Cosa, 

Or  s=:AO.Co8c=iCo8b.Co8e; 

ßo  erhält  man  durch  Substitatioo  in  die  erste  Gleichang: 

SinA,Sioc.Cp8il  =  Co8a — Cosft.Cosc 
oder 

^--^                       ^       .       Cosa— C086.C08C 
(»^  ^""^= Sin  6.  Sine 

Es  ist  ferner 

0'B=zrs=Ar'-'As; 

da  aber 

0'B=2BCt*Co8ß:=2Sina.CosB, 

Ar    =^AO.Sinc     =Cos6.Sinc, 

As    =zAO'  .C08C  =:ACi.Co8A»Co8c=z8\nb.Co8e*Co8A 

ist  9  so  ergibt  sich-darcb  Substitation  dieser  Werthe  in  die  erste 
Gleichung  die  Formel 

(III)  Sin  a .  Cos  B  =  Cos  6  •  Sin  c  —  Sin  6 .  Cos  d .  Cos  A. 

Wird  diese  Gleichang  durch  Sina  dividirt  und  bedenkt  man,  dass 
nach  (I) 

Sine  _  SinC      Sin 6  _  SlnÄ 
Sina^Sinii*     Sina"' Sin  il 

ist 9   so  folgt: 

o     «     n     r   SinC     SinÄ   .,         ^      ^ 
Cos  -o = Cos  o  •  g.   ^  —  g7— -3  •  Cos  c .  Cos  A , 

nnd  wenn  man  mit  Sin^  die  Gleichung  multiplicirt  und  Cos 6. Sin  C 
daraus  bestimmt: 

(IV)  Cos6.SinC=SinJ.CosB-f  Cosi4.SinB.Cosc; 

werden  hierin  die  sich  aufeinander  beziehenden  Grössen  b,  e  und 
B,  C  mit  einander  vertauscht«  so  erhält  man  auch : 

Cose.SinB  =  Sinil.CosCf  Cos^.SinC.Cos6, 

and  wenn  die  Gleichang  (IV)  mit  Cos^l  multiplicirt  and   aa  die- 
ser addirt  wird,  so  erhält  man: 


. .    §$§rümiet  auf  efyu  Figur  in  der  J^ate*  .9(kS 

CoBe.akkBs»8inA.iCoBC'i^CoaA.CimB)  +  SinB.Cos^A.Coac 
•der 

-      CoBe.S\nB.S\n^A  —  8\üAl(Co8C+CoBA.CoBB), 
Coae.SinB.SmA  :=zCo8C  +  Co9A.CQ8Bi 
nithio 

Nach  (11)  bat  roao  auch  >  .. . 

""         Sina.Sin6 

iiod  ans  diesen,  .beiden  letzten  Gleicbungen  folgt : 

Coe  C=  Sin^l .  SinB.  cosc^-CoBA.CoBBf 

Coac=:Sina.Sin6.Co8C-f  Cosd.Coaft; 

■oltlplieirt  man  die  erste  Gleicbung  mit  Gosc  und  die  zweite  mit 
CosC«  80  sind  die  Prodacte  einander  gleich»  und  man  bat: 

8ioil.Sini}.Co8*e-Co8/l. Cos  B. Gosc  > 

s=  Sino.Sin6.Co8^C-|-  Coso.Cos6.CosC 
oder 

SlDil.Sini}  — SInil.SinB.SinSc-Cosil.CosJff.Cosc 
sSioa.Sinft— 8ina.8io6.Sin^C-f-  Cosii.Cos6.Co8C; 

haber  naeb  (I): 

Sin  a .  Sin  C=  Sio  ^  •  Sin  c» 

^    SiD6 . Sin  C=  SiuB. Sine; 
M  Ist 

SiDo.Sin6.SinSC=:Sinil.SiD^.Sinc, 

Bldiio  wird 

(VI)  SbJ.Sin^— Cosil.CosJff.Cosc 

ssSina.8in6-fCosa.Cos6.CosC, 

«De  Relation  zwischen  den  drei  Winkeln  und  den  drei  Seiten 
eines  spbirisebeii' Dreieckes,  weiche  Cagnoli  zuerst  aufgefun- 
to  bat 
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3)  Verlängert  man  die  Geraden  C^iV  und  C4,<V  ble  sa  Uirea 
Durchschnitten  q  und  p  mit  der  Kreislinie  C^pqC/^»  so  ist  offen- 
bar A(\'=.Aq  und  BC^:=zßp,  also  geht  die  Kreislinie  C^Cg 
gehurig  verlängert  dnrch  g  und  jene  C4C2  durch  p.  Construirt 
man  nun  das  Viereck  pC^C^g  und  verbindet  O  mit  p  und  g,  so 
ersieht  man  leicht  aus  der  Figur ,  dass 

^CiOC^=a+b  +  c,  C3C4=2Sini(a+*+c), 

^C^Op   =b+C'-'a,  C^p   =2Sini(6+c^a), 

^C^Oq  «=a+r— 6,  C^g  =2Sin  J(«+c— *), 

j^Oq     =a+6— c=2i|    pq     tt2Sint(«+Ä-^c)  =  2Sini. 
j^C^pO'  =ZC490'=18ÜO— i(a  +  6  +  c), 

SinCt,pO'^SinC^qO'=Sinl(a  +  b  +  c)  =  ^^. 

Ferner  ist 

Ci  0'e= Jfi+ J  0'=Sin6+Sin6.Co82l=Sin6.(l+CoSii)=;2SiDÄ.Ca««y 

0»=Csy  — C8  0'a=2Sift6— 2Sini.Co8«^=2SmÄ.(l— Cos«^ 

=:2Sinft.Sin«^;    , 
mithin 

(1)  0»^=^„1.    Sln«^=2Sif?» 

um  CgO'  und  O'^  durch  die  Bestandtheile  des  sphärischen  Drei— 
eclces  auszudrficken,   hbt  man 

im^t^pw:^^—     jjjij^      -         jjjij^         -2SinJ(6  +  o— o; 

also 

^  ^  _  2Sini(rt+ft  +  c).Sin4(6.H-c— g) 

» 

^,          2Sini(o+c— 6).Sin4(«4rft— c) 
%j  q   =  ( — ^^ • 

^  Sm  c 


0t!frtbidet  auf  Hne  n§ur  in  der  atne. 
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Werdei  diese  Werthe  in  die  Gleiehongen  (I)  substHalrt,  «o  er- 
hilt  man  nach  Ausziehang  der  Quadratwnrzel  die  Formeln: 


(VII)         Co.  g^=  "Y Sin6.Sinc 


c-^a) 


A_^^n\ 


i(a  +  c— 6)SiDj(a+6— c) 


-1^-  • 


Ebenso  ist  nach  der  Figur: 
C40'r=:C4£+£0'aSina  +  Sina.Cos^=Siiia.(l  +  Co8^ 

=  2Sina.Cos' 


2* 


0>=  Cip  -  C4O'  =  2Sina  — 2Sina.Cos«~  =  2Sina(l— Cos«^) 


=  2Sina.Sin*-2  ; 


wdiin 


ffl 


^«»  2-2SrD"^' 


^^"  2-"2Sina' 


tun  C4O'  und  O'p  darch  die  Bestandtheile  des  sphärischen  Drei- 
eckes auszadrfieken»   hat  man 

kAr    n/    g4<y_S''nq,yQ^Sini(fl+6+c)_  C^Q^ 

™  A  W9^  •  (;^y  —      ;55„c     —         8111  c        '~2Sin4(a+c--6)' 

™^^P^    Ciiti^Sinc  ""  Sine         ""  2Sin 4(6  +  c  —  a)' 

folglich 

2Sin|(a+6  +  c)SinKa  +  e— 6) 


C40'  = 


&g  = 


Sioc 

2SinKfe  +  c  — q)  Sin  \(a^-b  -  c) 

Sine 


Verden  diese  Werthe  in  (2)  snbstituirt«  so  erhSIt  inan«  wenn  bei- 
^lergeite  die  Quadratwarsel  aasgezogen  wird»  die  Gleichungen: 

cB     4/S'ni(a  +  A  +  e)Sipi(fl+c-:'») 
Z'       ¥  Sma.Sinc 

«,  B '"  '^  ^fSün  4(6  +  c— a)  Sin  l(a+Ä-c) 
Sta^^«  Y  — Sino.Sinc    ^' 


-  •  / 
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Das  in  d^n  Formeln  (VII)  und  (VIII)  aasgesprocliene  Gesetz  der 
Abhängigkeit  eines  Winkels  A  von  den  drei  Seiten  a,  b,  c  ge- 
stattet die  beiden  letzten  Formeln  auch  unmittelbar  aufzuscfa reiben. 
Wendet  man  dieses  Gesetz  an  zur  Bestimmimg  des  dritten  Win- 
kels C,  so  zeigt  sich: 


(3)  Cos2-=\  Sina.Sinft ' 

u^         ^    Q*    C  _  4  /"Sin  i(b  +  c-  ä)  Sin  UaTc~b) 

(4)  S.n-2-\  Sin a. Sin 6 ""' 

TOD  welchen  zwei  Gleichuogen  wir  im  Nachfolgenden  einen   nOtz- 
liehen  Gebrauch  machen  werden: 

4)    Nach  dem  Obigen  ist: 


^'-'i-mh^^'     Sin«J(«+6-c)=^, 


woran«  man  mit. Leichtigkeit  folgende  Vier  Gleichungen  erhSit: 

r  Cogg.CoSg-  Y      c^Qi  ^40*       4 
^'^^  »-Sin  l(a + 6  +  c)"'  ~  C,^  '  "^  '  ^^' 


(6) 


(7) 


(8) 


r  Sin^.Sin^    Y      Q,^    ^,^     ^ 

rSin^.Co6-^Y      Q>y   £40^      4 

■-SiniCa  +  c-Ar  "Ci^'  Qp  '^' 

rCog^i-Sin-g  -I'      Q>^   C(/ \±J  , 


Wegen  ACiQO'  <x>  ApfP'  gelten  die  Pmpbrtionen : 


ftgribulet  auf  eine  Figur  in  der  Stent. 


jm 


■ttbin 


O'p'.(yqz=Ct0''.Ct,O'', 

Op_  ^o; 

pq  -.6',C4 


oder 


Wp.(C,0'.0'q)  __  CtO'*.{Ct,0'.0'q), 

pq*  ^^ 

d«  aber  nach  der  iweiten  Proportion: 

&p:C^O'  =  CtO'.0'q, 
(0  wird  dnrch  Abkfirzung  mit  diesen  gleichen  Factoren; 

(Tp.O'q    _  Caty.CjO' 

nd   wenn  mata  dieae  Gleichung   mit   4   mnitiplicirt   and  darch 
Ctq.C4p  ^vidirt,  so  zeigt  sich: 

O'P-O'V     4    _C,0'.C4<y       4 
C,q  Ctp'^~    Cq.Cip   'ÖC?* 

also  sind  die  Ausdrfleke  (6)  nnd  (6)  einander  gleich. 
Vftgm   /^CtO'pOä^C^O'q   hat   man   die  Proportion: 

Cip:Ci,q=C,0':C^O', 

MgUeh 


(9) 
1^  fan  AO'pCst 


C^0> 


Ci9  =  ^•^ö'* 


iko 


•der 


m 


CO'iC,p==8lnO'pC,:S\ne  =  ^^:8\ne, 

^         ^   ^  ^t   Sine 


Sin«c. 


.City*- 


€Vf.ti|>~  5»>cSbi>  — »"j. 


Je>  aok  Tkd  <»  O'l    j  U  #0«  *m 

*   '  SMU«  +  *  +  e)~Sii»i("  +  6— c)~  Sine' 

Weges  AC^Cfpc^  AQO'f  hat  ■«■  die  Proportionen: 
(fp-.Ctp  =  ty^-.c^, 

Op:C,(y  =  0't:C,0'; 


vp_g;i 
Ca,  -c,, 

o<l<e 

Vp.iC,0'.C,0')  _ÖV.(qiO'.C«Q'). 

im  nber  Back  der  zweitea  Proportion: 

(/l>.C,0' =  0'f.C,0' , 
■«  irird  dareb  AbfcSraiog  mit  diesen  gieicben  Factoren : 


§€tit§mki  auf  eine  Figur  in  Oer  Köene. 


ao9 


and  wemi   nan   diese  Gfeichnng   mit   4   multiplleirt  and  ducch 
C^g^C^p  dividirt«   so  zeigt  eich: 

(yp.CsO'      4     _OYC^      4 

also  eind    die    Ausdrücke  (7)'aDd  (8)  einander  gleich. 
Wegen  ^C^C^iy  co /^pqO'  gilt  die  Proportion:^ 

C^O':C^C^=Og':pg, 


mithin 
(11) 


c^c^. — C|(y  •  -ß^ » 


ood  im  A  (ypCg : 

(yq:C4q=:8inz:Sme=z^:Swe,  ' 
also 


oder 


(12) 


^"^^'^'^-^ 


Sin«g 


|>j*==4.0V. 


werden  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  mit  einander  multiplicirt  und 
irird  das  Prodoct  durch  die  gleichen  Factoren  abgekürzt»  so  er- 
Ut  man: 


C^C^.pq—i.O'q.C^O', 


oder 


Sin^ 


CgC^.pq  ^^  O'q.C^O'    Suflc 


Kno  ist  aber 


CjC^.pg      Sini(q  +  6  +  c)Sini(a+6— c) 


Sin  a.  Sin  6 


Cos»^, 


Cos-f 


Twxxvn. 


si 


Die  sphärische  Trfgofwmetrie 


der  erste  Titeil  dieaer  Gleichung  ist  gleich  dem  en'eiten  Tbeil  ii 
(7)<    und  es  ist  daher; 


(B) 


inä(a+c-Ä)      Sini(6  +  c  — fl)""Sinc  ' 
Die  Gleichungen  (A)  und  (B)  geben  nun  folgende: 


Sinj 

-         Sine 

.4. 

SiD 

B 

Sin!(o+6- 

-c) 

Siti 

c 

2 

Sinc 

-1 

Co. 

B 

2 

S[nS("+c-« 

c4 

Sioc 

C.4 

Sin 

B 

2 

SinK4+c- 

-a) 

Werden  die  Gleichungen  (a)  und  (h)  einmal  addirt,  ciuma)  sab- 
trahirt,  und  macht  man  dasselbe  Manöver  mit  den  Gleichungen 
(c)  und  (d)  unter  gleichzeitiger  Anwendung  der  bekannten  gonio- 
metrischen  Formeln: 


CoH{:r4:2/)  =  Cos3;.Cosj  +  Sin;T.Siny, 
Sin (a:  +  y)  ^  Sin a; Cosy  +  Cosä . Sin  j. 


Sina^dbSiny  =2Sin 


ind    Sin2a^=2SiDar.Co8:i 


so  erbSIt  man  die  Gauss'scheo  Gleichungen: 


/.'r^  Cosj(^-g)      Sinj(c+&) 
"*^       SiniC     -      Slnjc     ' 


S\\t\{A-\-B)  _Co»^{a~t) 


(X) 


Cosi(^+g)_CoaK«+ft)      ,xi|,  SiniM-g)     gjnifg— &) 
Sin;<;     ~     Coflic     ■    '^"^       CnsJC     "      Sink    ' 
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5)   Ans  (IX)  und  (X)  folgt: 

«•   1/    .AN      Cogi(^->B)  ^.   , 
Sin  J(a  +  6)  =  — §1^-^  •  Smic , 


nd  Mglicb,   wie  sogleich  erhellet: 


Coiii(a  +  6)=: — ^^^l^^-^-Co«i<?. 
oder,  wenn  man  quadrirt  und  addirt: 

folglieh: 

Sin>|C SiiSV? .Co8V=l. 

Sinne  ~  +  SiünC  SinV=I; 


abo: 


Sinne  =^-^,r^^!?^i^^Lt^=^!£ÜC. 


(n,  m.« Co8«4M~i?)- Sinne 

(13)  Co8nc=i    ci,  ^  «!,  p — 


Sin  id.  Sin  £ 
n«  fib.«!^-.     Cos*i(^  +  g) -Sinne 

Es  ist  aber 

» 

Ä»Co6M-Ä)+Co8(äO<»-ie)MCo8M-Ä)-Co8(W-4C)| 
=    2Co8l45«-J(i5f  +  e-.l)!Co8{45<»— J(^  +  C— Ä)l 
XaMBt46«— J(fi+e— J)|Slnt46«— J(^+e— Ä)) 

=Sh{iÖ6»-4(iB+  e— ^JSin{900— 4(4+C— Ä» 
=<}o8i(Ä+  C— il).Cosi(^+  C— B) 

21* 
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und 

Cos«l(,<+ß)— Sm»JC=Cfts«K'4+Ä)-Cos*(ftO»— lO 

=  |CoBi(^+ß)  +  C(w(90o— iC)l(Cosi(J+ß)— CoB(90«— 1C)| J 

=     2Cos|45»— ;(^  +  iy-fC)lCflsi45<>  +  i(J  +  B— C)}  1 

x2Sinl45''— i(J  +  ß+t')ISinl45<»+i(4  +  ß— Ol  * 

=Cos \{A\B^  C) Cos \{A  +  ß—  C) ; 

also,    irenn  nian   diese  Werthe  in   die  Gleichoogen  (13)   und  (IJ) 
«abstituirt  und  beiderseits  die  Quadrahrurzel  auszieht. 


_  *rCoa  i(g  ^^C-A).  Cos  ■  (^  -f  C- 


(xiiDcosi.z^v'^'^^sin^:«;::^^ 


(XIV)     Sin,c_\ SinJ.SiDß 

Diese  beiden  Formeln  können  aach  ans  der  Gleichnng  (y)  asl 
bekannte  Weise  entwickelt  «erden;  da  jedocb  diese  von  Hern 
Prof.  Grunert(im  Arcbir  Tbl.  XXVI.  S.  J42.)  gegebene  intercfr 
sante  Ableitunc;  sich  an  die  beziehungsreichen  Gausa'scben  Gl«- 
cbungen  anscbliesst,  so  habe  ich  mir  erlaubt,  dieselbe  hier  *», 
benützen. 

Dividirt  man  die  Gleichung  (fX)  durch  die  Gleichung  (X), 
ebenso  (XII)  durch  (XI),  (XI)  durch  (X)  und  (XIII)  durch  (IX). 
PO  erbSlt  man  bekanntlich  die  Neper'schen  Analogien: 

.„„,     Tgi(«+6)^Cosi(J-B)  Tgi(^ 

^^^>     ^       CosU^+Ä)'    *        ' 

rfv,„  TeU^-l-g)_Cos;(a-6)  'T^\{A~B)_S\^\{a~b) 

f^^"'     CfgiC    -Cofii(a+6)'    t*^'"'      CtgiC    -SÜTiCä  +  fl- 

Nachdem  im  ersten  Artikel  die  Entstehung  der  tn  einer  Ebetio 
verzeichneten  Figur,  auf  welche  die  sphärische  Trigonometria 
gegründet  werden  kann,  in  Kürze  erläutert  worde,  benutzte  id 
dieselbe  im  zweiten  Artikel  zar  Ableitung  der  sechs  Haujit- Rela- 
tionen snischan  den  Seiten  und  Winkeln  eines  sphärischen  Drei- 
eckes,  im  dritten  Artikel  2 
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A.  ß  S 

Sin  2»  ^s~o   ^°^  Sin-^,^  weicher  sich  im  vierten  Artiicei  jene 

c 
der  6 ausstachen  Gleichungen  anschliesst,   um  aus  ihnen  Cos 5 

and   Sin 5  durch  die  drei  Winkel  auagedHicl(t   und  die.  Neper- 

schen  Analogien  zu  erhalten,   womit  also  die  sphärische  Trigono- 
metrie voilstfindig  begrfindet  Ist. 


Ueber  die  nach  der  dritten  Potenz  fortschreitenden 

Reihen. 

Von    • 

Herrn  Dr.  O.  E.  Simon ^ 

ordentlichem  Lehrer  am  Joachimsthalschen  Gymnaalam  la  Berlin, 


.Durch -die  Beschäftigung  mit  den  Exponeniialrethen ,  welche 
▼on  dem  reihenden  Element  die  dritte  Potenz  enthalten,  wurde 
Ich  auf  die  nachfolgenden  Betrachtungen  geführt  Sie  zeigen^  dass 
die  Torli^enden  Fufictionen  Eigenschaften  hahen^  welche  denen 
der  trigonometrischen  Functionen  sehr  ähnlich  sind ;  endlich  fSh- 
ren  sie  auf  einige  Integrale,  die  man  wenigstens  in  dieser  Form 
nicht  leicht  auf  anderem  Wege  erhalten  würde.  —  Erst  nach  Ab- 
scfaluss  der  Arbeit  kamen  mir  die  Untersuchungen  Ol  i  vi  er 's  im 
IL  Bde.  des  Cr  eile' sehen   Journals   zu   Gesicht»    welche   sehr 
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ähnliche  Functionen  betreffen;  jedoch  wird  Niemand  den  Unter- 
fichied  in  dem'  Ausgangspuniste  der  Betrachtang,  in  der  ßehaud- 
hingsweise  und  in  den  Resultaten  verkennen,  der  ;iwiBchen  jener 
und  der  vorliegenden  Arbeit  stattfindet. 

Die  dritten  Wurzein  aus  —  l  sind  bekanntBch  die  reelle  -«*  1 
und  die  beiden,  comple^en 

~2       '         2       ' 

wenn  man  nun  die  beiden  letzten  mit  besondern  Buchstaben  be- 
zeichnet,  etwajff,  so  sieht  man  leicht,  dassy  =  — J^  ist,  auch 
findet  man  auf  der  Stelle  folgende  Gleichungen: 

Multiplicirt  man  mit  diesen  dritten  Wurzeln,  —1,  j,  —j^,  den 
Exponenten  von  e',  so  nehmen  die  nach  Potenzen  von  x  fort- 
schreitenden Reihen  folgende  Formen  an : 

.      a:'     a:«     ^  /x      fpf  .^ 

e-  -1  -gj  -t^  gj  —  ^,  +....  — ^j  —  ^j  +7,  — ..-. 


(x^     x^     x^ 

^      -     ^'     x^     x^  ■  /x     Ä*     x^ 

^/äj*     x^     x^ 
^J  V2l""5!  +  8I""— 

_     .      «»  ,  «•     X*  ^(x     afi     x^ 

■  ^='~3J  + 6!  ""1 +••••"''  Vr""4!  +  7!~" 

2!  ~  5!  +  8( ""  ••• 


(1) 


(2) 


(3) 


Alan  bezeichne  die  in  jedem  dieser  Ausdrucke  g^oudert  voTkoni- 
menden  Reihen,  deren  Exponenten  ar'sind,  mit  A{x)^  ^(^)»  ^{x), 
80  dass 


.a»8        /»»O        n/>9 


■f       4,; 


*'." 


X         ^   %_  ^    • 

r~4i  + Ti""  •" 
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uDd  (I),  (3),  (3)  In  folgender  Art  geschrieben  werden  können:  . 

e—  =M{x)-   »(«)+    «(«),  (4) 

f 

'    6-:^    =il(j:)  +  p(j;)  +/«(a:) ,  (5) 

e-*i*=il(;r)-./}J(a:)-jtf(ar).  (6) 

Um  DUD  neben  Üix)  auch  ]&(a;)  und  i{x)  in  den  Exponentiai- 
grossen  aassodrfidsen «  addire  man  die  letzten  Gleichungen ,  nach- 
dem man  (4)  und  (6)  mit  —j  und  j^^  oder  mit^  und  — j  multl- 
plicirt  bat.  Hit  Rücksicht  auf  die  oben  för  j  aufgestellten  Gleichungen 
erhSlt  man: 

Es  ergibt  sich  unmittelbar,  dassir(0)=:l,  ]9(0)  =  «(0)  =  0  ist; 
dass  femer  M(x)  ffir  positive  Werthe  von  a:  uuzShHg  fiele  Malis 
Ton  positiven  zu  negativen  Werthen  übergeht,  dagegen  fSr'nega- 
tive  :t  nach  der  positiven  Seite  zu  iti's  Unendliche  wSchst;  l$(a) 
and  t(a)  sTich  für  positive  a:  ähnlich  wie  J0i(x)  verhalten /dagegen 
für  negative  a:  ^jt)  nach  der  negativen,  €(x)  aber  wie  M(a:)  nach 
der  positiven  Seite  in's  Unendliche  geht.  Der  erste  Werth  vott 
:t,  flfr  welchen  J^(x)  verschwindet,  ist  :ro  =  1^6109,  während 
»(xo)=l,2214,  «(aro)==2,0417,  Ä(-aro)=2,4936,  B(— aro)=— 4,1684^ 
€(—aro)  =  1,4918.  Der  erste  positive  Werth  von  js  aber,  für  wel- 
chen il(a;)  wiederum  gleich  I  wird,  ist  a^i  =  ^,3204,  wogegen 
l^i^x)  einen  .ne^tii^n,.£(;r|)  einen  von  -fl  verschiedenen  positi- 
Ten  Werth  hat. 

In  Betreff  der  Formeih  (5)  und  (6)  ist  zu  bemerkea,  dass 
ihre  Beziehung  zu  einander  die  conjugirter  imaginärer  Grossen  ist, 
so  dass  ihr  Prodnct  nur  reell  ist.  Zwei  Ausdrücke  sind  demnach 
einander  conjugirt,  wenn  in  ihnen  die  Factoren  von  j  und  j^  ver- 
tauscht sindi  und  .dieselben  in  dem  einen  die  entgegengesetztQO 
Vorzeichen  haben,  als  im  andern.  In  der  That  erhält  man  durch 
BlnItipiicätioD  von  (5)  und  (6),  unter  Beachtung  der  Gleichung 
j— j*  a«  ] ,    «renn  man  4  für  il(a?)  u.  s.  w.  setzt : 
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Als  Prodnct  dieser  Gleicbang  mit  {i)  ergibt  eich  die  bemerkens' 
wertbe  ftUgemeine  Formel: 

1  =  A'ix)  -  ^(x)  +  ^{x)  +  3il{:t)  »(ar)  Üix) .  (7) 

eioe  Gleichaag,    welche  in  Bezug  anr  A,  S,  i.  dieselbe  Beden- 
tangbat,  wie  für  die  tri  gono  metrischen  Fan  ctionen  sin*ii-fcaä*c=L 

Indem  man  TerneT  (4)  mit  (6),  (4)  mit  (5)  verbindet  nnd  die 
GleicbDOgen  — 1 — p^~j,  — l+y^^  berücksichtigt,  reflol- 
tireo  die  Fonnela : 

»«*•=«*  -/B«  +>«<n  +y«iiB  +jii« + »«. 

welche   mit  [fiozuziebang  der  fiir  e*  gefundenen   die  Werihe  ud- 
s«er  Functionen  ü,  S,  l£  ffir  negative  :e  bestimmen,  nämlich: 

«{-  x)  t=      iP(x)  +  5(x)  (f(a:) .  (8) 

»(-x)  =  -ff»<;r)-a(;r)»(x).  (9) 

€(-x)=      »«(a:)-«(x}CU).  aO) 

N&chdera  6o  einige  Verbal tnisse  der  Fonctionen,  welche  dene* 
der  trigoDometrischeo  Functionen  entsprechen,  erürtert  worden, 
wollen  wir  auch  die  Ausdrücke  von  H,  ]S,  f  geben,  welche  die 
Function  einer  Summe  durch  die  Functionen  von  den  einzelueD 
Summanden  bestimmen.  Setzt  man  nämlicb  iü  (4),  (5),  (6)  filr 
xix-t-y,  verbindet  dann  ditf  Gleichungen  in  derselben  Weise  wi« 
oben  die  unveränderten  (4),  (5).  (6),  so  dass  Jl(x-f9)  cl*=-  gelnn- 
den  wird  als  die  Summe  von  Exponential- Ausdrücken;  »erlegt 
man  letztere  in  Factoren,  so  dasa  jeder  Exponent  nur  x  oder  jf 
enthält,  und  substituirt  dann  lur  diese  Factoren  ihre  Wertbe  oacti 
(4),  (ß),  (6),    80  ei^eben  sich  die  Formeln: 

«(a: +S)= tf(jr)  Jl(») +il(jf)  tf(3f)  +  »(^)»(y); 
Mwie  unter  Binznsiefaung  von  (8),  [9),  (10): 
«(*-3f)=JKar)JP{,)  -V(x}VH9)  +  <(a)«*(,)  +  il(j:)  »(,)€(,) 

+  B(x)iKs)tf(j)  +  tf(x)Ä(,)»(5). 
»(x-3r)=»(ar)Jl«(sr)-tf(x)»«(ff)-Jl(x)«*(,)+»(x)B(,)«(j) 

+  «(;t)JK,)«(y)-il(*)JK,)»(j)- 
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tf(ar~y)±:tCf(a:)iP(y)+ÄW»«(y)-.B(aO  <?%)  +  €(*) 

-il(a:)il(y)«(y)-»(a:)il(»)»(y). 

Die  Sjrtnmetrie  In  der  Zusammeosetzung  dieser  Ausdrücke  so* 
wohl  fSr  ar  +  jf,  als  aocb  für  o?— y  Ist  nicht  zu  verkennen.  — 
«Skrtst  vian  xi|o£chst  in  diese  Formeln  fOr  y  jenes  jro=l*^^^  '^^''* 
wof&r  4(0:0)  =  0^    so  gehen  diese  Formeln  in  folgende  über: ' 

Ä(ar  +  ^0) = — 2,0417»(ar)  —  1 ,2214€(j?) , 
»(ar  +  aro)==-2,04l7tf(ar)  +  l,22144(:r), 
€(^  +  ^0)  =  +2,04174(a?)  +  1^14»(ar) ; 

il(^—aro)  =2,4936Ä(ar)-  l,4M8B(:r) +4,16844(0:) , 
»(ar— 0:0)  =2,4936»(ar)— l,4918«(a:) +4,16844(or) , 
(f (^ — Xq)  =2,4936€(:r)  +  l,4918Ä(a:)  -  4,16843$(ar) , 

aua  denen  sich  die  folgenden  Werthe  mit  Hülfe  der  vorhergehen- 
den und  umgekehrt  berechnen  lassen.  —  Substituirt  man  aber  in 
die  hierzu  angewendeten  Formeln  jf=a?  und  ^  =  2^?,  so  erhält 
man,  ausser  den  schon  bekannten  4(0) =1,  ]$(0)=£(0)=0,  noch 

il(2ar)  =  0f{x)  -  2B(ar)  «(a:), 
3$(2j:)=— CP(a:) +2iKap)}}(a:), 
«(2a:)=     »«(a?)  +  24(ar)tf(a:), 

und  mit  Berücksichtigung  dieser  Formeln: 

•  *  ■ 

JK3a:)=3il»(a!)        — 3»»(a;)    '     +3tf»(a;)  — 2, 
»(3ar) = 3JI«(j;)»(a;)  -  3»«(a;)  tf(a:)  -  3<P(a;)  Ä(a:) , 
«(3«) = 3iP(a;)  €(a:)  +  2DSHx)A(x)  -  ZH^x)  Ti{x). 

Endlich  ergeben  sich  ans  den  Gleichungen  (4),  (S),  (6)  ffir  ganze 
positive  Werthe  von  r  die  Gleichungen: 

[il(»)-)J(ar)     +«(ar)]«  =  A^nx) --»{nx)  .+  €(na:), 
[!!(«) +V»(j:)+/8«(a:)]"=il(iu;)+y»(na;)  -^jH{nx), 
[M{x)--ß»(x)-jii(x)y  =Mnx)-j^(px)-j^nx), 

aus  denen  sich  die  {•'unctionen  von  Vielfachen  der  Variabein  nach 
den  Potenzen  der  Functionen  von  den  einfache»  Variabein  etil- 


I 
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wickeln  lassen.  Diese  EntwiGkelungeii  sind  jedoch  sehr  compll- 
cirt,  indem  sie  je  nach  den  Resten  von  n  Tär  den  Divisor  6  vet- 
schieden  sind.  —  Um  nach    den  obigen  Gleichungen  ä(x)  in  des 

FniictioiieD  von  '2a;,  oder  Ü  (  w  }  ■"  denen  von  x  auezadrückeD, 
man  eine  Gleichung  vierten  Grades  nach  H(x)  oder  ^(  n  )  a 
lüsen,  in  welcher  die  Coefficienten   der  Potenzen   dieser   GrösM» 
coniplicirte  Ausdrücke  aus   den   Functionen    der   doppelten  Aigf- 
mente  sind. 

Substituirt  man  in    die  Exponentialausdrficke  für  ß,  S,  £  z/ 
und  sj^  für  ar,    so  erhält  man;- 

Endlich  verdienen  noch  folgende  Formeln  ihrer  Symmetrie  uiJ 
Einfachheit  wegen  Bemerkung: 

a{x-i-yp)  =  aix)  il(,v)  +y»(^)  %)  -ß<£(a:)  »(j,) , 


Das  Verbalten  unserer  Functionen  in  Bezug  auf  die  Differ* 
tiatioD  nnd  Integration  wird  durch  folgende,  leicht  za  verificIreiMt 
Fundamentalgleichungen  bestimmt: 


drtttm  Pete»»  fitrttekreitendan  Betken 
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dHx)r 
ix 

tPJKg) 
dz* 


Am.  i?i  =«(«)..  ^ 


r^-^iß) ; 


<i»<r(g) 


ßiber  gnvl^en  uoMre  Fnoetionen  der  allgemeineB  Diffarential- 
giaiebung 

Setzt  man  iriin  den  Qnotienten  zweier  Functionen  gleich  einer 
neoen  Function,  wie 


ist 


—TZ-'^-' äsÄiis =*  +     '»^-\  ■■  —ssnx  ■» 


11^ 


M^x)         M\x) 


dM(x)  _  M(x)l$(x)  +  IPjx)         gC-ar) 

dx  "       0?<^x)       —  Ä^«r' 

Bioaas  erhlUt  man: 

/»Ä(— «).     _ . .     c '  mx) (i(x) ,      _,  . 


«nd  iDdem  man  fSr  Ü^  S>,  ((,  SI,  X  die  entsprechenden  Reihen 
iNtEt: 


o:'     x^     x^ 


/       x^     afl     x^  \ 


■^dx=z 


X      x^     x^ 


1  — 


x^     x^     x^ 
3i  +  6!"^9!"^ 


,01) 


(12) 


cte=— 


1^ 


a:*  .  ar 


■?•» 


«••• 


Simon:   Veier  dU  mM  ifir . 

« 

Wenn  man  ausgebt  von  den  Gleichungen 

jM(x)  A^i^ 

°»(^)  _     it(— ;c)       "  g(a;)  _  it(jr)y(a;)_»(— ;t) 

"lS~~~'^g«(^'     ■"aar" *~     it^^'—  C*(j:)   ' 

dx    "^      tf*(ar)  *         dx    "-^'^iJ^a?)    ""  »^«)  ' 


80  «rbält  mao  die  folgenden  Integrale: 


■■?  •. 


.-■* 


^+ 31^61  ^•"•*      ,  ^""31^6!      •'" 


(X.   a^     x^ .  '.:   y  X     a^  -xT  .. 

T""  4!  +  7f  "^ -V  r "■  4!  +  7!  +  •" - 

3!  "*"6I'^"* 


I  Ol  ""'S?    r  Ol        •••• 


^^-x*     a*.a*         +''' 


V2!~öl  +  8!"'"7  2l~"5i  +  8!"" 

V~3!  ^6!~-7Vl~4!'^?F~"7 

(X^      X^.      x^  \* 

2l""ö!  +  « ) 


.2a-»     öar«     ar^ 
2I""5!  +  «""— • 


+  c. 


jA    j^     x»  ^      ??i^ 

2i+  Öf+Sf"'""  •      ,  1  "4!  ^71""  •••  . 

»^  = ö — ZÄ — -5 rCf 


ärUtm  Poien%  fariscArettenden  Reihin. 
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(fl 


<2d? 


2!  ^  6!  +  8!  "" 


•.         (W) 

Eodlicb  würde  man  noch  das  Integral  einer  eigenthClinlich  ge- 
bildeten Fonction  erhalten ,  wenn  man  aus  der  oben  aufgestellten 
Cleichong  fSr  A<;X'\-x^  ]?(j7)  bestimmte,  diesen  Wertb  In  (7)  sub- 
ifitoirte,  und  die  dann  sämmtliche  Potenzen  7on  i{x)  bis  zur 
dritten  Ind.  enthaltende  Gleichung  in  Bezug  auf  (£(a;)  auflStSte. 
Der  80  gefundene  )yerth  von  i{x)  wfirde  zwei  Kubikwurzeln  aus 
irrationalen  Functionen  von  M{x)  und  ^{x-^x^^  enthalten,  und 
wenn  man  diesen  Wertb  nach  x  integrirte,  würde  man  wiederum 
'^flix)  erhalten. 

Bezeichnet  man  die  in  M{x  -f  ^o)  vorkommenden  Zahlen  so,  dass 
2,0417  =  J,    1,2214=  J,    also  |5<1, 

fcner  folgende  von  x  nur  ^(x)  und  il(:r-f  ^o)  enthaltende  Aus- 

JUe 

«il(a:)il(a;  +«o)  [1-|S"]  +  ßlßXK^:)  — a'^X^ix -{- Xp^l 

mit  P, 

«<(*+^o)  [««il«(^  +  a?o)  -3jSiP(a:)]  [l-^p»]  +  (l5»  +  l)*  \ßfl{x) 

mit  2Q, 

•oist 


-I] 


=  a/J«[»(ar +«o)  -  »(«o)]  -  ^(a:)  -  (^»  + 1)  \A{x)  - 1], 


Aiijgi«r]iang  des  Herausgebers.     Ich  mache  yorlinfig  auf merkttun i 

Mi  eine  im  nächsten  Hefte  unter  dem  Titel:     Entwlckelung  der  yor- 

'iglichsltfn  Eigenschaften   einiger    mit    den    goniometrischen 

(■liehst  Terwandten  Functionen   erscheinende  ausführliche  Abhand- 

hu  des  Herrn  Professor  Knar  in  Gratz,  und  halte  mich  für  yerpflichtet, 

•  isaurktii,   das«  dias«   und  yorstehende   Abhandlung    gleichzeitig  in 

Vrfpen  Hgndan  gewesian  sind.     Zugleich  yerweise  ich   anf  die    Abhandlnnd; 

4  Herrn  Hellwig  im  Arehiy.   thl.  XXI.  S.  43.  Nr.  Y« 


>  ; 


l'eber  tUe  Fläclten,  dfren  Haiiptkrümmungsradien  tn 


XXXII. 

Ueber  die  Flächen,   deren  Hauptkrümmungsradien  in 

jedem  Punkte  gleiche,  aber  entgegeDgeeetzte  Werthe 

haben. 


Herrn  Dr.  O.  E.  Simon, 
cirdentlichem  Lehrer  am  Joachioisthalachen  GjmnB 


Es  ist  bebanot,  daas  der  Nenner  des  Quotienten,  vrclelin 
den  Hauptkrümroungsradius  einer  Pläclie  ausdrückt,  durch  eine 
quadratische  Gleichung  aus  den  partiellen  Differentialquotienten 
der  einen  Cuordinate  nach  den  beiden  andern  bestimmt  wird. 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung  den  Coerficienten  der  ersten  Poteiu 
des  Nenners  gleich  Null,  so  vcerden  die  beiden  Werthe  des  Nen- 
ners, also  auch  des  Hauptkrüninaungsradius,  gleich,  aber  entge- 
gengesetzt sein.  Die  Flächen,  nelche  diese  Eigenschaft  haben, 
inQesen  also  i  als  eine  solche  Function  von  x,  y  bestimmen,  daas 
der  partiellen  Differentialgleichung  genügt  wird: 

Aus  den  Elementen  der  Variationsrechnung  ergibt  sich  aber  auch, 
dass  diejenigen  Flächen,  welche  dieser  Gleichung  genügen,  die 
kleinste  Oberfläche  von  allen  denen  haben,  ivelche  dnrcfa  eh)eD 
gegebenen  Umfang  geben.  Demnach  werden  «Ich  beide  genannte 
Eigenschaften  bei  den  zu  discutirenden  Flächen  tinden. 

Die  Gleichung  (1)  lässt  sich  nach  den  bisher  bekannten  Me- 
thoden im  Allgemeinen  nicht  so  integriren,  dass  z  eine  reelle 
^nnction  von  x,  y  nfirde:   man   muss  daher  specielle  Annahmen 
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macbeo«  onter  denen  (I)  integrabel  wird.  Die  zunäch/Bt  sich  dar- 
bietende Annahme  ist  die: 

<-*>  So:«-"'    8a:8y~"'    %«-"' 

woraus  ersichtlich,  dass  die  Ebene  z-|-<?  =  a^  +  %  ^^^  Glei- 
chling (I)  genügt.  Sie  hat  offenbar  den  kleinsten  Flächeninhalt 
von  allen  Flächen,  die  durch  eine  ebene  Curre  gehen,  und  man 
kann  die  unendlich  langen  Krümmungsradien  stets  in  entgegen- 
gesetzter Lage  denken. 

Zu  einer  andern  speciellen  Annahme  hat  Catalan  in  einer 
Notb  (l'Institut  4.  Apiltl855)  Veranlassung  gegeben;  das  dort 
nutg^theilte  Resultat  soll  hier  abgeleitet  und  discutirt  werden. 

Whd  t  so  durch  x^  y  ausgedrückt,  dass  diese  Variabein  von 
einander  getrennt  sind,  also  durch  die  Gleichung 

(3)  x=:Jt+F, 

wo  K%  T  Functionen  nur  von  x  respective  y  sind,  so  sind  aueh 
^  und  ^  nur  Functionen  von  x  resp.  y,   und  der  zweite  Diffe- 

tentlalquotient  k-k-  verschwindet.  Alsdann  nimmt  (1)  die  Form  an-: 


Hiervon  ist  das  nach  x  genommene  Integral: 

arctang  r  g-y  +  «ßa?=:0, 

wo  a  eine  in  Bezug  auf  x  constante  Gr5sse  bezeichnet.    Ebenso 
Ist  das  nach  y  genommene  Integral: 

arctang(^)  +  /Jy=0, 

wo  /}  nach  der  Differentialgleichung  nothwendig  gleich  — »a  ist. 
Da  abo 

gj  =  — tangaar,    ^=tangay 


(t^ff  au  FUlcken.  deren  BmtpttrSmnuHgsratiieH  in 


/*  =  =  =/ 3^"'+/ !''»• 


so  folgl ,    dasa 


-  logGoe  ttg  I 


1  ^  loe 

Zur  Discnseion  dieser  Gleichung  dieae  Folgen<1es.  Ziefat  man 
in  der  (jrjJ-Ebeiie  durch  den  AnTangspunkt  der  Coordinaten  zwei 
Lioien  x^^JzS^  f^^  ">■(  diesen  unzählig  viele  Parallelen,  so  dau 
je  zivei  Linien  einer  Schaar  die  Entfernung  x\ri  haben  ;  theilt  maa 
fenier  dieselbe  Ebene  in  Quadrate,  deren  Seiten  durch  die  Gle^ 
chuDgen 


.  2«  +  l 


ff  =  ± 


2m +  1 


gegeben  sind  (m,  n  beliebige  gaa^e  positive  Zahlen  incl.  0);  so 
besteht  die  ganze  Flache  aus  unendlich  vielen  Wiederholungen 
eines  einzigen  Fl  Sehen  th  e  i  Is ,  die  sich  im  Räume  über  allen  den 
Quadraten  beünden,  nelche  zn-ei  von  jenen  parallelen  Linien  lU 
Diagnnalen  haben.  Um  diesen  einen  Flächenthei]  zu  veranschan- 
lieben,    stelle  man  sich  den  Kaum  tot,    welcher  durch    die    vier 


Ebenen  j^+g-> 
in  der  (^:}- Ebene 


y^±9   eingt 


=— logci 


icblossen   ist.     Denkt  man  sich 
eichnet : 


welche  die  y-Axe  im  Anfangsptinbt  taugirt,  nach  der  Seite  der 
poeitit-en  z  in's  Unendliche  geht  und  die  Linien  x  =  0,  y  =  ±s 
tu  Asymptoten  bat ;    ebenso  in  der  (2z)>Ebeae  eine  Corve 

1  =  log  cos  a:, 

welche  die  z-Axe    im  AnTangspunkt    tangirt  und  nach   der  Seit* 

der  negativen  i  in's  Unendliche  geht,    so    dass  y  =  0,    acss^» 

ihre  Asymptoten  sind;  bewegt  man  nun  die  letztere  Curre  pant 
lel  mit  sich ,  so  dass  ihr  Scheitelpunkt  stets  auf  der  ersten  Cor*« 
■ich  befindet,  —  so   entsteht  jener  geaachte  Fl&chentbeil.     Die 


Jmlem  Hmkfg  gieifeJU,  aäer  €nigegeii§e$ei%t»  WmrUe  kmkem.  \328L 

i  ^^ 

Geraden  ar  =  j:9*    ^^db^    gehören  za  demselben ,  sowie  zu  den 

angränzenden  vier  Tbeilen^  welche  man  in  derselben  Weise  er- 
hält, wenn  man  in  der  vorhergehenden  Construetion  den  Dorch« 
schnittspankt  der  Qnadrat-Diagonalen  für  den  Anfangspunkt  setzt 
Die  (a;^)- Ebene  wird  alsdann  von  der  Fläche  in  jenen  beiden 
Scbaaren  paralleler  Linien  geschnitten. 

Von  den  Cylinder-  und  Kegelflächen  genfigt  keine  andere«  als 
die  schon  aus  (2)  erhaltene  Ebene  den  Bedingungen;  dagegen 
findet  man  eine  gerade  Conoiden- Fläche  auf  folgende  Weise.  Die 
allgemeine  Gleichung  einer  solchen  Fläche  ist 


{4).    ,:        j       ..  I=:g,(|j. 


^9 
WO  tp  eine  noch  unbekannte  Function  bedeutet,  und  setzt  man 

X 

y 

«o  örhfiit  man  als  BediDgaagsfi^leichang  nach  (1): 
welche  übergeht  in     . 

5i«  +  A«  +  iaif""' 

deren  erstes  Integral,  wenn  A  eine  willkürliche  Constante, 

X 

SO  daas,   wenn. man  s  flir  9   und  ^    für!  setzt» 

X 

Tc  =  A  arctang  — » 

d.  h.  die  Gleichung  der  Schraubeng^he  resultirt;  und  in  der  That 
riod   deren  Hauptkrfimmungsradien  db ^^ • 

Endlich  wollen  wir  nutersuchen,  ob  eine  der  Rotationsflächen, 
deren  Gleichung  ist: 

(5)  «  =  9>(«*+y*)* 

Theil  XXVII.  tt 


3Mß9mün:  OtHrdH  fiäekm,  deren  ffaupiMrOmmunnrmdim  ßitL 

unserer  Bcdingnngsgleichung  (1)  genügt;    setzt  man  a!^+y^=zl, 
so  niüimt  (1)  die  Form  an: 

I  Q„ 

Substitoirt  man    -7-7    für  gy  ,    so  vereinfacht  sich  dies«  Differeri- 

tialglelchanj^  in  die   lineare: 

51  =  ^+^1' 

welche  vermittelst  der  Substitution  i/;  =  st,   cZtfi  =  sdt  -f  tds  inte- 
grirt  wird.    Mao  erhält  dadurch  als  erstes  Integral: 

1         d(p 


' Tf 


wo  a*  eine  Constante  bezeichnet.  Daraus  ergibt  sich,  unter  der 
Annahme*  dass  9  oder  z  verschwindet,  wenn  X  oder  oa^  +  ^ 
=  I:a«  ist: 


V 


•»«  =  2an  +  2a  V*a*;ia— i— 1  =  (a  VA  + VW^)* 
oder 

d.  h.  die  Gleichung  der  aus  der  Rotation  einer  Kettenlinie  um  die 
f-Axe  entstandenen  Flache:  ein  Resultat,  das  auf  anderem  Wege 
schon   in    den   Lehrbuchern    d^r    Differentialrechnung    hergeleitet 
wird  und  dort  Gegenstand  einer  hinreichendeto  ErCrtemng  gcw^r^^ 
den  ist 


•  I 
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[I. 

Zur  Lehre  vom  Dreieck. 


Von 


Herrn  Tram  Vn f erdinger ^ 

I«ebflBtTersioh«ranga  -  Calcolator    der  k.  k.  p.   Asiimda   AatieiirBtrlee   «« 


Trie«t. 


,  $nd  a,  6,  e  die  drei  Seiten^  ist  J  der  FlScheoraan  dec 
Dreiecke«  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  6.)  und  q  der  Halbmesser  des  dem» 
selben  eingeschriebenen  Kreises*  so  besteht  folgende«  aus  der 
Elementar- Geometrie  bekannte  Gleichung: 

(1)  ^=J(a  +  *  +  c).9. 

Eine  ähnliche  Relation  findet  statt  «vrlschen  den  drei  Seiten,  dem 
Flächenraum  eines  Dreieckes  und  dem  Radius  eines  äussern  Be- 
riihrangskreises  desselben,  und  diese  «rollen  wir  zunächst  bestimmen. 

Ist  Ol  der  Mittelpunkt  des  dem  Winkel  A  gegenüberliegen- 
den äussern  Beriihrungiikreises,  so  ziehe  man  die  Geraden  0\A, 
OiB,  OiC  und  falle  auf  die  nüthigenfalls  verlängerten  Seiten  ßC^ 
AB  und  AC  die  Senkrechten  AF,  AG  und  AH.  Alsdann  ist, 
urenn  wir  den  Radius  des  äussern  Berührungskreises  mit  ^|  be- 
seichnen : 

QDd 

ar .  ABC  =  bx.AHOi  6? — ar .  CHO^  GB. 
Es  Ist  aber 

m.AHOiG  =  tr.^C^i  -I- 2Lf.4HOi^\AG. O^G^  iAH. OiH 
=  i^AAe  A^  AH)  Ä  \qi.(AB  \  BG^AC+CH) 

2V 


Cnfer4im§er:   Zw  Lgkre  mm 
Um,  fr«U  BGsiBF,  CH^  CF  nd  »F+  Cr= 

Mr.CBOtGB=^2.9r.OiBG't2,9g,0ii 

=  BG.OtG't^CB.agB 
^BP.^  +  CF.^ 

=  ft.{PF^CF)=^.m. 

mlthlo 

V.ABC ^^i^.iu^b^e)-  9im^\9i'i^^^' 

(2)  .     J  =  }^b^e^a).Q,. 
Ebeofo  bt 

wann  ^^  and  ^g  die  Radien  der«   den  Winkeln  B  und  C  | 
flberliegenden  äussern   Berfibrungskreise  sind.     WeoB 
chongen  (1)»  (2)  und  die  beiden  letzten  mit  einander 
werden,  so  wird  man  finden,  weil 

(3)  if«  =  ,?,.(a  +  6  +  c)(6  +  c-ö)(a+c-6)(a+6-c) 
ist :  

Nach   dem  Obigen   ist  auch: 

2^ 
fl  +  6  +  c=  —  f 
Q 

6  +  C  — ar=:  — , 

es 

«  +  6  — c= —  ; 

es 

werden  die  drei  letiten  Gleichungen  addirt,  so  erhält  man: 

\9i      ((%      9»/        9 
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Mithin 


^       Q\       Q%       Q5 


Setzt  maD  die  beiden  Relationen  (I)  und  (2)  ala  belcannt  voraus, 
Mk  fällt  es  nicht  schwer,  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des 
«Bschriebenen  Kreises  von  jenem  eines  der  Berübraogskreise  des 
iDreieckes  durch  die  Radien  ausgednlckt  auf  trigonometrischem 
W^e  zu  erhalten,  ein  Problem,  welches  Herr  Rump  in  Tbl.XXVlL 
im  Archivs  S.  33.  auf  eine  neue,  sehr  sinnreiche  Weise  rein  geo- 
■etrisch  gehlst  hat. 

Es  sei  0  der  Mittelpunkt  des,  dem  Dreieck  ABC  uroschrie« 
beoen  und  q  jener  des  eingeschriebenen  Kreises,  alsdann  ist  die 
Ferbindungslinie  OA  =  r  der  Radius  des  ersten  und  die  auf  AB 
voD  o  aus  geföllte  Senkrechte  oE  =  q  der  Radius  des  zweiten 
Kreises.  Constrnirt  man  das  Dreieck  AOo,  in  welchem  Oo^=^d 
der  gesuchte  Abstand  ist,   so  ist  bekanntlich: 


Oo'^^  A0^+Ao^'-2.A0.Ao.Co&oA0. 

Man  sieht  leicht  aus   der  Figur,    dass  ^AOB  =  W, 
si^OBA;  mithin  ist  2.^ Oii£=2R-2C  oder  ^OAB 
t&mer  ist  jiLaAB=^iA,  also 


COAB 
R-C; 


^oAO  =  ^oAB-^^0AB=lA'^(R-C)=zi(Ai-2C)'^R 

=  4(i<  +  C)  +  JC-R  =  i(2R-B)+4C-R=  i(C— Ä) 


«id 


_      Q 


Ao  =  cry 


Siü  kA  ' 


Werden   diese  Werthe   in    obige   Gleichung  substituirt,    so  geht 
sie  Qber  in: 


«9 


gM  -.  ^9  4.  _£ 9t   — -^ Cor  ^^^^ 


Sin  lA 


B—C 


Co«J(B  — C) 


£ 1 


(4) 


-r«  — 2p.fr.       sini^  2Sin«i^ 


wenn  man  den  in  der  Klammer  enthaltenen  Ausdruck  kurz  mit  R 
bezeichnet.  Zieht  man  CD  senkrecht  auf  AB,  so  ist  nach  einem 
bekannteiT  Lehrsatze  der  Elementar  -  Geometrie : 


a6  =  2r.C/9 


juithin 


JUBBBI    WVV 


W«i 


Stt*iJ=^.{«+c-4H«+*-c), 


•t  «M  mit  Bdduk&t  atsf  (I): 


od!T  nadl»  <7^: 


HJerLauch  wird  also 

Ä  =  ^.^6  +  c,— j^.(6f  c— aj=  j^=r,     [nach  (5)J 
vod   die  Gleicbaos  '-t     ireht   über  in: 

Um  die  äLiiiicbe  Iielation  für  die  Distanz  des  Punktes  O  foo 
dem  Mitt^lpoBkte  Oi  eines  äussern  BerubmngskreUes  abzuleiten, 
xUirben  wir  00|  =</i  und  haben  für  das  Dreieck  OBOi  die  Gleicbaog 


F:^  i4l  Uicbt  ersicbtikb,    dass  ^BO^G—  \B^  also  ist 

*  Lc»SiO 


'Pmf^Fätmftr:   Zur  Ittn  »am  Orttnik  m 

jü  OBC=i  B—^ABO  =  B-^  OAB  =  B—{B,—C) 

mitbin  wird 

=  iÄ  +  C=4(Ä+2C)  =  iC2R-^  +  C)  =  R— KJ  —  O. 

Obige  Gleichung  verwandelt  sieh  oanmebr  in  folgende: 

(7)  rf,^  =  rH2pi.Äi, 

wenn  wir  den   in  der  Klammer  entbalteneD  Ausdruck  der  Kürie 
halber  mit  Ri  bcfmebtieiK 

Weil 

Cos«lÄ=~.(a  +  6  +  c)(a  +  c-6). 

Uo  erfaftit  man  mit  RScksictit  auf  (2): 


j^.(a  +  6  +  c)(6  +  c— a)(tt+c-6) 

4gc  (q  -t-  6  —  c) .  z/ 

"^(o  +  6  +  c)(6+c-ö)(a+c-6)(o+6-c)* 

mithin  nach  (3): 

^1 4fl<?.(a-|-& — c)..^f     ££    /    J.A 

FerDer  ist  aus  der  ebenen  Trigonometrie  bekaimt,  das» 

Sini(il  — C)      Ä  — c       ,       _,  abc 

'  "fei?     '=^T"  '   ^«^'  ^^  '^42  ' 

Sin  4(^  ~  6^       ac 

werden  diese  Werthe  in  dem  mit  iZ|  bezeichneten  Ausdruck  sub- 
stituirt»  so  erh&lt  maöi 


fM4  f^umß     IHt%  i$0¥0r  Uhr  Mit  d§r  Siwmtnie 

1/4»        .1  wr       ■       .      abc 


>iKi    w«w«  Wctiwiwi   öw  <t>anawMCig  and  dfiflmi  J 


4^     *Jf«aHM*M*«aA     VA  v'j««ei.4k 


j      •  -!ien  ^ 

-         ■■;  nt  i 


mnä  äiuen  Anw€fuhm§  M  der  rrmmer$Mimiekre. 

{.2.  Zusatz.  Legt  man  zwischen  die  Schenkel  eines  Win- 
ds ABC  (Taf»Vn.  Fif;.  2.)  zwei  gerade,  von  den  Schenkeln  des 
V'inkels  begränzte  Linien  DE  und  FG,  so  verhalten  sich  diese 
ie  die  Radien  der  um  ^  DEB  nnd  ^  FGB  gelegten  Kreise, 
kenn  zieht  man  DG,  so  ist 

DEiDG=R(DEB):fl(DGB)  ) 

f$.  1.); 

DG:  FG=  R(DGB) :  R(FGB)  ) 

nd  folglich 

DE:FG=  R(DEB) :  R(FGB). 

{.3.  Zusatz.  Legt  man  zwischen  die  Schenkel  zweier 
Icheitelwinkel  ABC  und  KBL  (Taf.VIl.  Fig.  2.)  zwei  gerade 
ibien  DE  und  Ui^  so  verhalten  sich  diese  Linien  wie  die  Ra- 
|SB  der  um  ^  DEB  und  ^  HIB  gelegten  Kreise.  Denn  zieht 
Hm  DB  9  so  ist 

DE:DH=  R(DEB) :  R{DHB) , 

DH :  HG  =  R(DHB) :  R(HIB) ; 

lieb  auch 

DE:BG=:  R(DEB) :  R(HIB). 

{.  4.    Zusatz.    Zieht    man    zwischen    die    Schenkel   zweier 

Lwinke)    ABC  und    ABK   (TaC  VII.  Fig.  2.)    zwei    gerade 

FG  und  DH,  so  verhalten  sicli  diese  wie  die  Radien  der 

^FGB  und  A  DHB  gelegten  Kreise.     Denn  zieht  man  DG, 

«giebt  sich  wie  vorher: 

FG:DH=:  R(FGB) :  R(DBB). 

{.  5.    Zusatz.    Zieht  man  aus  einem   Punkte    O   (Taf.VlL 

3.)  vier,  eine  gerade  Linie  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D  durch- 

jRheidende,   gerade  Linien^   so  verhalten  sich  die  Producte  je 

pcier  dieser  Linien  wie  die  Radien  der  um  die  zusammengehö- 

l^ifai  Linien  beschriebenen  Kreise,  d.  h. 

L    OAxOB:ODxOC==R(OAB):R(ODC), 

EL     OAxOC:ODxOB=::R(OAC):R(ODB), 

III.    OAxOD:  OBx OC  =  R(OAD) :  R(OBC). 

"W  «s  ist  fQr  die  unter  I.  aufgestellte  Proportion: 

OAiOD=R{OAB):R{ODB)  i 

OBiOC^R{ODB):R{ODC)  3 


SM  Mmmp:    Um  metur  Ukr$mt%  ätr  G$mm§trH 

MgRck  «ich 

OAxOB:OÜxOC=:RiOAB):RiODC), 

In  gMcher  Weise  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  der  ittter  E 
und  III.  aufgestellten  Proportionen. 

Anmerkung.  Vermittelst  des  obigen  Lehrsatzes  sollea  » 
nächst  (§.6. — §  12.)  einige  sieb  leicfat  ergebende  Eig«* 
Schäften  des  Dreiecks  unter  der  Form  von  ZositMi 
nachgewiesen  werden. 

$.6.  Zusatz.  Theilt  in  einem  Dreiecke  ABC  (Taf-VH. 
Fig.  4.)  die  Transversale  AD  den  Winkel  BAC  in  zwei  gleicke 
Tk«le,  Bo  verhält  sich  ABiACz^BDiCD.  Denn  sind  O  uUf 
die  Mittelpiinkte  der  am  ^ABD  und  ^ACD  gelegten  Kreisöi  H 
ist,  wenn  man  die  Radien  OB,  OD  und  PD,  PC  zieht,  kf 
Winkel  BOD  =  2 BAD  =  2DAC  =  DPC.  Folglich  sind  uek 
die  beiden  gleichschenkligen  Dreiecke  BOD  und  DPC  ähnlicb. 
Nun  ist 

AB:AC=OB:PD  (§.  I.)  =^BD:DC. 

§.7.  Zusatz.  Umgekehrt,  schneidet  die  Transversale  Alt 
(Taf.  VII.  Fig.  4.)  die  Seife  BC  des  Dreieckes  ABC  so,  dass  b\A 
ABiAC=^BD:DC  verhält,  so  ist  auch  BAD=DAC.  Dm 
sind  O  und  P  die  Mittelpunkte  der  um  ^ABD  und  ^ACD  ge- 
legten Kreise,  so  ist  JB:AC=:OD:PC  (§.  1.);  und  folglich  aack 
BDiDC  =  ODiPC  =  OB:  PD.  D.i  uun  hiernach  ^  OBD 
co\PDC,  so  ist  auch  der  Winkel  BOD=DPC.  Also  sind 
auch  die  diesen  Centriwinkeln  zugehörigen  Peripheriewinkel  BAD 
und  DAC  gleich. 

V.. 

§.8.  Zusatz.  Es  theile  die  Transversale  AD  (Taf. Vffl. 
Fig.  5.)  den  Aossenwinkel  FAB  des  Dreiecks  ABC  in  zwei 
gleiche  Theile.  Sind  nun  O  und  P  die  Mittelpunkte  der  om 
\ABD  und  \ACD  gelegten  Kreise,  so  ist,  wenn  man  die  Ra- 
dien OB,  OD  und  PC,  PA,  PD  zieht,  der  Winkel  BOD^IBAD 
=  "IDAF  =  2ADC  +  2ACD  =  CPA  +  APD=  CPD.  Folglich  Ut 
auch  XBODco^CPD,    Nun  ist 

ABiAC^OBiPCzzzBDiCD. 

§.9.  Zusatz.  Umgekehrt,  schneidet  bei  einem  Dreiecke 
ABC  {l^i.WW  Fig.  5.)  die  Transversale  AD  die  VerlfngcroDg 
der  Seite  BC  so,  dass  s\chAB:AC=DB:DC  verhält,  so  theilt 
die  Transversale  AD  den  Aussenwinkel  FAB  in  zwei  gleiche 
Theile.     Denn  sind  O  and  P  die  Mittelpunkte  d«r  um  ^  ABD 


md  ä€$u§^  Anwendung  M  der  TrmnwerMmUniehre, 
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■ad  ^dCB  geleKten  Krei»e,  80  verhält  «ich  anch  ÄBiAC 
B0tt:PC=OD:PD  =  BD:CD;  folglich  ist ^BODoc^CPD 
ud  daher  aneh  der  Winkel  BOD=  CPD.  Nan  ist  aber  BOD 
izWAD  und  CPD=:2CDA^2DCA=2FAD;  alao  ßAD=:FAD. 

§.  10.  Zusatz.  Es  tlieile  die  Transversale  AD  (Taf.VIII. 
f%.&)  die  Seite  ßC  des  Dreiecks  ABC  in  zwei  gleiche  Theile. 
Aid  nun  O  und  P  die  Mittelpunkte  der  um  /^  AB D  und  £iACD 
n  Kreise,  so  ist  auch,  wenn  man  OG  J_  BD  und  PH±  CD 

,  GD=HC    Nun   verhält  sich 


^•ület 


^»   ^^     ^r.  w^^     OD   PC     HC  GD 
AB:AC:=:OD:PC=^^:jjf^^p^i^ 


man  mm  0/l^Cand  DK±AB,  so  ist,  da  der  Winkel 
±=:  lAD,    auch    A  UPC  CO  A  iAD   und  ebenso    A  GOD 
KAM).    AImo  ist  auch 


fPC 


NC       Di 
PC'^'Ab     ""* 


GD 
OD 


DK 
AD 


[Sabstitairt  man  diese  Ausdrücke  in  die  vorher  gefundene  Pro- 
tioD,  80  erhält  man  nach  Wegwerfung  der  beiden  gleichen 
iner : 

ABiAC=DI:DK*). 

{.  11.    Zosata.    Umgekehrt,    ist    in    einem   Dreiecke   ABC 

VIII.  Fig. 6.)  die  Transversale  AD  so  gezogen«  dass,  wenn 

ans  D  auf  die  Seiten  AB  und  AC  die  Senkrechten  DK  und 

ftltet^  sich  die  genannten  Seiten  wie  umgekehrt  diese  Senk« 

iten  verbalteo:  so  Ist  auch  die  Seite  ^C  im  Punkte  D  in  zwei 

;be  Theile  getheilt.    Denn  nachdem  die  nämliche  Construction 

im  §.10.  vollzogen  ist,  hat  man  zundLch^i  AB',AC=ODiPC\ 

also  gemäss  der  Voraussetzung: 


OD:PC=:DI:DK= 


Dl.DK_AD   AD      OD  ^  PC , 
AD'  AD  —  DK'  DI  ^  GD '  HC" 


demzafolge  ist  GD:=UC,  also  auch  BD^DC 

{.  12.     Zusatz.    Es    sei   in    dem   Dreiecke   ^j9C  (Taf.VIl. 
f,  4.)  die  Hohe  AE  gezogen.     Nun  ist  zunächst 

AB:AC=R(ABC) :  R(AEC). 

DUD  AEC  ein   rechter  W^inkel   ist,   so  liegt   der    Mittielpunkt 


*)  oder  trigoneoi€tri«€hi  AB:AC^sAdkDA€fmnBäB. 


I 


i-<B;>«<C=J£xfl(^jrO. 


»^IriSH 


4^fc  Am  kAii K«ebt«d[  ««K  zwei  Seiten  «■»«■  I>iitctu 
ifik,    R^lcfies  avs   der   aaf  di«   firitto 
i  ^ul  den  RadJa«  (i«a  den  Dreiedie  n 
t  «tiid. 

VB'iflto'Qä  "»  »*««  EckpnlEie  ^  u  d«r  gegeHAedb- 
pi  I  I  tS^U  (fÜ.vni.  Pfg.r^).  oder  n>  d«r  Veriüe«ni«g  Opt- 
mAot  (TaCVBLRg.r.b.)  x»«i  Tran£ief$al«i  JO  nnd  AE  M, 
iam  Sam  ait  d«f>  Seiten  AB  nnd  JC  gldche  Winkd  bUM! 
••  iwhn  Mgamie  Proporfionen  Statt : 

r, -^f  f.        '    't  ^BxAD:ACxiÄE=:BD-,CE, 
■.    ABXiAE.ACxAD  =  BE:CD, 
m.    ABt:AC=BDxBE:CDxCE. 
IV.    An^.  AE'=  DBxDCEBxEC, 

BeweU.  L  Zieht  Auib  aaa  O  nnd  P,  den  lUiltelpankte» d« 
■■  ^ABD  nnd  ^ACE  gelegten  Kreise,  die  Radien  OB,  OD, 
Mwie  PC,  PEz  «o  i«t  znrürder«!  BOD=ABAD=ACAE=CPE, 
nid  fo^cb  ^BODc<: l^CPE.     Nnn  verhilt  sieb 

ABxAD:ACxAE  =  OB:PC  (§.  5.). 
=  ÄZ>:C£. 

II.  Da  nach  der  Annahme  BAD=CAE,  m  ist  aoch  BAE 
s:  CAD,  and  demoach  ergiebt  sieb  ganz  nie  bei  I.,  weno  mm 
d^  um  ^jlfi£  und  /^ACD  gelegten  Kreise  benatat,  daw 

ABxAE:ACxAD=BE.CD. 

in.  Durch  Zusammeonetziuig  der  unter  1.  und  II.  entfaalto- 
ii«n  Proportionen  findet  man 

AB*tAC*BxBDx:BE:CDxi€E. 
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IV.  Kehrt  man  in  der  unter  II.  aufgestellten  Proportion  die 
Verbältnisse  um,  so  ergiebt  sich  durch  Zusanimensetvung  mit  1. 

<,  AD^iAE^znDBxDCiEBxEC. 

$.  14.  Zvsatz.  Denkt  man  sich  die  beiden  gleichen  Winkel 
BAD  und  CAE  (Taf.VlIl.  Fig.  7.a.)  bis  dabin  vergrössert,  dass 
AD  mit  AE  susamraenföllt»  so  geht  die  im  §.  13.  unter  I.  aufge« 
•teilte  Proportion  in  die  im  §.  6.  gefundene  über.  Es  enthält  also 
der  im  {.6.  aufgestellte  Satz  nur  einen  hesondern  Fall  unsere 
Lehrsatzes.  -^  Unter  derselben  Bedingung  geht  auch  die  im  §.  13. 
unter  III.  aufgestellte  Proportion  in  die  des  §.  6.  über. 

^  15.  Zusatz.  Denkt  man  sich  die  beiden  gleichen  Win- 
kel BAD  und  CAE  (Taf.VIil.  Fig.7.b.)  bis  dahin  vergrössert» 
des«  AD  und  AE  eine  einzige  gerade  Linie  bilden:  so  werden» 
.wie  man  leicht  sieht,  durch  diese  Linien  die  beiden  an  A  liegen« 
den  Aussenwinkel  des  Dreiecks  ABC  halbirt,  und  wenn  das 
Dreieck  nicht  als  gleichschenklig,  sondern  etvra  /l^<^C  ange- 
nommen wird,  so  fällt  der  Punkt  E  nach  der  andern  Seite  des 
Dreiecks  hin  mit  D  zusammen.  Unter  dieser  Voraussetzung  aber 
gehen  die  im  §.  13.  unter  I.  und  IIL  aufgestellten  Proportionen  in 
die  Proportion  des  §.  8.  über.  Folglich  enthält  der  in  §.  8.  ge- 
fandene  Satz  nur  einen  speziellen  Fall  des  im  §.  13.  aufgestellten. 
Liebrsatzes. 

§.  16.  Lehrsatz.  Sind  bei  einem  Dreiecke i4BC(Taf.VIIL 
Fig.  7.  a.b.)  zwei  Transversalen  AD  und  AE  so  gezogen,  dass 
eine  der  folgenden  Proportionen,  nämlich: 

I.  ABxAD:ACxAE=zBD:CE, 

U.  ABxAEiACxAD^BE.CD, 

III.  AB^:AC^=BDxBE:CDxCE, 

IV.  AD^:AE^=2DBxDC:EBxEC 

Statt  findet :  so  bilden  die  genannten  Transversalen  mit  den  Drei-* 
ecksseiten  AB  und  AC  gleiche  Winkel. 

Beweis.  I.  Es  seien  O  und  P  die  Mittelpunkte  der  um 
^ABD  und  ^ACE  gelegten  Kreise.    Da  nun 

ABxADiACxAE:=  BDiCE  (Anm.), 

und 

ABXiAD :  d  CxAEss  OB :  PC  (J.  5.), 


Mmmp: 

BD',CE=OB:PC=ODiPE. 

Foldicfa  Mt  A  OBDr\:  A  ^^1^>  «hI  mitfcm  d«r  Wiakel  BOD 
=  CP£.  WeU  aber  AOD  =  ±BAD  und  CPE  =  2£J£»  m  kl 
auch  BAD=CAE. 

II.     Ent«|»redbeecl  wie  bei  L  erigiebt  sich,  daa«  BAE;=^CADi 
«Bil  fofendb  »Kh  BAD=CAE  wt 


IIL    Ge«etxt  e»  mi  Dicht  iMI>=Cil£,  Maien  BAXssCAE, 
«o  wäre  aacb 

da  »wi  naeb  der  Änmahmm 

AB*:A(?=  BDxBEzCDxCE, 
mm  wäre  asch 

BXiCX^BDiCD, 
nUo  »oefc  bei  Taf.  VIII,  Fi^.  7.a.  ^ 

(B  A*  +  CA) :  (Äß  +  CZI)  =  ÄX:  ÄO. 

a.  b. 

BCiBC=BX'BD', 

aod  bei  Taf.  VIII.  Fig.  7.  b. 

(CÄ—BX):(CD-BD)=zBX:BD, 
d.  b. 

BC:BC=BX:BD, 

welchen  in  beirlen  Fällen  nur  Statt  finden  kann,  irenn  der  Ponkt 
A  in  Z>  liegt.     Also  ist  ßAD=CAE, 

IV.  Nimmt  man  .^ADE  als  das  orciprungliche  Dreieck,  aber 
AB  und  AC  als  die  Transversalen  an,  so  ist  der  Bewei.s  schoo 
unter  ll(.  geliefert. 

§.  ]7.  Zusatz.  Die  im  §.7.  und  §.9.  enthaltenen  Sätze  sind 
nnr  besondere  Fälle  des  vorstehenden  Lehrsatzes. 

§.  18.  Lehrsatz.  Zieht  man  bei  einem  Dreiecke  ABC 
(Taf.  VIII.  Fig.  8.)  aus  dem  Scheitel  A  zu  der  gegenOberliegcnden 
Seite  (Taf.  VIII.  Fig.  8.a.)  oder  zu  deren  Verlängerung  (Taf.  VIII. 
Fig.  8.b.)  zwei  Transversalen  AD  und  AE,  welche  von  dieser  Seite 
'*lb0t  oder  von  deren  Verlängemng  zwei  gleiche  Stficke  BD=i{ 
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abschifeMen',  nnd  föllet  man  dann  ans  den  Fnsspnnkten  dieser 
Transversalen  auf  die  beiden  andern  Dreiecksseiten  die  Senkreeh- 
teä  DM  lind  EK,  so  wie  Ei  und  DLi  so  finden  folgende  Pro- 
portionen'Stutt: 

I.    ABiAC   ^EtiDH, 

n.    ABiAC    frzDLiEK. 

III.    4B^:AC^=Ei><DL:DJffxEK. 


I  . 


Beweis.  1.  8ind  O  ond  P  die  Mittelpunkte  der  om  ^ABÖ 
nnd  ^ilC£  gelegten  Kreise,  so  ist,  wenn  man  OFJiBD  %inA 
PG  JlEC  fallet,  in  Folge  der  Annahme  Fi^  =  C&;  und  ferner  ist, 
da  der  Winkel  FOB=;rffAD  md  OPC^^iAE,  auch  ^FOB 
OJ^BAD  und  ^GPCco£ilAE.    Nun  ist 

ABxAD:ACxAEz=OB:PC  (§.  5.) 

AD  ,  AE      (wegen    der   Aehnlichkeit    der 
-^Wl'Ei'  Dreiecke;) 

also  ist  auch 

ABiAC=  ]^-^7  =  EI.DH, 

II.  Da  in  Folge  der  Annahme  auch  BEz^sCD  sein  muss,  so 
ergiebt  ßicb  ein  dem  Vorhergehenden  ganz  entsprechender  üe.weis. 

III.  Durch  Zusammensetzung  der  unter  I.  und  II.  aüfgestelf-' 
ten  Proportionen  ergiebt  sieb  unmittelbar:      , 

AB^xAC^^ElxDL.DHxEK. 

i^on.erkung.    Der  vorstebendo Lehrsatz  läsest  sich  ejuifacher 

^io  folgender  Art  betieisen.    Da  BD=CE»  so  ist  auch 

^AßD=/^ACE,   und  folglich  ABxDH=ACxEI^ 

nnd  demnach  AB:AC=EI:DH;  und  da  ebenso  i^^liffjG 

^=£iACD,  so  ist  auch  ABiACtaDLzEK,  n.  s.  w.^ — 

•  In  dem  oben  gelieferten  Beweise  war  es  aber  darum  zu 

thun,  die  Anwendbarkeit  des  im  §.  I.  aufgestellten  Le'br- 

Satzes  nachzuweisen. 

■  ■  ■    ■  * " 

§.  10.    Zusatz.    Der  im  §.  10.  nachgewiesene    Satz   enthält 

mir  einen  besondern  Fall  des  vorstehenden  Lehrsatzes. 

§.  20.    Lehrsata.    Umgekehrt,  liegen  in  iler. Seite  BC  des 
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Dreiecks  ABC  (Taf.  VIII..  Fig.  8.  a.)   oder  in  deren  Verllogeniog.. 
(Taf.VlII.  Fig.8.b.)  die  beiden  Punkte  D  und  E  so,  daas,  wMä^ 
/>£f  und  ££  senkrecht  auf  AB,  desgleichen  £/ und  DL. mmk-^ 
recht  auf  AC  gelallt  werden«  eine  der  folgenden  PorportiooM:  .1 .{ 

I.    ABiAC   :=zEI:DH, 

IL    AB'.AC    ^DLiEK, 

UL    AB^iAC^=^EIxDL:DHxEK 

Statt  .findet:  sojiegen  die  Punkte  D  und  E  von  den  Elckpuokten 
B  und  C  gleich  weit  entfernt,  d.  h.  es  ist  DB=:EC. 

..  Beweis,    I.  Sind  O  und  P  die  Mittelpunkte  der  um  ^ABO'ii 
und  ^ACE  beschriebenen  Kreise»  so  ist,  weqn  man  OFj^BDr 
und  PG±CE  fället,  ^  OBFoo  ^ADH  und  ^PCG<\>^AEIi 
also  auch 


•  1 


OB:BF=AD:DH,  und  mithin   OßxDH==ADxBF; 

ebenso 

PC.CG=AEiEI,       „         ,.        PCxEi=AExCG. 

Ferner  ist 

ABxAD:ACxAE=:OB:PC  (§.  6.) 

und 

AC:  AB  =  DB:  El  (Anm.) 

also  auch,  indem  man  beide  Proportionen  zusammensetzt  und  !■ 
ersten  und  zweiten  Güede  aufhebt, 

AD:AE=OBxDH:PCxEI  * 

=  ADx  BF:  AExCG. 

Hebt  man  nun  im  ersten  und  dritten,  desgleichen  im  zweiten  ond 
vierten  Glied  e  gegen  einander  auf,  so  ergiebt  sich  BFss.  CG  ood 
folglich  ist  auch  BD—CE. 

II.    Hier  ergiebt  sich  der  Beweis,  wie  bei  I. 

IIL    Gesetzt  es  sei  nicht  DB^^EC,  sondern  MBzsJSC;  dann 
wftre  auch,  wenn  man  MQJiAB  und  AfAj.^C  zieht, 

AB^:AC^=EixMR:MQxEK  (5.18.); 

und  da  nach  der  Aanabme 

AB»:AC*s=ElxDL:DMxEK. 
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MB:DL=MQiDa, 


$.  21.    Zvsatx.    Der  ob  $.11.  eatUteM  Sali   ist  bv  cw 
Pal  4eß  Taffccigche«d«L 

$.  22.     Lekrsats.     ZMit    aua    b«   cMm    Dreiecke   iiiBC 
(TeCVUL  Fi^.  9.a.k.c)  ans  des  Eckpmktea  A  mmd  C  xmt 
venalcB,  wcicke  sick  m  tmam  Pukte  O  darcksckDcidee, 


so  Ter- 


AOxBEzDO>zAE=zBCzDC 
Beweis.    Es  ist 

AOiAE=tHÄOC)iR{AEC)  ($.1.), 
BEiDO—ft{BEC)iR{,DOQ  {%  ±  oder  f.  3); 
fa^fick  anck 

(L)  i<a><A£^i£><:O0=J2(J0e>c£(££C):£(J^ 
Fera^*  ▼erkilt  nck 


AC:DC=R(AOC):R(DOC)  } 
BCiAC=R{BEOi  R(AEC) 


^  0-1); 


Miück 
(IL) 

a) 


BC:DC=B(AOOxB(BEC):R(DOC)XR{AEC). 
(IL)  opebt  sich: 

Seife 


{.  23.  Zasats.    (Ta£ VIIL  Fig.  94i.)  (1)  Halbirt  CE  di 
AB,  ao  g^  die  obige  Proportioo  fiber  io 

AOiDO^BCiDC. 

(2.)    Halbirt  AD  die  Seite  ^C,  so  geht 
Proportf  OB  fiber  ia 

AOxBE:DOxAE=2:\: 


orspruagliche 


ilso  iat 


AOxBE=2VOxAE. 


TkcUXXVIL 


3^  Mump:    Ein  neuer  Lekr^mH  4er  €eomeirte 

(3.)  Sind  beide  Dreiecksseiten  durch  die  Transvsraalen  lial- 
birt,  80  erhält  man 

AO=z2DO; 

womit  sich  der  bekaoiite  Satz  Tom  Schwerpunkte  d«8   Dveledw 
heraassteilt. 

$.24.  Zusatz.  Die  im  $.23.  unter  (3.)  nacbgevriesene  Ei» 
l^enschaft  des  Dreiecks  kann  auch  unmittelbar  mit  Hülfe  von  §,  L 
Ms  f  4.  bevriesen  werden.  Ist  nämlich  (Taf.  VllL  Fig.  9.  a.)  AE 
^BB  »d  BD=CD,  so  ist 

AO:AE=zR(AOC):R(AEC), 

BE:DO=RiBECj:RiDOC); 

folglich  ist  auch.  Indem  sich  BE  gegen  AE  aufhebt» 

(I.)     AO:  DO=R(AOC)  X  R(BEC) :  R(AEOxR(DOC). 

Nun  ist  aber 

R(AOC):R{DOC)  =  ACiOa 

R(BEC) :  R(AEC)  -BCiAC; 
folglich  ist  auch 

(II.)    R(A0C)xR{BEC):R(AEC)xR(D0C)=zBC.DCz=:2:l 
Aus  (I.)  und  (II.)  folgt 

AO:DO=2:l',    d.h.  A0  =  2D0. 

§.25.  Zusatz.  Der  im  §.22.  aufgestellte  Lehrsatz  kam 
auch  in  folgender  Weise  ansgedriickt  werden:  Sind  von  zwei 
Punkten  ^  und  C  (Taf. VIII.  Fig.9.a.b.c.)  je  zwei  Linien  AB, 
AD  und  CB,  CE  gezogen,  die  sich  in  den  Punkten  E,  O,  D,  B 
durchschneiden,  so  theilen  sich  diese  Linien  so,  dass  sich  verhält 

I.     ^:^=:BC:DC; 


und 


"•     CD'BD^^^'^^ 


§.26.  Zusatz.  Durch  Zusammensetzung  der  beiden  im  vori- 
gen Zusätze  enthaltenen  Proportionen  ergiebt  sich  nach  einer  ein- 
fachen Reduction  und  Umformung  für  das  von  den  vier  Liniea 
AB,  AD,  CB,  CE  gebildete  vollständige  Vierseit  die  Proportion 


» 
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AO>cCO:EOxDO—BAxBC:BE>:BD. 

^  27.  Zusatz.  Die  im  Torbergehenden  Zusätze 4i]fgefii94«iHi 
igenscbaft  des  vollständigen  Vierseits  kann  auch  unabhKiigtg  m^ 
m  Frfifaeren  blos  mit  Hülfe  von  §.  1.  bis  §.  4.  nachgewiesen 
Bffdeo.     Zieht  man  nämKeh  BO  (Taf.VIIl.  F?g.  9.  a.  b.  c.) ,  so  ist 

AO:EO=R(AOß):R(EOß). 

CA:DO=R(COB):R(DOB); 

l||lieh  auch 

(I.) 
}OxCO:EOxDO=zR(AOB)xR(COB) :  R{EOB)X  R(BOB). 
ho  ist  aber 

R(AOB):R(DOB)=BA:BD/ 

R{COB) :  R(EOß)  =  BC:  BE ; 
l%lich  Ist  aach 

Ol.) 

kdOB)  X  R(COB) :  R(EOB)xR(DOB) = BAxBC:  BExBD. 

■8  (L)  und  (II.)  ergiebt  sich 

AOxCOiEOxDO=BAxBC'.BExBD, 

}.  28.    Lehrsatz.    Durchschneidet  eine  Linie  FD  (TatVIIL 

.14.a.b.)  die  drei  Seiten  eines  Dreieckes  ABC  (oder  dere«  Vet« 

rngen),  so   theilt  sie  dieselben  so,  dass  das  Product  aus 

nicht  an  einander  liegenden  Abschnitten  dem  Producte   der 

.^4€rD  Abschnitte  gleich  ist. 

fißXn. 

AFxBDxCE^AExBPxCD. 

Beweis.    Es  ist 

AF:CD=R(AFE):R(CDE).  \ 

BD:AEcsR(BDF):R(APE},  i  (f.I'-{.4); 

CE:ßF=z  R(CDE) :  R(BDF) ;  ) 

AFxBJDxCEiAExBFxCO^hl; 
AFx  BDx  CE=AExBFx  CD. 


SKmp:    Sn  nnt*r  Ltkrua»  ätr  snmmit 

fr  3^-    Lehrsatz.    Zieht  man    aus    dea   Edtpiinktcii    einck 
■    ^ßC(Taf-VIII.  Fig.ll.  a.b.c.)  durch  einen  inoethajb  oder 
Ib  desselben   liegenden   Punlit  O  di«   drei    TraosTersalee 
J^ime,  CF,  an  iat 

BaiTflia.        .  • ;,      ^     ^   .  ■■■.*. 

AF:CD=IHAOF):K(COO), 
-    _  BB:AE=S(BODy.BUOE), 

CB:ßF=B(COE):BiBOF); 
«MMh^ataucb  .,, 

d)  AFx:BDxCE:.IExBFxCD 

°äk(^OrXS(S  OI))xR(COEl :  B(A  OE)xK(BOFyxB{COl 

t,mm  kl 

BIAOF):R(BOF)=AO:BO, 
BiBOIr):BlCOD)=BO:CO, 
aa^-l       .  \  ßiCOBllBittQ^  ^POUQ; 
Mglkk  ktanch 

(II.)    R(AOF)xR(BOD)xRlCOE) 
.E(AOE)xR(BOF»<R(COD) 
Di«  Vergieichnng  von  (1.)  und  (U.)  liefert 

AFxSDxCE=JExBFxCD. 

$.30.  Lehrsatz.  Verbindet  man  die  Fnsspunbte  A  £>  ' 
der  drei  HDhen  eines  Dreieclies  ^£C  (Taf.lX.  Fig.l2.a.b.)  mit 
einander,  so  ist  das  Prodnct  ans  diesen  drei  VerbindungsiiDirn 
dem  Producte  ans  drei  nieht  neiwn  einander  liegenden  Seiteaab. 
schnitten  gleich. 


:h- 


Salz. 


EFxFDxDE=AFxBDxCE. 

EF.AF  =  R{EFC) :  RiAFC), 
FD :  BD=R{FDA) :  B{BDA), 
DE:CE  =  B(DEB):B(CEB). 


aoiMf  OeMiem  Amcendung  bei  der  TramvenaienieMre. 


3«5 


Ol  lu  BFC  and  BEC  rechte  Winkel  siod,  so  liegen  die  PanUe 
M,  F,  Eb  C  io  der  Peripherie  eines  Kreises»  von  welchem  BC 
im  DnrchmflMer  bt.    Folglich  Ist 

R(EFC)  =  RiCEB)  =  IBC. 

Bmmw  ergiel^t  sich 

R{FDÄ)-  R(AFO  =  \AC, 

RiJDEB)  =  R{BDA)=iAB. 

ByhsätiAt  man  diese  Werthe  in  obige  Proportionen  mid  mnitipli- 
Mrt  diese»  so  ergiebt  sich»  da  die  Producte  der  dritten  und  vierten 
Glieder  gleich  sind: 

JSFxFDx  DE  =  AFxBDx  CE. 

{..  31.  Lehrsatz.  Zieht  man  aus  den  £ckpankten  eines 
IDreieokes  ABC  (Taf.TIII.  Fig.  H.a. b.c.)  durch  einen  innerhalb 
•der  aasserhalb  des  Dreiecks  liegenden  Punkt  O  Transversalen, 
,  welche  die  gegenüberliegenden  Seiten  oder  deren  Verlängernngen 
li  den  Punkten  D,  E,  F  treffen:  so  verhält  sich  das  Prodoct 
[der  oberen  (d.  h.  an  den  Ecken  liegenden)  Stücke  dieser  Trans- 
LiBfsalen  zu  dem  Producte  der  unteren  Stücke,  wie  das  Product  der 
drei  Seiten  des  Dreiecks  zu  dem  Producte  dreier  Stöcke  derselben, 
die  nicht  an  einander  liegen. 

Satz. 
Ä(h<BOxCO:DO><UEO><FO=BC><CA><AB:AE><BF><CD. 

Beweis. 

AO:FO=:RiA  OB) :  R(FOB) , 

BO:DO=:R(BOC) :  R(DOC) , 

CO:EO  =  R(COA):R(EOA); 
verhält  sich  auch 
d)  AOxBOxCO'.DOxEOxFO 

sR(JOBp<R(BOC)xR(COA):R(DOC)XR(EOAjxR(FOB). 
Ihn  ist  aber 

R(AOB):R(EOA)^AB:AE, 

R{BOC):RiFOB)  =  BC:BF, 

R(COA)  :  R{DOC)=  CA :  CD ; 


=  BCxCAXÄB:AEx.KrxCD. 

Av  (D  •<  (H)  «ceU  mA 
'-^tfo<BOx:CO-J>OxEOxFO=BC^CCJ>CAB-A£xBF:><X& 

■iAHaipB  icr  DM<fa*UiiTfi|i«itn    ■  wd  c  roa  des  D«Gh- 

../..,   .-5S  ,.<v.i  "*s-  *- -  -'--^      — "i   .»;*■' 


«weis. 

"CB:e4=R(COB):B(c(»)i        ^ 
kdt  Bicli  aocL 


^B 

«6 

Sl-iOB) 

Rl'Ot) 

CB 

ei~- 

RiCOB) 

«,e06) 

»HD  Ut  aber 

RiAOB) 
kfCOB) 

CO- 

nd 

RIcOST      ee 

falflkb 

W»cb 

AB 

ab 

^O 

aO 

(I.) 

CB 

cb- 

CO 

70- 

Ebea.« 

apM  mk 

AB 

td 

AO 

aO 

w 

CD 

a  = 

Vb 

:o' 

mihI  dnuAMfc  iat,  Jodea  man  m^Mch  die  mittleraii  Glieder  nr- 
wethaelt, 

JA   ^_oft   ad 

CB   CD~  c6   eil 
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^  SL    Zo«atK.    Ist  AC  (Taf.  VII.  Fig.3.)  In    den  Ponkten 
Jt  md  D  harmonisch  getheilt,  d.  fa.  verhält  sich  ABiCB^ADiCD. 
jm  wird  anch  die  Linie  oe  in  den  Punkten  6  and  d  harmonisch 
frtheOt. 

§.  34.  Zusatz.  Die  im  $.32.  unter  (1.)  vorkommende  Pro- 
portion enthält  folgenden  Satz: 

Legt  man  durch  drei  von  einem  Punkte  ausgehende  Strahlen 
OAy  OB,  OC  beliebig  zvrel  gerade  Linien  AC  und  ac, 
80  bilden  die  Entfernungen  der  Punkte  A  und  C  von 
den  Punkten  ß  und  O,  und  die  Entfernungen  der  Punkte 
a  ond  c  von  den  Punkten  b  und  O  gleiche  Doppelver- 
hältnisse,  d.  h.  es  verhält  sich 

AB^AO_  ab  aO 
CB'  CW  cb'cO' 

Einen  entsprechenden  Satz  liefert  die  im  $.  32.  unter  (IL)  ent- 
haltene Proportion. 

§.  35.  Lehrsatz.  Es  sei  bei  einem  Dreiecke  ABC(T&fAX. 
Fig.  13.)  der  Radius  des  umschriebenen  Kreises  mit  r,  der  des 
inneren  Beriihrungskreises  mit  g,  und  der  Abstand  der  Mittel- 
punkte beider  Kreise  mit  d,  femer  seien  die  Radien  der  äussern 
Berubrungskreise  mit  Qi,  q<^,  q^,  und  die  Abstände  ihrer  Mittel- 
punkte vom  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Kreises  entsprechend 
■it  dx»  d^f  d^  bezeichnet;  dann  ist 

n.    rfi«  =  r«  +  2rpi; 
u.     s.     w. 

Beweis*)  Verbindet  man  die  Punkte  E  und  Ei,  wo  die 
den  Dreieckswinkel  BAC  und  dessen  ^Nebenwinkel   H^AC  halbi- 


*)  Dieser  Beweis  stimmt  mit  dem  von  mir  für  eben  denselben  Lebr- 
i«ts  im  27ten  Theile  des  Archivs  S.  35.  ii.  flg.  gelieferten  in  seiner 
GrundUge  ganz  übprein;  eine  nähere  Ver^leichun^p  wird  aber  seige«, 
iata  derselbe  gerade  durch  Anwendung  unseres  Satzes  (§*l'-~§.4.)  we- 
sentlich Tercinfacht  ist.  —  Indem  ich  in  Betreff  des  zur  Auffindung  imt 
Mittelpunkte  der  Berührnngskreisc  benutzten  Satzes  auf  S.  34.  des  ge- 
nannten Theiles  verweise,  hittc  ich  zugleich  zur  Ergänzung  der  auf 
S.83  daselbst  tnthaltenen  literarischen  Nachweise  bemerken  zu  wollen. 
iass  anch  in  C.  Adams  merkwürdigsten  Eigenschaften  de« 
^«radlinlgeii  Dreiecks  S.  77.  ebenfalls  ein  Beweis  f&r  den  in  Frage 
Ldinats  geli«feK  ist. 


34S  Mump:    Ein  neutr  Lehr$ai%  der  Geometrie 

renden  Transversalen  den  amschriebenen  Kxeis  darchaehneid« 
mit  B,  und  macht  EO=iEOi=zEß,  femer  £i02=£;,Ob=iE^i 
ao  sind  O,  O^,  O^  und  O^  die  Mittelpunkte  der  vier  BerClhniiig 
kreise.  Fället  man  nun  0H1_AB  und  legt  durch  O  und  M^  A 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises,  die  FGt  und  fuhrt  bei  d< 
übrigen  Mittelpunkten  O^,  O^,  O,  eine  entsprechende  Hülfiscoi 
straction  ans:  so  ist/ 

I.     OHiEB=R(OHA):R(EBA)  ($.2.). 

d.  h. 

Q:EO=:iAO:r=AO:2r; 

folglich  ist 

^Q=:EOxAO=sGOxFO-(r+d)X(T-d)-r»'-d^; 

also  auch 

II.    Es  ist 

OiHi:EB=R(O^HiA):R(EBA), 
d.  h. 

^:EOi  =  \AOiiT=:AOi:^; 

folglich 

2r^=£0|Xi40i  =  GiOiXFiOi=(di+r)X(di— r)=:rf|«-i 

also  auch 

rf,*=r»+2rpi. 

ni.    Es  ist 

O^U^i EiB- R(O^H^A) : Ä(£i fi^)  (J. 4.) , 
d.  h. 

^:JE;iOa=:MOa:r=^Oa:2r; 

folglich 

2r^=J5;iOaX^O.=  G40aXFaO,=(€«a+r)X(rfa— r)=rfj«-i 

also  auch 

IV.    Der  Beweis  ergiebt  sich  ganz  wie  bei  III. 

$.36.    Lehrsatz.    Sind  bei  einem  Dreiecke  JAC  (Taf.  I 
Fig.  14.)  O,  Ol,  Ot,  O,  die  Mittelpunkte  der  und  der  fti 
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'«n  BOTAkrangskreue,  so  ist,  wenn  man  die  Radien  dieser  Kreise 
^  f »  ^»  9%  9  ^>  den  Radius  des  dem  Dreiecke  amschriebeuen 
faises  aber  mit  r  bezeichnet: 

L    V»-   -OAxOBxOC; 

II.    4Qi'h=OiAxOiBxOiC;  u.  s.  w. 

Beweis.  Man  bestimme  auf  dieselbe  Weise,  wie  diess  im 
f.  3S.  geschehen  ist»  für  die  vier  Beruhrungskreise  die  Lage  ihrer 
IBttelponkte.  Fället  man  dann  OFJ.  ^Ii;»  0Z>1AC»  ferner  0,F| 
I2LB,  (}iDiX,BCy  u.  s.  w.,  80  ist 


d.h. 


Ferner  ist 


I.    OF:R(OFA)=GB:R(GßA), 


Q:\OA=GB:r.  (A.) 


OD:R(ODB)=OC:R(OCB). 


Da  nun    GB=GO=GC  ist,   so  ist  auch   GB=R(OCB),   und 
demnach  geht  die  letzte  Proportion  ober  in 

q:IOB=OC;GB.  (B.) 

iSvch  Znsammensetzung  der  beiden  Proportionen  (A.)  und  (B.) 
t«bUt  man 

Q'^:iOAxOB=OC:r, 
md  demnach  ist 

igh-^OAxOBxOa 
II.     In  entsprechender  Weise  ergiebt  sich 
OiFj : ß(OiF, J)  =  GB:R(GBA) ,      d.  h.    p, : iO^A  =  GBir, 
OtDiiR(OiDiB)=zOiC:R(OiCB),  d.  b.    q^iIO^B-O^CiGB. 
Setzt  man  abermals  beide  Proportionen  zusammen,  so  hat  man 

nd  demnach 

4^«r=Oi2lxOißxOiC. 

FOr  die  Mittelpunkte  der  beiden  übrigen  Beruhrungskreise  er- 
[iebt  sich  der 'Satz  in  entsprechender  Weise. 

{.  37.    Lehrsatz.    Sind  bei   einem  Dreiecke  2!^ C  (Taf.  IX. 
%» 14.)  O»  0|,  O^  Ol  die  Mittelpunkte  des  innern  und  der  aus- 


Vau   aai   •■•  ÜB  def  IBllel|iiiikto>   da   Berlli 

aW  StiS^nm  dM  Dnfei^  ABC  die  SÄkret-bfeb'  0/>,  Ö£,'| 

(ma  OiDt,  0,Ei,  0,F,,  o.«.  fr.,  so  Ut 

I.  OF:RiOFA)  =  GB.RiGBÄ),  il.  h.  «t^OJ^i^OO, 
OD:B(ODB)  =  BC:BlHCB).  d.  h.  e:',OB  =  iOO,. 
OE:RiOEC)=  IA:RilACi,    d.h.    e:iOC  =  iOO, 

Blenucb  «rj^bt  sieb  dorcb  ZosammeiHelxung 

(i^.'.XOAxOBxOC=ixOO,xOO^xOO,:^: 
and  da  gemäitti  g.36.  0^xO£xOC=Vr,  so  ist  aocb 

j>:if'r  =  !X«0|XOtt,xOO,:r«, 
worauf  sieb  nach  gobüriger  Keduction  lieraussleilt : 
l»r«j=  OOiX  O0,x  00,, 

n.     0,P,:B(0,r,^)=  C/!:K(GßA    d.b.{,:iO,J  =  ;0,0:l 

OiDi>B(.OiDiB)=  a, C:  «(Ä,  CB),  d.  h.  f , :  i O,  ß=  J 0, 0,ir| 

B(0,E,Q=  ^AiimAO.    d.b.ftiiO.C^tOkOti' 


Muf  de$iem  Anwendung  bei  der  TrantverHUemkkre.         JKl 

JPolglicb  M  auch»  indem  ma«  lugleich  OiAxOiBxOxC^4i^H 
setEt  (S.  S&X 

ei«:4pi«r=*xO,OxO,0«xOiOs:r», 

and  demnach 

16rSpi  :=  Ol  O X  O1O9X  Oa  0,. 

III.  0^^:£(0aF,il}=(;,A:l2(GiAil),  d.h.  ^i\0^={O^O^iT\ 

0^:R(O^D^B)-  UC.R{HCB),   d.  L.  ^:iOeS^AOaO  :r; 

•  0^E^:R(02E^C)  =  IiA:R(liJC),     d.h.  (HK:i^j|C=i6^0i:r; 

nod  go  weitftr,  entttprecbend  wie  bei  1.  oder  II. 

.  j.  3&,  Lehreats«  Sind  bei  einem  Dreieclce  ABC  (Taf.IX. 
I^ig.  14.)  O,  Ol,  O2,  Os  die  Mittelpunkte  des  innern  und  der 
ittsiperit  Berfihrmigskreise ,  so  iftt,  i^eaa  mkn  die  Radien  dieser 
Kreise  mit  Q»  Qiw  (^»  ifa*  ^^n  Radios  des  umschriebenen  Kreises 
aib€!t  mit  r  bezeichnet, 

1. 
(I.)  ^>:ai!ixOÄX0C=:0^XOÄxOC:OOiX<^0«X0^; 

o.     s.     w. 

II. 

(I.)  r^ilOOiXiOO^XlOO^ 

=:i00iX\00ftX\003:0AxOBx0C; 

(2.)  r^:i0i0x\0i02Xh0i0t 

=:j0i0xj0|02Xi0,03:0i^X0iBx(liC; 

U.      8.      W. 
III. 

(1.)      (2^)»  : OA  X OB  xOC  =  00^ X 00^X00^  : (2r)»; 

(2.)      (2ei)*:0|2lXöiÄxOiC=OiOXÖi<^«XOiOs:(2r)»; 

o.     s,     w. 

Beweis.  Bestimmt  man  in  derselben  Weise,  wie  im  §.35., 
Für  die  Serübrungskreise  die  Lage  ihrer  Mütelpunkte^  so  ergiebt 
sieb,  dass,  da  GAGi  ein  rechter  Winkel  ist,  ViG  Durchmesser 
des  amschriebenen  Kreises  und  senkrecht   auf  ^C  sein  muss; 


mmp:    Bitt  neuer  IxknaK  der  Ceomtlrie 

oad  dresMHaacfa  int  anck  G,ß  =  GC.  Auf  glriclK  Weise  aUllt 
sich  heraue.  das  A,C^/7,J  aai  /,.4;=/,jB  ist.  Fället  man  mtn 
aus  ileo  Slitlelpnnkten  «Jer  BerührangsiircUe  aaf  di«  Seilen  d«a 
DreieeU  ABC  die  Senkreehtea  OD.  OE.  OF.  ferner  Oi/>„ 
O,^,  O,/",,  u.  8.  w.,  »o  b( 

I.  (1.)    OD:OC=RiODB):K{OAB)=\OB'.GB=OBiOOi. 
OE:OA=R(0£Q:R(OAC)=IOC:BC=OC:  00,. 
OF:0B=R(OFA):RiOBA)=\OA:lJ  =0A:00t: 
rolglicfa  ist  auch,  indcHi   OD^OE^OF=zf  ist, 

i,*tOAxOBxOC=OAXiOB>   00=00^^X00^X00^. 
(2.)     0tDi.OyC=IH0^DiB).R{0i'      )=\OtB.GB  =0,S:0,ff, 
Ol  £,:0,^  =  Ä(0,£,  0:^(0,^0=  iO,C:fl,r=  0,C:(^flt 
0,F,:0,»=Ä(OtF,J):ff(0,ßJ)=JO,J:/,J  =OiJ:O,0i: 
folglich  ist  aiich 

ft»:Ot((XO,BxO,C=0,JxO,ßxO,C:0,0^0,Oi>;0,0,. 
IL    (L)    OA:\^j^\^=R{OAC):RUA€)=OB;t. 

OB :  j  g^  j  =  R(OBA):  R(GßÄ)=  0t:r, 

,    0C:j2;Jj=Ä(0CßX:«ffCß)  =  OG:r; 
folgüch  Ist  aueb 

OAxeißxOCipexOB:<OI=:jOGxOBx0i:t». 
oder 
r*:  iOO,xiOO.x;00,  ;==iO<^XlO0^XiO0|:0v4xOBxOC. 

(2.)      Oi^:J  ^^'  j  =RiO,AC):R(liAC)  =O.J5f,:r. 
O^C:  j  ^«' j±:Ä(0,Cfi):Ä(il,Cin=0,C:r; 


t  HiC 


folgUcb  tet  Midi 


umd  äe99eH  Amwimdun^  bei  der  TranMMrtmiemUkte.  353 

OiiJ><0|lfc<0iC:0iG><0ii?i><0|/,==0iG><0iJ5r,><0i/i:r». 
oder 

=i\OiOxiOiO^X\OtOi:OiAxOiBxOiC. 

HI.  (1.)  Aas  den  unter  I.  (1.)  aufgeführten  Proportionen  er* 
giebt  sich»  wenn  man  die  ersten  und  dritten  Verhältnisse  nimmt, 

4»:  OAX  OBx  OC=iX  OAx  OBx  OCi  GBxHCxlA, 

ojd^>.  bdeii  man  das  erste  und  dritte  Glied  mit  8  mnItipHcirt  und 
(2^)*  stätt'S^*  setzt»  und  femer  beachtet,  dass  GB=\OOx.  HC 
=;=|OOs,  /:4siOO,  ist,  "'      ^ 

(^q)^.OAxOBxOC=OAxOBxOC.\00{X\OO^X\00^. 

Vergleicht  man  diese  Proportion  mit  der  unter  II.  (1.)  gewonne- 
nen» so  erhält  man  nach  einer  leichten  Umänderung 

(2^)»:  OJx  OBx  OC=  OO^  X  OO^X  OO^  :(2r)». 

(2.)  Hier  ergiebt  sich  der  Beweis  ganz  nach  Analogie  von 
ni.  (I.). 

$.39.  Schlussbemerkung.  Die  vom  $.6.  bis  §.38  auf- 
gestellten Sätze  werden  hinreichen,  um  die  mannigfaltige  Anwend- 
barkeit  des  im  §.1.  enthaltenen  Satzes  darzuthun;  und  nur  dieses 
bezweckt  die  vorliegende  Arbeit.  Oieserhalb  sind  auch  Sätze 
der  verschiedensten  Art  zusammengestellt,  ohne  ihren  innern  Zu- 
sammenhang zu  beachten  und  ohne  darauf  zu  sehen,  ob  dieselben 
mehr  ode^  minder  bekannte  Wahrheiten  enthaUen ;  nur  die  Art  der 
Beweise  durfte  in  Betracht  kommen. 


Rmmp:    Bin  neuer  Uhrw&H  4er  Gemmürie 

mem  BerMitnngskreise»  so  imH,  ircDo  man  die  Radien  iimmm  KmI 
>"'>^  f»  fh*  f2>  P8>  ^^n  Ra^üas  des  «mschriebeneii  K>aiftM  «bfV'i 
r  bezeichnet»  i 

II.    IfifS^t :=:0|0X  0,02X0^0,; 

lU.    16rVa=OaOxOaOiXQsOs; 

a.    8.    w. 

Beweis.  Gemäss  des  von  mir  im  27ten  Thelle  des  ArAl 
S.  34.  bewiesenen»  und  aueh  schon  bkev  im  §.35.  und  §.36.  aii| 
wendeten  Satzes  ist 

GB=GO=GO^,    ttod    Oiß:=GiO^=^GiO^; 
ebenso  in  entsprechender  Weise  ;\ 

HC=HO=HO^,    urtd    HiC=niO^=HiO^;  ^ 

und  ferner  desgleichen 

IA^IO=IO^.    und    IiA:=IiOi=zI^O^. 

Fället  man  nun  aus  den  Mittelpunlcten  der  ßeruhrun^skreji 
auf  die  Seiten  des  Dreiecks  AßC  die  Senkrechten  OD,  OE,  (n 
ferner  0]Z)i,  O^Äi,  OjFi,  u.  s.  w.,  so  ist 

I.  OF.R{OFA)  =  GB:R{GBA),  d.  h.  ^:40^  =  400i  :r, 
OD:R{ODB)=z HC:R(HCB),  d.  h.  ^:iOÄ=1002:r, 
OE:R{OEQ—  lA:R(tAC),    d.h.   p:iOC=iOOj:r. 

Hiernach  ergtebt  sieb  durch  Zusammeosetaung 

^»2ixO^XOÄxOC=JxOOiXOOaXOQj:r»; 
und  da  gemäss  {.36.  OAxOBxOC^=^^Qh',  so  ist  auch 

Q^:iQ^^lXOO^XOO^XOO^ir\ 

N. 

worauf  eich  nach  gehöriger  Redaction  herausstellt: 

l(h»9z=OOtXOOtXOOi. 

n.  OiFi:R{OiFtÄ)=  GB'.lt(,GBA),  d.h.«|:i0iii=iO|O  r 
OiJ)^lli(  OxDxB)—  Hl  C:  R(Hi  CB),  d.  h.  fi :  i  O,  iB=  i  Oi  Ob : 
f\BiiB(OiEtC)^  iiJilHiidC},    d.fc.fitlOkC»i<J^«hii 


tmä  denen  Ammendiimg  bei  der  Tranetereolemdehre . 


»1 


l^flieh  M  anch«  indem  man  lugieich  OiÄxOiBxOiC=4^h^ 

^I«:4ft*r=;x0,0x0,0,x0i0a:r«, 

nd  demnach 

I6r*pi  =  Ol  Ox  Ol  O^X  P,  O,. 

Ul.  OtF^iBlO^F^A)=GtB: R(GiBA),  d.h.  ^:40«2l=iOaO,:r; 
0^:R[O^D^B)=  HCiRiHCB),   d.  Jb.  ea^i^a^-s^a^  :r; 
•  0^E^:R(02E^Q=i^A:R(iiAC),     d.h.  P8:40flC=i(\|0|:r; 
vd  io  weiter«  entsprechend  wie  bei  1.  oder  II. 

§,  3£L  Lehrsats.  Sind  bei  einem  Dreiecke  ABC  (Taf.IX. 
Fig.  14.)  O9  Ol,  Oj,  Ob  die  Mittelpunkte  des  innern  und  der 
iMSero  BerOhrungakreine ,  so  ist,  ^eon  man  die  Radien  dieser 
Kreise  mit  g,  Qi,  ^,  4^,,  den  Radius  des  umschriebenen  Kreises 
Aer  mit  r  bezeichnet » 

I. 
(L)  if^iOA>cOBxOC  =  OAxOBxOC:OOiXQOtXOt^; 

^)  Qi*iOiAxOiBx0iC:=0iAx0iBxOiC:0tOx0iatt<^i09; 


u.     s.     w. 


(l) 


p.) 


II. 

r^iiOOiXiOO^XlOOi 
=  l00tX\002X\00s:0Ax0Bx0C; 

r»:JOiOxJOiOaX40i08 
^\0iÜ>Cl0i02Xl0i0zZ  OiAxOiBxOiC; 


u. 


w. 


in. 


(1.)      (2^)*  lOAxOB  X0C=  OOi  X  00^  X  00^  : (2r)»; 
0.)      (2ei)*:Oi^XOiBxOiC=OiöXöiO,xOiOa:(2r)«; 


u. 


w. 


Beweis.  Bestimmt  man  in  derselben  Weise,  wie  im  §.  *15., 
tr  die  Ber^hrung&kreise  die  Lage  ihrer  Mittelpunkte «  so  ergiebt 
liehj  dass«  da  GAGi  ein  rechter  Winkel  ist,  GiG  Durchmesser 
loa  «madiriebeDen  Kreises  und  senkrecht   auf  BC  sein  muas: 


386-    Sommer:    Blne  Löiun^^  der  Gleichungen  9mn  äriiUn  tmä 

ist,  80  findet  sich  o?  darch  die  Gleichung  | 

wo  a  und  k  die  ermittelten  Werthe«  nämlich  resp.  i 

haben. 

Da  die  beiden  anderen  Werthe  von  x^  durch  MoltiplicatioB 

des  erhaltenen  mit    s entstehen,  so  ergeben  sieh  diese 

gleichfalls  hiemils. '  >••..,  'i 

Die  Gleichung  (4)  zeigt  unmittelbar ,  dass  es  einerlei  ist,  ob 
man  den  positiven  Werth  von  k  einführt  oder  den  negatives. 
Denn  eine  Umänderung  von  k  in  — k  gibt  in  (A): 

—  A(j;— tt)-H  _      Jj  3  +  k(3a  +  a) 
— A(a:— «)— 1"^      V  3— A(3«+a)' 

die  identisch  mit  (A)  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  wenn  man  |ede 
der  beiden  Seiten  von  (A)  in  1  dividirt. 

II.    Die    biquadratische  Gleichung. 

*    Behandelt  man  in  ganz  ähnlicher  Art  die  Gleichung 

or*  +  aar*  +  Aar*  +  cor  +  rf  =0, 

« 

indem  man  successive  x^Xt-t-a,     ^r.  = -r^    und   x%ss  ^      -y 

k  ^        x%  —  l 

setzt,   so  wird  entsprechend: 

Ol  =4a  +  a,    6i=6«*+3aa  f  6,    Ci  =  4«>  +  3aa*  +  26« -^ c , 

dl  =  efi  +  aa^  -i-ba^  -i-  ca  +  d; 
a^ssoik;    ö^=zbik^,    c«==CiA»,    d^^:  dik* 


und 


i 


_  4  +  2^--2^— 4^ .  6-2A>-h6d, 

_   4-2a,  +  2c>-4rf,.         _  l-q,46,-<!^-|.d. 


Herten  Crmäe$  vermiiUiH  deueiäen  Ptinctpt. 


asr 


;     Uie  Gleichung  in  a:^  vrird  nuo  quadratisch  werden,   wenn  05  und 
c^  verschwinden,  d.  h.  wenn 

4  +  2aa— 2c2--4rf,=:0, 
4-2iia  +  2ca  — 4rf,=0, 

oder  wenn  12^=1  und  02  =  0^  ist    Dies  gibt,  in  a^,  61,  Ci,  </| 

ansgedrSckt:    diX^=l  und  ai=CiA^;  daher  hat  man  it=db  V  r~ 
und   Ci*  =  aiVi. 

.Die  letztere  Gleichung,  \n  a,  ö,  c»  d  ausgedrückt,  führt  zur 
CSIeichong 

(4a»+3a«*  +  26«  +  c)«=(4a  + «)«(«*  + aa»  +  6a«+c«  +  d). 


die  eich  aaf  die  cubische  Gleichung 

(a^—iab  +  8c)a«  +  (a«6  +  2ac  -  46«  +  16d)  a« 

+  (a*c  +  8ad— 46c)a  +  a«d— c«  =  0 

fedocirt.     Aus  dieser  Gleichung  ist  nun  a  zu  bestimmen,  l  findet 
nan  dann  aus 


i=±VS=±V 


Aa-i-a 


4a8+3aa«+26«+c' 


Die  Gleichung  in  ^9  wird  aber  jetzt  die  Gestalt  annehmen : 


1— a«  +  6a— gg  +  <^a 


•der^   da 

^    *  — «*«  "T  *^2  —  «^g  X  ^> 

^^-l  +  oa+^a  +  ci+rfa' 
vennittebt  der  Gleichnogen   I  =  «ig  und   c^sco,: 

.       2-20,-1-6,  12-^2^ 

'^  =  2-h2a,-fV  »»«J  •»«»  *»  =  2-h2a,-hÄ,' 

SO  tat  ^o  Gleichung  in  0:9 : 

*»  +^2  +  202  +  *.^*  +2  +  2a2+6."""' 
von  ffir  ;rs  nur  den  Werth 


iro 


24 
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• 

eininsetien  hraacht,   nm  aas  dem  bekamiten  Wertbe  flir  w^  den 
von  X  abzuleiten. 

Wir  anterlasaen  die  weitere  Ausfahruiig. 


Es  sei  noch  bemerlct,  dass  auch  hier  bei  der  ersten  LOsnng 
der  Casos  irredncibilis  sich  nidit  in  einen  redacibills  verwandelt 


Uebuogsanfgaben  für  Schaler. 


Pr«1bleni»t»« 


Aactoie  Ü^  Chriciiaao  Fr.  Lindnaa,   Lcct.  Sl 

.  1.    Invenire  integrale  aeqaatlonis  diferenfialis 

dx        dff a^dx 

n.    Integmre  aeqoationeni  differential 


HL    Per  dno  pmicta  data  transennt  rectae»   qnae  angnlnai 
SS  d  eflfeiont;  invöiire  locom»  «U  ^nsaodi  rectan  se  nintao  secent« 

IV.    Grenios  est  datus  «t  per  pnactnm  nstmninni  djaniotil 
cilJnsdan  dndae  snni  reclaei  in  Us 


• , 


imelft»  «t  qwMinitiini  partis  Intor  pancliiai  quaesMimi  et  peripbe* 
riam  «Itaa  sit  aeqnftl«  reetangalo,  cajos  anuin  lato»  ait  diameter, 
alteniHr  vero  distantia  pancti  qaaesiti  a  diametro  ad  datam  dia* 
imBtniiii  parpendiculari. 

V.    iDveoire  ^  ex  aequatione 

a«i(Cot  V  -  !)•+  (I  — tg^)«|  =  6«, 
(cfr.  Tem.  VlIL  praec.  pag»335.  probl.  5.). 

▼L  Dato  puncto  iotra  angolum  rectom,  reperire  mioimam 
reetMDv  quae  per  hoc  punctum  ducta  lateribus  anguli  recti  ter- 
idoetv. 

Vn»    Invenire  falorero  qaantitatis 

arV2(2«— Va*  +  &r«) 


li    est   xssO. 


Von  Herrn  Frledrieh  Maan,    Professor  an  der  Kantaaetchvle  «i 

Fraaeofeld  Im  Kanton  Thurgaa. 

1)  Wenn  man  im  Endpunkte  B  der  Geraden  AB  (Taf.  IX. 
Ffg.  15.)  eine  Senkrechte  errichtet  ^  auf  derselben  vom  Punkte  B 
aas  ein  Stück  BC'=-\AB  ahtrSgt,  um  C  mit  einem  Radius  gleich 
CS  einen  Kreis  heschreiht,  hierauf  A  mit  C  geradlinig  verbin- 
8et  und  den  Abschnitt  AD  von  A  aus  auf  AB  abträgt:  so  Ist 
bekanntlich  AB  Im  Punkte  E  so  getheilt,  dass  AE  als  mittlere 
geometrische  Proportionale  der  Längen  BE  xkniiAB  erscheint. 
h  fieser  Figur  Ist  aber  auch,  wenn  man  noch  die  Sehne  DB 
idekt,  der  Winkel  CDB  die  mittlere  arithmetische  Proportlo- 
■de  awischen  den  Winkeln  CBA  und  CAB. 

2)  Es  soll»  %^fX^\zi  auf  den  zuietst  erwähnten  Sats,  die  Auf- 
gabe gelSst  werden:  „Man  kennt  das  grossere  Stfick  einer  nach 
dem  äussern  und  mittlem  Verhältnisse  getheilten  Geraden ,  ea 
soll  4ae  dazu  gehörige  klein^ere  Stück  gefunden  werden/* 

3)  Ein  Tieleck  mit  ungerader  Seitenzahl  ist  regelmässig, 
wenn  aämmtliche  Seiten  Tangenten  eines  Kreises  und  wenn 
llMaliitlie  Gentnwiakel  Ton  übereinstimmender  GfSsse  sind. 
(DMir  €eetrlwiiikel  sind  hierbei  natärlich  die  Winkel  derjenigen 
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'MiscelleH. 


Geraden   verstanden,    welche   vom   Mittelpnnkle  des    einbeBchrie- 
bmen  Kreises  nach  den  einzelnen  Ecken  ^eben.) 

4)    Jedes  gleicIiHeilige  Vieleck    mit  ungerader    S^ten- 
sabl,    welchem  ein  Kreis  ein  beschrieben  werden  kann,    ist  reget- 

mässiir. 


!  i  s  c  e  1  1  e  B. 


Oeb«T    eine  geo 
Von  ««rrn  Friedrich  Mann, 
Fraaenfeld 


metriecfae    Aofgabe. 
Profewor  aa  der  Kantonatdiale  ■ 

m  Knntnn  Thu^aa. 


Aufgabe.     Man  kennt  von    einem   Dreieck   die   LXnge 
einer  Seil«  (=<i),   die  Summe    der  beiden  anderen  Sei-   1 
ten   (=>)    nnd   die    Hübe   aof  die    bekannte  Seite    (=i)i 
wie  kann  dasselbe  conslrairt  werden? 

Lösung.  Trage  auf  irgend  einer  GeradeR  ein  Stficfe  JK^=t 
(Tat.  IX.  Figi  16.)  auf,  suche  die  Mitte  O  ron  JK  nnd  schneide 
VOR  O  aus  anf  JK  die  Stücke  OA  =  OB  =  ia  ab.  Errichte  ■(>• 
dann  in  O  auf  JK  eine  Senkrechte  und  durchschneide  dieselbe 
'  im  Punkte  B  von  A  aus  mit  einem  Radius  =  JO.  Hierauf  her 
schreibe  man  nm  O  mit  den  Halbmessern  Oä  und  OJ  Kreise 
und  stelle  die  Geraden  DiEi  und  D^E^  her,  welche  in  der  Ent- 
fernung h  zu  JK  parallel  sind.  Die  Punkte  Gi,  G^,  G^,  G^,  ia 
nelcben  diese  Parallelen  den  kleineren'  jener  Kreise  schneiden, 
verbinde  man  mit  O,  «etze  die  Verbindungslinien  fort,  bis  der 
gros»*  Kreis  in  den  Punkten  F, ,  Fj,  Fg,  F4  geschnitten  wird, 
and  fälle  von  den  zuletxt  ernSbnten  Punkten  Senkreebte  anf  JK. 
Die  Punkte  C,,  Q,  Q,  C«,  in  welchen  diese  Senkrechten  iH« 
Parallelen  i9|£j ,  D^E^  treffen,  darf  man  dann  nur  mit  A  nnd  B 
verbinden,  nm  Ureiecke  ACiB.  AC^B,  ACgB,  AC^B  von  Te^ 
langter  Beschaffenheit  zu  erbalten. 

Beweis.    Dass  jedem  der  gefundenen  Dreiecke  die  v< 
Seile  nnd  die  vorgeschriebene  Hübe  zukommt,    geht- 


US  der  CoMtnietioD  hervor.  Es  ist  daher  nur  noch  so  beweisen, 
dam  in  Folge  der  Coostmctioo  die  Samme  der  aoderea  Seiten 
{ACi^BCi  z.  B,)  =«  geworden  sei. 

Jedenfalls  ist  ▼errouge  der  Construction : 


oder  anch 


femer : 


endlich 


(C|ilf)»:(Fi.lf)«=(GiO)«:(l'\0)«;  (1) 


(GiO)«  =  (ÄO)«=J**-io*;  (2) 


und 


CiM  =  h  (3) 

(FiO)«=i**  (4) 

SnbstHniren  wir  die  Werthe  ans  (2),  (3)  und  (4)  in  (1),    und  be-. 
seichnen  wir  FjJf  durch  H,  seist:    A*:i?*  =  (i**  — Ja*):i**  oder 
(Ä* — V) : B^—a^i j*,   also  auch : 

(H^—h^s^^ia^m.  (5) 

£f*  Ist  offenbar  =JM.MK.  Vermöge  der  Construction  ist  aber 
JM  =  JA  +  b  (wenn  wir  nSmlich  den  Abschnitt  ^iüf  mit  6  bezeich- 
nen) und  JA  =  l(s  —  ä) ,  also  JM  =  {($  —  a)  +  Ä.  Ebenso : 
MK=^l$ +  10-^0;   also: 

Ä«=^,)«-.(6-ia)«  (6) 

Snbstituiren  wir  den  Werth  von  H^  aus  (6)  in  (5),  so  gewin- 
nen  wir: 

ai«-(6—  4«)*— A«).*«  =  ä^.ils^  -  (6— 4a)*).  (7) 

Beselchnen  wir  die  Seitenilingen  ACi  und  BCi  beziehungsweise 
durch  X  und  y^  so  ist  bekannten  planimetrischen  Sätzen  zufolge: 

^^  4-  a^  —  «2 
Ä«==ar«— *«  und   6=—^?^^ SL  . 

Indem  man  diese  Werthe  in  (7)  einsetzt  und  dann  gehörig  redu- 
cirty  gelangt  man  zur  Gleichung: 

«*  —  2*«  (x^  +  ^3)  =  —  (.^  a — y*)*. 

IjOst  man  diese  Gleichung  nach  s^  auf,  so  ergibt  sich: 

,«  =  a:*+2ar,v  +  y«  =  (ar  +  y)«,   folglich:    s=zx  +  y. 

Die  Summe  der  beiden  Dreiecksseiten  ACi  und  ^Q  bat  also 
io  Folge  unserer  Construction  die  vorgeschriebene  Grosse  s  in 
der  That  erhalten. 


8H  M^cMistL, 

So  dargestellt,  frimnit  sieh  üe  Sache  lieariich  twwkhelt  hmI 
konetstSekattil^  auSp  ond  doch  ist  der  Gedaakengaiig,  wekiber 
diese  Losung  an  die  Hand  gah,  höchst  einfach  and  einieoehtend» 
Nachdem  nSmIich  die  swei  Eckpnnkle  A  ond  B  des  Dreiecks  der 
Bedingung  AB  =  a  gemäss  hergestellt  sind ,  handelt  es  sich  nv 
noch  um  Getrinnung  des  dritten  Eckpunktes  C  Dieser  ist  an 
xwei  Bedingungen  gebunden: 

1)  von  AB  uro  A  entfernt  sn  sein,  und 

2)  in  Beziehung  auf  die  Punkte  A  und  B  eine  EntfemttBgs* 
summe  =1  so  haben. 

In  Folge  der  ersten  Bedingung  muss  C  einer  der  zwei  Geraden 
angehören,  welche  man  in  der  Entfernung  A  zu  AB  ziehen  Icann; 
in  Folge  der  Bedingung  2)  muss  C  ein  Punkt  vom  Umfang  der- 
jenigen Ellipse  sein,    welche  A  und  B  zu  Brennpunkten  and  s 

zar  grossen,  mithin  STit^ — ja*  zur  halben  kleinen  Axe  hat  Die 
,  an  C  gestellten  Forderungen  erfUlt  somit  jeder  Punkt,  welcker 
dieser  EIRpse  mid  einer  jener  Parallelen  zugleich  angehört.  Us 
fragt  sich  daher  nur:  wie  kann  C  den  aufgestellten  BeAngongen  1 
gemäss  gefunden  werden  ohne  f5rmiiches  Constmiren  einer 
Ellipse?  Die  Eigenschaft  „C  soll  ein  Punkt  der  bezeichneten 
Ellipse  sein'*,  lässt  sich  in  Terschiedenen  Formen  gehen,  s.  B. 
anch  in  folgender: 

Wenn  man  um  O  (Mitte  von  AB)  mit  einem  Halb-  ' 
messer  =^1«  einen  Kreis  beschreibt,  so  ist  C  so  gewiss 
ein  Punkt  derjenigen  Ellipse,  Vielehe  A  und  B  zu  Brenn- 
punkten  und  1  znr  grossen  Axe  hat,  als  die  durch  C 
gehende  und  auf  AB  senkrecht  stehende  Gerade  sich 
zur  halben,  durch   C  gebenden  und   auf  .^^  senkrecht 

stehenden  Kreissehne  verhält,  wie  V  Jj*— Ja^  xu  is. 

Diese  Form  der  Bedingung  2)  Ist  es,  welche,  susammenge» 
halten  mit  der  Bedinis^ung  1),  zu  obiger  Losungsweise  ffihrte. 

Ans  der  Figur  ist  leicht  zu  erkennen,   dass  vier  oder  swel 
(gleichschenkelige)  oder  kein  Dreieck  von  verlangter  Art  erschei*  '\ 
neu  werden ,  je  nachdem  k  kleiner  oder  gleich  oder  grosser  ab 

Vjj*  — Ja«  ist 

V 

Voo    dorn    Heraocgeber.  . 

Weil,  wenn  man  a  als  constant  betrachtet,  allgemeia 

J  (:r«  +  J«)«^=5«+y*' 


A/*'  c5+Ä*^=7'ifp=*^"^ 


-1  -l 
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cjr=— 


+i*>*"  -   *■+,« 


■Hgeari« 

//*+»    *"  — ■•  /•  Htm 

ist«  M  kt 

Vigkittt  ■>■  dies  mit  dem  Oltifea ,  so  kommt  die  GleidiMa; : 

Idb  gbab«  Bicht,  daas  ■•«  nick  ■UsvcrtflffheB  wird,  w^mm 
ich  Mig»»  das«  dies  Cmob  ist»  imd  dass  Coarnot  des  Grand 
desiaBiM  iia  AUgcaMinea  aad  Wcaeotlicheo  ^mmm  ricbtl^  da- 

tia  gcfimden  hat,   „dass  die  FaDction    7^rz\M    s**^>*cheD    den 

Grioaeii  der  Yerinderiichen,  nämlich  weoo  x  and  y  gleichxeitig 
IUI  werden,  nneadlich  nird««  (m.  s.  Archir.  ThL  XXIL  8.414). 
leh  gehe  nur  vielieicht  ooch  weiter,  als  jener  treffliche  Mathe- 
ouitiker,  indeni  ich  gleich  yoo  Tom  herein  die  Integratioo  swiachea 
den  abigea  Grinsen  ffir  nnsnlissig  erklire.  Aoalysiren  wir 
LR  etnaMl  das  Int^ral 


etwas  Bäher.    IHaii  «agt,  allgemein  l»t  f&r  ein  coiistiBtet  s 


f, 


«^  =  — ^ 


/ 


und  dies  Ist  io  der  That  so  lange  aach  gans  richtig,  so  lange  i 
nicht  Tersch windet.  Wenn  man  aber  jt  =  0  setit,  so  ist  fO^ 
stshendes  Integral  eigentlich  das  folgende: 

also  nach  der  obigen  Formel: 


-r^=..r^=-. 


-1  —1 

Hierans  sieht  man  aber  schon ,  dass  es  gans  unzolSssig  isL  x=l 

zu  setzen,    weil  -    zwischen  den  GrSnzen  — 1  und  4-1  nnendlick 

wird  9  also  die  in  der  höheren  Analysis  überall  nnverbrOchlidi 
fest  zu  haltende  Bedingung  der  Stetigkeit  nicht  mehr  erfinllt  ist 
Wenn  man  nun  aber  die  zweite  lot^ration 

—1        —I  —1 

aosföhrt,  so  lässt  man  ja  eben  x  zwischen  den  Gränzen  — 1  oikI 
-f-l  auch  verschwinden,  und  tbut  also  etwas,  was  sich  gleid 
von  vorn  herein  als  unzulässig  erwiesen  hat;  und  kommt  dam 
zuletzt  Unsinn  heraus,  so  hat  man  sich  darob  gar  nicht  zu  ver* 
wundem.  Was  ich  hier  gesagt  habe,  will  im  Wesentlichen  ancb 
Cournot  sagen,  und  ich  wenigstens  glaube,  dass  er  vollkon- 

men  Recht  hat.  Man  entwickele  doch  /  -^  =  /  y^Sy  aach 
einmal  auf  gewuhnliche  Weise,   so  kommt 

A=-l.   al.o     n'H  =  0.     Vorher  kam    H' %^-l 

Also  nichts  als  Widersprüche!  und  wer  also  das  Gesetz  der  Stv- 
tigkeit  jemals  verletzt,  begeht,  im  Allgemeinen  wenlgsteoi, 
immer  Unsinn,  hat  wenigstens  immer  Zweifel  in  die  erhalteoai 
Resultate  zu  setzen  und  dieselben  einer  besonderen  Untersuchong 
zu  unterwerfen.     Sapienti  sat!  G. 


Mnar:  &U»icki.  der  taniügi.  Eigemch,  eini§.$Ui.FuneiiOMn.  960 


Entwickluiig  der  yorzuglichsten  Eigenschaften  einiger  m^t 
den  goniometrischen  zunächst  verwandten  Fanctioneii. 


Von 

Herrn  Professor  Knar 

in  Grate. 


§    I, 

Es  ist  längst  als  Thatsache  anerkannt,  dass  diejenigen  Rech« 
nongsoperationen 9  welche  sich  auf  dem  gewuhniichen,  vom  ein- 
facheren   znni    mehr  zusammengesetzten    fortschreitenden,    Ent- 
wfeklnngsgange  der  Arithmetik  ergeben,  ffir  das  Bedürfiiiss  der 
Mathematik  In  Ihrer  gegenwärtigen  Aasdehnung  nicht  als  genCigend 
betrachtet  werden  kCnnen.     Dadurch  hat  sich  von  Zelt  zu  Zeit 
die  Nothwendigkeit  herausgestellt,  noch  andere  Functions forroeA 
als  seihständig  in  die  Wissenschaft  aufzunehmen,  deren   Unent- 
behrlichkeit  oder  wenigstens  NCitzlichkeit  in  wirklich  vorgekommen 
nm  Fällen  durch  die  Erfahrung   gelehrt  wurde.     Hiebet   ist  cfs 
Meht  begreiflich,  dass  man  nicht  immer  gleich  anfangs  Im  Stande 
whr,  den  ganzen  Dmfang  der  Anwendbarkeit  solcher  neuer  Func- 
tionen zu  überschauen,  da  dieselben  bei  der  speclejlen  Teranlas- 
•nng  ihrer  Einfährung    nicht  sogleich    in   ihrer   einfachsten   und 
l4lgemeinsten  Gestalt  auftraten,  und  man  zuweilen  auch  erst  später 
die  Art  ihres  Zusammenhanges  mit  anderen   bereits  vorher  be* 
kttiinlMi  FMctionetf  einsah;  ^um  ihnen  demgemäss  ihren  gebahreii- 
den  systematischen  Platz  in  der  Wissenschaft  an^efseii  zu  ktinnet^ 
der  häufig  ein  ganz  anderer  ist,  als  er  sich  bei  der  historischen 
Entwicklung  ergeben  hat 

Tlieü  XXVII.  *  *|& 
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Vorzüglich   liiuglicb   zur    gemeinschaftlichen     Ahieituog  ne 
nolhnendiger    oder    doch    sehr   nützlicher    Formen    zeigt    sich  Aj« 
sogenannte  Expnnentialreihe    lür  e^ ,  weil    sich  aus   ihr    mehrere 
der  wichtigsten   Functionen    leicht  und    ungezivungen    hilden  iini^ 
auf  solche  Art  unter  einander  in  Verbindung  liringen  lassen,  dert^ 
erstes    Erscheinen   in    der   Wisseaschalt   auf   ganz   verscfaiedeoa 
Wegen    la    der   Wirklichkeil    erfolgte.     Hicher    gehurt 
Function 

aus  ivelcher  die  Bernoulli'sehen  Zahlen  mit  ihren  mannigfalligetf 
Anwendungen  bei  den  gonionietriachen  Functionen  und  der  San- 
mirung  verschiedener  Reihen  enti^ringen ;  hieber  kann  ferner  dr 
Soldner'sche  lutegrallogarithraue  gerechnat  nerden;  eben*] 
die  schon  von  Lambert  empfohlenen,  dann  von  GudermsBI 
neuerdings  vorgeschlagenen  hyperbolischen  Functionen,  die  freiliel 
die  allgemeine  Anerkennung  als  selbständige  Function 
noch  nicht  zu  erringen  vermochten,  ungeachtet  ihre  INiitzlichbeCt 
in  vielen  Fällen  nicht  geläugnet  werden  kann ;  endlich  müstn 
faieher  vorzugsweise  die  goniomelrischen  Functionen  gezählt  we^ 
den,  deren  Benennung  schon  hinlänglich  zeigt,  zu  welchem  spe- 
ciellen  ßedarfe  sie  zuerst  aufgefunden  und  angewendet  wurdeo, 
deren  wirkliche  Cnentbehrlichkeit  in  allen  Zweigen  der  Mathematik 
es  jedoch  ganz  unerlässlich  macht,  sie  nicht  bloss  aU  geometrUche, 
sondern  als  allgemeine  analytische  Functionsformen  zu  betraclitei 
und  dieser  Auschauungs weise  gemäss  zu  bebandeln. 

Es  ist  kein  Grund  vorhanden  zu  der  Vermuthung,  mit  d«* 
eben  aufgezählten  nach  und  nach  zum  V'orschein  gekomniBuai 
Functionen  müsse  die  Anzahl  der  aus  der  Exponeiitialr«ibe  en|* 
springenden  neuen  Formen  als  vollkommen  abgeschlossen  i 
sehen  werden,  vielmehr  wird  man  schwerlich  in  der  Erwartu;^ 
sich  getäuscht  ünden,  dass  an  dieselben  noch  manche  andere  nfit 
liehe  Form,  besonders  zum  Bebufe  der  Integraltecbnung,  sit 
gLHsqhliessen  dürfte,  welche  aus  der  nähniMchen  Quelle  abgeloilal 
werden  kann  und  zugleich  eine  hinlängliche  Menge  eigenthfin 
lieber  ihr  zugehiirigen  EigenscbaAen  besitzt,  um  eine  abgesondwKr 
Behandlung  als  selbständige  Function  nothwendig  zu 
Bereits  vor  längerer  Zeit  bat  Louis  Olivier  im  2.  Band«  vH 
C.relle'ü  Journal  f.  r.  u.  a.  Mathematik  gezeigt,  das«  dit 
Summen  aller  ohne  ^nde  fortlaufenden  Reihen,  dia  a»tß  dettiJb 
((^^«ineo  tiiiede  , ,, 

„J^iri     '■dl     .-.  I     .!■.    .     V     ■.tP"f.»     -    ■  ■    .■ 

1.2.3....(ni-f-mJ>  I  .  . 
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Brr  =  0,  1«  2,  3,  a.  s.  f.  entspringen,   mögen  die  Glieder  durch- 
^bung  mit  gleichen  oder  mit  abwechselnden  Zeichen  genommen 
werden,  bei  allen  ganzen  und  additiven  Werthen  von  n  und  m  durch 
uponentialgrOssen  ausgedrfickt  werden  können ,  und  diese  Aus- 
Mcke,  als  selbständige  Functionen   betrachtet«  ähnliche  Eigen- 
•ekften  besitzen,  wie   die  Sinus  und  Cosinus,  die  freilich  eben- 
Ub  zu  denselben   gehören.     Ol  i  vi  er  hat  dabei  vorzüglich   den 
Fall  vor  Augen  gehabt,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  und  als  Beispiel 
iDsbesondere  n=:3   angenommen.      Neuerlich    bat  Hellwig    im 
21.BaDde  von  Grunert*s  Archiv  ffir  Mathematik  und  Phy- 
sik diesen   Gegenstand    einer  allgemein    gehaltenen   Betrachtung 
nterzogen,  sich  aber  als  besondere  Beispiele    ebenfalls  auf  die 
beideo  Fälle  n=i2  und   n=3   beschränkt.     Allein    nicht    diese 
illgemeinen  Ableitungen,  sondern  nur  eine  genaue  Untersuchung 
der  einzelnen  Fälle  vermag  zu  zeigen,  ob  die  dabei  sich  erge. 
knden  Functionen  irgend   einen  wirklichen  Nutzen  zu  gewähren 
!■  Stande  sind   und   ob  sie  zugleich  eine  so  scnarf  aussgeprägte 
Bgenthjimlichkeit  besitzen ,  um  ihre  EinHlhrung  als  selbständige 
Fandionen  dadurch   zu  rechtfertigen.     Bei    der  Vornahme   einer 
•eichen  Untersuchung  drängt  sich  der  Fall  n  =  4  zuerst  auf,  weil 
Anbar  die  aus  dieser  Annahme  entstehenden  Functionen,  be- 
Moders  wenn  die  Glieder  der  Reiben  mit  abwechselnden  Zei- 
dm  genommen   werden,    die   nächste  Verwandtschaft    mit    den 
Seeiometrischen  haben  müssen,  da  sie  aus  diesen  letzteren  gerade 
M  entspringend  gedacht  werden  können,    wie  eben  diese  aus  der 
Elponential reihe  hervorgehen.    Ich  habe  mir   desshalb  im  Nach- 
■tcbeoden  die  Aufgabe  zur  I^ösung  vorgelegt,  die  eben   ange- 
'cotete    besondere     Art     der     Functionen    genauer    zu 
litersuchen,    ihre    vorzQglichsten     Eigenschaften     zu 
citwickelh  und  die  ungemein  grosse  Mannigfaltigkeit 
vidElgenthflmlichkeit  derselben  nachzuweisen.    Hiebet 
mI  auf  die  allgemeinen  von  Olivier  und  Hellwig  angewendet 
Im  Hefleitungen  tveiter  keine  Rücksicht  genommen  werden,  son- 
kn  nur  die  flberall  klar  hervortretende   Analogie   mit  den  gonio- 
WMscben  'Functionen  gleichsam  als  Leitfaden  dienen.     Vielleicht 
HiAngt  es  mir  auf  soTche  Art  die  Aufmerksamkeit  anderer  Mathe- 
Mikverstflndlgen  auf  diesen  Gegenstand  zu  lenken,  die  dann  ohne 
Zweifel  im  Stande  sein  werden,  durch  tieferes  Eingehen  in  manche 
Uer  nur  kurz  berührte  oder  ganz  mit  Stillschweigen  übergangene 
Dstersnchung  noch  andere  mehr  verborgene  Eigenschaften  dieser 
FiDctiooen  zu  entdecken,  und  dadurch  zugleich  den  Umfang  ihrer 
AaweAdbMrkelt  ifMrekht'tiicht  unbeträcbtlicii  zu' erweitem.    ^ 


25' 
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§.2. 

Betrachiteii  wir  die  SummeD  der  vier  nachstehendeb  ohoe  Em 
fortlaufende^  Reiheu,  deren  Glieder  zu  einfachen  Bildungsgesetz« 
folgen^  um  dieselben  durch  Beifügung  der  »ogienannten  allgem 
nen  Glieder  noch  mehr  hervorheben  zu  uiiissen,  als  selbständk 
Functionen  von  w^  deren  Eigenschaften  und  Zusammenhang  k 
anderen  bereits  bekannten  Functionen  erst  nachgewiesen  werfl 
sollen,  und  bezeichnen  dieselben  durch  q>x,  iXy  f^x,  ^  der^ 
stalle  dass 

yjr  — J  -^j  +ä""l2l +!«""••••' 
**-2~6l  ■*"10!~14l+ 18!~ 

■  i  .  .  . 

jr»      x^      x^^      ar"      x^^ 

sein  soll.  Die  Functionszeichen  <p,  %,  i|;,  |  werden  hier  niemali 
in  eitler  anderen,  als  der  eben  festgesetzten  Bedeutung  gebrauch 
werden,  desshalb  reichen  sie  vollkommen  hin  zur  Unterscheidune 
dieser  Functionen  sowohl  unter  einander,  als  auch  von  allen  an« 
deren,  ohne  dass  es  zu  diesem  Zwecke  der  Einffihrung  besonderei 
Namen  ffir  dieselben  bedarf.  Nur  in  dem  Falle,  wenn  man  die  viei 
obigen  Functionen  zusammengenommen  zu  bezeichnen  wünscht 
dfirfte  es  der  Kurze  und  Deutlichkeit  des  Ausdruckes  wegen  an 
genaessen  erscheinen,  sie  mit  einer  eigenen  gemeinschaftliche! 
Benennung  zu  belegen.  Ich  schlage  hiezu  für  dieselben  den  Na 
men^  „hypercyciische  Functionen"  vor,  dessen  ich  micl 
künftighin  stets  bedienen  werde.  Ich  muss  jedoch  ausdröcklicl 
bemerken,  dass  durch  diese  Benennung  durchaus  keine  Verbin« 
düng  jener  Functionen  mit  dem  Kreise,  sondern  nur  ihre  Ver 
wandtschaft  mit  den  goniometriscben  oder  cyciischen  Functionei 
angedeutet  werden  soll. 


5.  3. 

EinigA  .Eigensobaflteo  :der  hypercyciiscb^ii  Fuoctionen  ergebei 
sich  aus  der  Beschaffenheit  der  Glieder  in  den  Reihen  des  §.  2 
durch  so  höchst  einfache  Betrachtungen,  dass  es  ganz  Qberflüsaig 
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fdnwflrde»  sie  erst  nmständlicb  ableiten  und  begrfinden  so  wolleu. 
Dieie  Eigenschaften  sollen  daher  hier  nur  kurz  angefahrt  werden. 
Sie  bestehen  In  folgenden: 

1.  Für  a?  =  o  ist  9«  =  ^  380  =  0»  ^  =  0»  60  =  0- 
1  Femer  findet  man 

9(-j?)=ya:,  x(-«)  =— xar,  ^(-ar)=^ar,   £(— a:)  =  — fer 

■nd 

wo  i  das  bekannte  Zeichen  für  V — 1  ist. 

3.  Die  Reihen  des  §.  2.  sind  flir  jeden  beliebigen  wie  Im- 
mer grossen  Werth  von  x  convergent  und  ^her  die 
hypercyclischen  Functionen  l>eständig  stetig»  so  dass 
eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  bei  ihnen  niemals  Statt 
findet.  Diese  gilt  nicht  bloss  fQr  reelle»  sondern  auch  für 
beliebige  imaginäre  oder  complexe  Werthe  yon  :r. 

4.  Die  Convergenz  jener  Reihen  wird  nicht  aufgehoben,  wenn 
man  sämmtliche  Glieder  anstatt  der  abwechselnden 
dorchgängig  mit  einerlei  Vorzeichen  behaftet  sich  vor- 
stellt. Es  gelten  daher  hier  alle  Gesetze,  welche  ßir 
Reihen  von  solcher  Beschaffenheit  erwiesen  sind. 

5.  Wird  X  so  angenommen,  dass  in  einer  der  Reihen  des 
§.  2.  irgend  ein  Glied  grösser  ist,  als  das  nächstfolgende 
der  nähmlicben  Reihe,  so  muss  auch  sowohl  in  dieser 
als  in  jeder  der  drei  übrigen  Reihen  jedes  andere  Glied, 
in  welchem  der  Exponent  von  x  grosser  ist  als  in  dem 
zuerst  betrachteten,  gleichfalls  (grösser  sein,  als  das  zu- 
nächst darauf  folgende  Glied  derselben  Reihe. 

0.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  für  jeden  Werth  von  x^ 
für  welchen  das  erste  Glied  in  einer  der  Reiben  des  §.2. 
grösser  ist  als  das  zunächst  daraus  folgende,  auch  das 
dritte  grösser  als  das  vierte  und  so  ferner  jedes 
additive  Glied  der  Reihe  grösser  als  das  nächste  sub. 
tractive,  und  folglich  die  Summe  der  ganzen  Reihe 
oder  die  hypercyclische  Function  noth wendig  additiv  sein 
müsse.  Desshalb  bat  jede  hypercyclische  Function  für 
hinlänglich  kleine  x  stets  einen  additiven  Werth  und  bleibt 
auch  ununterbrochen  additiv  wenigstens  so  lange,  bis  das 
erste  Glied  der  entsprechenden  Reihe  dem  zweiten  gleich 
wird,  folglich  wenigstens 


M. 


IS  M  Un^,  bi«  -'  =  51   •^c   *=  Vl*,=-W0y73- 


■  2-K 


=  v'mi>=MS3»_ 


f^ 


ffSttlai^e,  bis  ^^^    od«  ^^  v'&W^5,38)W— 

wmL 

7,    Die  ReÜMo  des  9.  S.  roDTeT«i»n  für  kleine  Wertbe  vMS 

'"'  «ebr  rasch.    Die  Abnsfame  der  Gliederb«gfatnl  Kbm 

'"  feei  den  ersten  derselben,  »nbald  ;c  die  eben  asgeseke- 

ntn  GränzeD  nicht  übcrstetgl;  für  grT^ssere  Wefth«  Toa  2 

trill  die  Abnabrne  er^t  b«i   späleteo   GTiedem    ein  nad 

«»rar  bei  dest.j  spätere»,  je  mehr  x  zunimmt     Jene  Reiben 

rfnd  daher  nur  dann  zur  bequemen  Berrcfaoane  der  hvper- 

ift  .itHCfc^Üchen  Kuocttoitea  e^mi^att,  treitn  x  die  obigen  Grü- 

.1    xen   nicht  bedeutend  übartrift,    fSr  beträcbllicb   grü«eere 

Werthe  von  x  hingegen  niUseu  andere  Hiitsmittel    aafE^ 

sucht  netden,  am  auch  in  solcbea  Fällen  die  Berecbnan> 

mit  mSglicb&ter  Bc^itemTichkeit  >8sfShreo  u  kSooen. 


>■*■ 

[Ka  WeHfte  der  hypeccycliseb^  FuoetioBMi  Tinnrn  sich  ahae 
8dWi«rigbe1t  dardi  die  Sinns  nnd  Coslnns  {naginlrer  Bo- 
geia  l^iikdrflekeB.      Beaeichnen    wir   as    diesem  Zwecke    darch  u 

eUien  der  4- imagiDfiieD  Werdie,  welche  V  — i  kdbcB  kann,  umi 
zwar,  nm  biebei  «ine  gans  bcstiiiunte  Apnahine  mm  Grnndr  za  U- 
fßa,  setxen'  wir 

1—1-   :     -         ■    ..-. 

Ifei  dieser  Be^eataing  des .  Zeiel|CBS  ^,  welch*  !■  der  Fo%e 
kiitljq^  litilnhallen  weroen  sidl,  ist' ., 

■■■■         ,M,.:       i  ■_fj_i-:-     ■;_         ■■'  -  _|4t- 


LH- 

=  V2- 


«.•■  =  1,     r*+*'  =  «b-. 
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iro  m  und  ft  beliebige  ganze  Zahleo  eeio  IcSnoen.    Ferner  findet 
■ao  Doch 

1       V2      l+f_    . 

SobeHtnirt  man  non  in  den  bekannten  Reibenentwiciciungen  für 
cesx  und  sin^r  sowohl  xw  als  auch  am  anstatt  x,  so  wird  man 
Biit  gehöriger  Berflcirsichtigung  der  eben  angesetzten  Werthe  der 
Potensen  Ton  w  erhalten: 

iar*     jr*     it^     x^    -  (t)".a:*" 

wD«esstc[ar+3p— ^-Hjy^  +••••+    (2^-1)1    +-J' 

•iD«ial=iwl«— 3p-gj+^    +••     +      (2n--.l)l     +  •J- 

Durch  Addition  und  Subtraction  dieser  beiden  Reibenpaare  fiber- 
Mii^  maii  sieh  Sogleich  von  der  Richtigkeit  foigendef  ÄusdrOcke: 

eomoem^tosxwi 

ipx  = \ — Ä » 


•*■  I  . 


sinorto      sinoriot      wi^wxxw  -\rv>s\nxtoi 

»'=-25-+-2sr= 2 — "^' 

cosdrto— »coej;«!      icosxtot—tconjn» 
1»«= 2i = ' 2 ' 

sin  JTW      sin  artot  ^  losino:«?  +  totsinatgt 


§.  6. 

Den  «beo  gefandeneu  Wertfaen  kann  eine  veränderte^  sn  fer- 
neren Ableitungen  9ngmnein  braucfabaie'  Form  gegeben  werden. 
Denn  es  ist 

X        xi  ,  ,   '    X    ^   xi 

(olgBch 


We^en  eines  späteihin  davoa  %a  nacbendeD  Gebraacbes  «oll 
hier  noch  bemerkt  n'erden ,  dass  darcb  AdditioD  srid  Snbtractioii 
der  beiden  AosdrScke  für  jj;  und  ^  rolgende  Wertbe  zum  Vot- 
Kchein  kommen: 


tx+^=  \^2.Bm~ 


■.  und   jr — $1= — iv3.o 


!-<i 


■v»-"»ä- 


Zuweilen  erweist  es  sieb  als  DStzlich ,  die  hvperevcIischM) 
Fanctionen  durcb  Exponentialausdrücke  darzustellen.  Dieea 
erreicht  man  sogleich,  (renn  nur  in  den  Fonoeln  des  §.  4.  aosUH 
der  goniometriscbea  Fanctionen  die  gl  eich  gel  teil  den  Elxponential- 
grüflseo  eiugefiSfart  werden.     Dadorcb  findet  man: 


ix-^'^t'^^tr^^ie^i^urmi). 


•     ■  ■  5:  t: 

Noch  lassen  sich  die  hypercyclifvhen  auch  durch  die  hyper- 
bolischen Functionen  ausdriicIceD.  Dehn  es  Ist  belcanntlich, 
wenn  die  letzteren  tod  den  gleichDamigen  gonionetirischeD  Fun- 
ctionen durch  den  Gebrauch  der  grossen  Anfangsbuchstaben 
iiDterschieden  werden « 

cosar  =  Cosopt       und       sinj:  =  -*-t8ln:rt/ 
folglich 

cosj^to^Cosanot,  cosjrtot=Cosdrto,  sinortos — tSin:rtot, 

» 

sin  07101= t  Sin  xw. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  §.4.,  so  erhält  man  wat  der  Stelle: 

^x  =:     g(Cos  xw  -\-  Cos  xwi)  9 

iSmxwi  ,  Sinono      toi,^.  li,*         ^ 

X*  = gJJ —  +  --2i^  =  2"(Sinani-p|Siojwt]f, 

t|>o?=:     isiCoaxfo-^Coaxun),  ... 

.  S\uxwi  ,  iSinarto  w     ■        .     ^  ^  . 


5.  8. 

Die  in  den  vorstehenden  Paragraphen '  aogeRihrten  Formeln 
seigen,  dass  die  hypercyclischen  Functionen  weder  durch  gonio- 
metriscbe  noch  durch  hyperbolische  oder  Exponentialgrossen  in 
reeller  Form  sich  darstellen  lassen,  sondern  durch  jede  dieser 
Arten  von  Functionen  nur  in  imaginärer  Gestalt  ausgedrückt 
werden  kSnoen,  dbgleieh  aus-  §.3.  bekannt  Ut»  dassr  dieeisteren 
Dir  jeden '  beliebigen  reellen  Werth  von  x  selbst.  reeHiS€fio 
initissen.  Diese  berechtigt  zu  dem  Schlüsse^  das«  die  hyfütcydi- 
•cben  Fdnctioo'en  wirklich  eigenthümlicke»  von  allen,  andern 
^tfjgenamvtefD  Arten  von  Functionen  wesentlich  verschiedene*  nnr 
mit  Ihnen  in  einem  bestimmten  leicht  Erkennbaren. Zusammenhange 


i 


sienenoB  &ai..fonnen  «nd.  E^  darf  jeduch  nidit  anbenerict  blei- 
ben, daes  durch  eine  Verblnduag  der  gaDiametrischeii  nÜ 
dea  hy perboliachen  Fnnctioaen  oder  den  ExponentialgrüSBCo 
die  h^-percyelisdieii  auch  io  reeller  Form  (laf]reätellt  •rerden 
knnnen.  DeDQ  führt  man  in  den  Wertben  des  {.5.  anstatt  der 
äinuB  nad  CosinuE  der  imaginären  Bogen  die  CipoDentiaUusdrficki 
nder  auch  die  byperboliscben   Furtctionen  ein,  so  erhält  mao: 


*^, 


—  :=  COS  -75  ■  Cos  ■ 


,     1  X     ^_,-V» 


wnö-C">;75  + 


^.la  JTJ ■  >-»»yä  1^ yä ■»" yä- ™ ^ , 


J 


Allein  diese  aus  ztrei  verschiedenartigen  Functionen  znsam 
mengesetzten  Furnien  durften  jedenfalls  schwieriger  zu  bebandeln 
sein,  als  die  einfachen  hypercyclischen  Functionen,  so  das»  man 
scbnerlicb  im  all°emeineD  rersucben  nird,  diese  letzteren  auf  die 
anderen  KurÜcItzurühren.  ISnr  in  besonderen  Fällen  kann  auch  die 
.*^<fP..  S^'^BOtk^.  iniinejrlfin  bemerkeneweitbe  Form  gleichfalls  von 
Ä*iw4*IM-i%l-.«  -,. i,„,,-.  „,,:,.,;. 

!.   ■       ■'■ '      ■  t^-   ■■ 

•  Aas  den  Gleicbungen  des  §.  4.  lassen  aich  umgekehrt  <lte 
Wcrlhfl  von  cosxtr,  cosarioi,  siaano,  sin^rwi,  so  wie  aus  ikn 
GIflictrangen  des  §.  6.  die  Wertbe  der  Exponenlialgrüsscfl  «™. 
F-*",  e™f,  «— "',  endlich  aas  §.  7.  Cos^ci«,  Cosfiin,  Sin««, 
^inxtoi  dvTch  die  hypercyclischen  FsBctimen  dwatdAaM.  Idaa 
findet  n&mlieh  aof  diesem  Weg«:     .  i.'.i.  >'i.».t  u, },  f.    ,1   ,  .  .„|   1 
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: w{jx  •{-  i^)  =  —  iSinxwi ,  »luxtoi. 


:  wi{%x — I  Ja:)  =  tSin  j?to 
:  q>x + i^x + u>i%x — loSar , 
:  fpx + ttf;^—  to^Z^ + w  Ja:. 


Sabstttiiirt  man  io  diesen  AuedriQckeii   durchgängig  x  anstatt 
4w  und  folglich  —  =  oirtrt  anstatt  or,  so  kHnnen  hiedurch  die  Werthe» 

TOD  cosjT»  sind?,  cosjrt,  sinj?t«  e'y  6"',  e*^,  e"'*,  CoaXf  Sin^ 
Cof  .Ttj  Sinxi  mittelst  der  hypercyciischen  Functionen  ifpaginärer 
Veränderlichen   dargestellt  werden,   wenn  man  etwa  ein^  solche 
ünCbrniuiig  asu  Irgend  einem  Zwecke  brauchbar  finden  sollte. 

$.  10. 

Die  eben  angegebenen  Werthe  der  EzponentialgrGssen  e*^, 
f'^,  e*^t  er^^  fuhren  mittelst  einer]  ganz  einfachen  Bemerkung 
n  eben  so  leichten  als  wichtigen  Folgerungen.  Diese  Potenzen 
riad  nähnilich  so  beschaffen,  dass  aus  einer  jeden  von  ihnen  die 
Jrai  fibrigen  hergeleitet  werden  können.  Desshalb  mflssen  zwischen 
iknen,  und  folglich,  wenn  man  an  ihre  Stelle  die  obigen  WerÄe 
•eist,  auch  zwischen  den  hypercyciischen  Functionen  nöthwendig 
drei  Gleichungen  vorhanden  sein,  durch  deren  Auflösung, 
wenn  sie  anders  in  einer  allgemein  auflösbaren  Form  sich  er- 
idben,  aus  einer  jeden  solchen  Function  die  drei  anderen  sich  fin- 
dio  lassen  würden. 

■  Man  erhält  diese  CleichuDgen  am  leichtesten  auf  folgende 
Wriee«  Zueist  multiplicirt  man  die  beiden  Werthe  von  e*^.  und 
r^r  dann  auch  jene  von  e*^*  und  e-'w^  zusammen.  Dadurch 
kamnen.  wegen 


Mgende  zwei  Gleichungen  zum  Vorscheine: 

=  q>al^  —  '^x*  —  2i(px .  i/;a:  +  i%x^ — tjo:*  +  2%x  .  ^ , 

\  =  (ipx  +  iflfx)^  —  (u)i%x  —  w^)^ 
=  ^Ä* — ^x^  +  2ig)x .  'ilfx  —  i%x^  + 1  Ja:*  +  2%x .  ^ , 

as  wekheii  teän  durch  Addition  und  Subtraction  sogleich  zwei 
der  gesuchten  Gleichungen  erhält,  nähmlich: 


STB  rmMr: 

lue  drille  »mtk  ■fcfl«ti(i,r  ClöA«»g   etpbt    aäcb 


tat.    Setzt  MH  bierie  aMUtt  r"*  md  e»  ihre  Werllie,  mm>tM 
■na  uf  der  Stelle  die  Clekbme: 

f  IL 
Die  beiileB  erates  m  d>ee  gefnDdenea  Gteichmgea  iwiiefcM 
dea  bypeTcvdieebefi  Fanctiaoeii  habes  sieb,  «ri«  di«ii  siefct.  oUl 
bloae  HI  reeller  Gestalt  ergebea,  scDdem  sie  sind  ancb  alge- 
braisch and  ratigoal,  biogeseii  die  dritte  jener  GieiHiaHgei 
iat  tranecendeat  und  za^leidi  iaagiBir.  Diese  letile  ist  aicki 
altfreneia  auflSsbar.  Dessbalb  kaan  mit  ihrer  tJilfe  aock  dh 
sefaon  rorbin  anj>edeatete  Anf^abe,  aäbmlicb  ans  dem  gegvbeaea 
Wertbe  einer  hv|>err^-ctisdten  Funclinn  die  drei  übrigen  m  be 
rechnen,  aiebt  gelüst  Kerdeo-  Die  beiden  eräten  io  §.  10.  aa%t- 
stelltea  Gleiebangeo  künoeB  daher  aar  daia  dienen,  zwei  von 
jeoen  FnactieDen  zu  bestinmco,  neoo  die  mei  anderen  als  be- 
lianot  aagenoianKn  werden.  Aach  die  ADflüsung  dieser  Au^ab« 
ist  nicbt  obne  Schwierigkeit,  weil  sie  ia  der  Regel  auf  Gleicban- 
gen  des  vierten  Grade«  fuhrt,  deren  Wurzeln  im  allgeioeinn 
wieder  nnr  durch  imaginäre  Zahirormeo  Härtestem  werden  können, 
Nur  ia  den  zwei  Fällen,  wenn  entweder  tpx  und  ^x  oder  ;[j;  und 
4z  als  gegeben  aneenommeo  weiden,  lässl  sich  die  Auflüsung  det 
beiden  obif^n  dorcb  blosse  Glocbun^en  des  zweiten  Grades  be- 
werkstcIlieeD.  Diese  beiden  FäHe  »ind  e«  daher  allein,  auftvelcbt 
ich  mith  hier  beschrSaken  will.  Belraehtet  man  zoerst  jx  und  ^ 
als  gegeben,  so  trird  man  aus  jenen  Gleichungen  finden: 

^  =  ^*'[V{a-2j;jr.|^)«+(pr«-^«)-l  +  9x«.&r]; 

sobald   hingegen   <px  und    ^x   als  bekannt  angenommen    werdtn, 
erhfill  man  daran» : 

V2 

«af  =  V^  [V  {(1  —  va:»  +  *a*)"  +  49?  JT» .  i(.ar«)  -  29« .  *i] . 
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Diese  Wertbe  lassen  sich  noch  in  andere  Formen  bringen, 
^reiche  swar  mehr  verwickelt  sind»  als  die  vorstehenden,  die  ai>er 
dennoch  in  manchen  Fällen  von  Mutzen  sein  kOnnen.  Solche  ver- 
ftnderte  Formen  findet  man  dadurch,  indem  man  entweder 

■  t 

q>x-^^x  =  y        und        tfuc^^tx^szi 

oder  noch 

ipc  •\- ^  z=z  ^       und        X*— |;r  =  2 

setit;  dann  aus  den  Gleichungen  des  $.  10.  die  Werthe  von  y  und 
%  bestimmt  und  aus  diesen  entweder  q>x  und  ipx  oder  %x  und  |jr 
ableitet.  Die  Resultate  dieser  Rechnung,  die  zu  einfach  Ist,  um 
eine  umstSndlicbe  Auseinandersetzung  zu  erfordern,  sind  im  er- 
sten Falle: 

-W  [V  (0  -2x^.  4*)«  +  (xx^^  fcr«)«)  -rP^i-iflfll ; 

nnd  im  zweiten  Falle: 

•  ■  '  .  * 

jar  =      i  V  [V  ((1  —  tpx^  +  ^a:«)«  +  ifpx'^.^x'^  + 1 — q»ar«+t{>ar*J 
"  +  JV  [V  ((1  — 9>ar«  +  ^a:«)«+  49a;*.  tf;ar«)  -  1  +  igwr«— if;ar«J, 

6a?  =      iV  [V  ((1  —  9^?*  +  tf;ar«)«  +  Atpx'^.  -^lar«)  +  1  — ^^r«  +  t/;a:«] 
—  iV  [V  ((1  —  9^*  +  i^'a:«)«  +  490:* . -^o:*)  —  1  +  g^ar«  - -^.T«]. 

§.  12. 

Mit  Hilfe  der  eben  aufgestellten  Formeln  kann  die  dritte 
in  S«  10.  gefundene  Gleichung  dergestalt  abgeändert  werden,  dass 
rte  nicht  die  sämmtlichen  hypercyclischen  Functionen  enthalte, 
^Mmdf^m  rior  ztvei  derselben  und  zwar  entweder  tpx  und  ipx  oder 
jfpg  und  Ix.  Es  bedarf  dazu  eigentlich  nichts  w^eiter,  als  in  jenier' 
Gleichung  anstatt  der  zwei  wegzuschaffenden  Functionen  ihre 
Werthe  aus  §.  11.  zu  substituiren.  Allein  die  auf  solche  Art  un- 
l^ltfteliNur'  sieb  Ergebenden  Gleichungen  sind  überaus  compliciri 
'liad\lH»dirfen  sehr  bedeutender  Verkürzungen,  um  auf  den  einfach- 
•lea  'AiMdmck  gebracht  za  werden.  Zur  leichteren  Vornahme. 
fUeser' Vcnfkfinrangen,  «elaen  wirr  


an  Mnmr:   aiwMkm§  äer  9anü§liektien  Bi§ana^m/hm 

and 

V[V((1  -  %F.&r)«  +  Cta:«— {«»)«)— 1  +  2xj:.  6»lilxar 
=V[V((1  -2aF.  6r)«+ö^^£^*)«)  +  l^3xjr.e4r]dl!|:r . 

§.14. 

Diese  Mden  Differeotialgleichungen  sind,  wie  rioe  leidbte 
Untersuchung  zeigt,  nicht  unmittelbar  integrabeL.  Auch 
dürfte  es  schwer  sein,  bei  ihnen  die  Absonderung  der  VerSnder 
liehen  zu  bewirken  oder  einen  integrirenden  Factor  ausfindig  n 
machen.  Da  aber  zwischen  den  hypercyclischen  Functloneo  ^px» 
ifx  und  %x»  iflc  sowohl  diese  Differentialgleichungen  als  auch  gleieh- 
zeitig  die  in  $.  12.  gefundenen  Gleichungen  als  bestehend  ■  crwie*. 
gen  sind,  so  mfissen  diese  letzteren  allerdings  als  Integrale.  d«> 
anderen  betrachtet  werden,  nur  sind  sie,  weil  sie  keine  unbe- 
stimmten Constanten  entlialten,  nicht  die  allgemeinen,  sondern 
nur  besondere  Integrale,  worin  die  Constanten  dergestalt  be- 
stimmt sind,  dass  fiSr  a;=0  zugleich  tpx^^l^  2^  =  0,  ^par=;jO 
und  |2;  =  0  wird.  Wir  sind  daher  aus  dem  Vorhergehenden  be- 
rechtigt zu  schliessen,  sobald  zwischen  zwei  Veränderlichen  jf  und 
z  eine  der  beiden  Differentialgleichungen 

V[V((l-y« +«•)*  + 4y«2«) + 2yi]dfy 

oder  auch 

Vt  V((l-2yi)«  +  (2^«-z«)«)- 1  +2yz]rfy 

als  bestehend  gegeben  sein  sollte,  müssen  hiezu  beziehungsweise 
die  Gleichungen 


oder 

loiy— frz+V(l  — 2yz+t^«-t2«)  =  (iry-Hrix  + V(l~.2yt— iy«+t»*))' 

als  besondere  Integrale  gehören,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
in  der  ersten  gleichzeitig  y  =  1  und  3  =  0,  in  der  andern  hinge- 
gen ^  n=  0  und  z  =  Q  ^ei. 

^r     Till  •       .  '    .. '."!•.    ?•*■•  «  ,,.,        .,  .    .       ..j... 

Auf  den  ersten  Anblick  scheint  durch  diese  Kenntnis«  eigentlidi 
nichts  gewonnen  zu  sein ,  da  die  aufgestellten  beiden  beson- 
deren Integralgleichungen  wegen  ihrer  transcendenten  und  Imagi- 
nären Forai  eine  directe  AnfUtonng  nicht  aulassen  und  daher  keine 
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der  wrm\  Verftnderlichen  aus  dem  gegebenen  Werthe  der  anderen 
durch  diese  Gleichungen  unmittelbar  berechnet  werden  kann«    In- 
dem wb  äb^  nnnmehr  wissen,  dass  das  Verhalten  der  zwei  Ver- 
iBderlicben  y  und  z  in  dem  ersten  Gleichungspaare  dasselbe  sei« 
wie  der  beiden  hypercyclischen    Functionen  q)x  und  i\>x,  in  dem 
anderen   hingegen  wie  %x  und  l^x,  so  kann  dieser  Umstand  dazu 
benStzt  werden«  um  wenigsten»  auf  i  ndirectero  Wege    die  Auf- 
Itsvng  der  obigen  Gleichungen  zu  erhalten.    Denn  niranit  man  die 
gegebene  Veränderliche  y  oder  2  als  Werth  der  entsprecbendea 
hypercyclischen  Function  an,  nähnilich  in  der  ersten  Differential- 
gMchnng  y  fSr  tpx  und  z  für  t/;^:,  in  der  zweiten    Gleichung 
aber  jf  für  }^  und  z  für  ^;  so  fä^st  sich  daraus,  wie  diess  spä- 
terhlD   ansfilbrlich   gezeigt   werden    wird,   zuerst    der    zugehörige 
Werlh  ron  x  tmd  hieraus  ferner  auch  die  andere   hypereyclische 
FoncficilD  als  Werth   der   zweiten  Veränderlichen  bestimmen,  wo- 
chnrdi  eben  die  Auflösung  der  Gleichung  bewerkstelliget  erschcinw. 


§.  15. 

.  Die  beiden  in  §•  13.  gefundenen  Differentialgleichungen  können 
taneh  Moitipltcation  mit  schicklichen  Factoren  auf  andere  zuweilen 
Binder  znsani mengesetzte  Formen  gebracht  werden.  So 
s.  B.  erhalt  man  daraus,  indem  man  die  erste  mit 

Vt  V((l  —  9^*  +  '*^*)*  +  4(^0:* .  t-^)  —  29a: .  t/;a?] , 
die  zweite  hingegen  mit 

V[V((1  -^%x .  g^)«  +  (h^-  Io;«)«)  - 1  +  'hx .  |:j  ] 

eraltiplleirt,  die  beiden  nenen  weit  einfacheren  Diffe:  entialglei- 
ebeugon 

(l  —  q>x^  -f  t\fx^)dq>x 
•  ia: — [V((l  —  ^*  +  tf^«*)*  +  4^^ .  i\>x'^) — ^q>x .  tifx]d^x 

und 

.Es  ^it  jedoch  sichtbar,  dass  durch  diese  Umwandlungen  die 
iHBet  Vorbanden'  gewesene  gleichfurmige  Anordnung  der  Verän- 
derlichen in  beiden  Theilen  der  Gleichungen  verloren  gegangen 
ist,  ebne  dass  lo  Bezug  auf  leichtere  Ausführung  der  Integration 
irgend  etwas  Wesentliches  gewonnen  wurde.  Zugleich  darf  nicht 
MAsieeMnpvteBdefi:«  dass  durch  solche  Multiplicationen  zuweilen 
partlenlire  Auflösungen  in  die  Differentialgleichungen  gebra« 

Tk«u  xxvn.  %^ 
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werden  können«  welche  denselben  in  ihrer  früheren  Form  nicht, 
zukommen.  Das  vorstehende  Beispiel  zeigt  diess  ganz  deatiich,^ 
indem  den  beiden  hier  zuletzt  gefundenen  DtfferentialgleiebiiBgeit: 
die  particulären  Auflösungen 

1— 9)a?a  +  ta:*=0        und        x^*— f^  =  ® 

beziehungsweise  Genfige  leisten ,  ohne  dass  dieselben  den  61^» 
ebangen  des  %,  13.  entsprechen. 


§.  16. 

Indem  man  die  in  §.  13.  aufgestellten  Werthe  der 
quotienten  aller  hypercyclischen  Functionen  wiederholt  differeoäirt^ 
•rbält  man 

iPya? ißa:  d*q>x^    drffx d^q>x_    d%x^^ 

dx^—'^äx'^'^^'    'dx^-'^dF'^'"^^*    €ia:*-"^di~""^V 

d^x d^x_    ^        ^X^_    cZgar d^a?_   ,dipx 

da^-^     dx  — «^'     dx^ -"" dx  -- ^^'  Ix^-^^  dx  -" 

d^x^^    d%x d^x_    dq>x^  d^x^    djx 

"SP"—     cte—    ^^'    dte»~     'dF"^^^'  'd^^^ dx—"'*'* 

d^jx  _    dijfx d^x__     d%x d^jx  _    dipx^         . 

dx*^     dx-^    ^''     dx^-^     dx—    "^^^  dx^-^     da?—"""^' 

Hieraus  ist  ersichtlich ,  dass  jede  der  vier  hypercyclischea 
Functionen  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  ihr  vierter  Differential- 
quotient  wieder  der  ursprfinglichen  Function,  jedoch  mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen,  gleich  ist,  oder  mit  anderen  Worteo» 
jede  von  ihnen  ist  eine  Auflosung  der  linearen  Differentialglei-* 
ehnng  des  vierten  Grades 

I 

^  =  — 3f       oder        d^^yda^z=zQ. 

Dlpmoach  besteht  das  allgemeine  Integral  dieser  DiSerwitial« 
gleicbung  in: 

wenn  durch  Q>  C«,  C^,  C4  vier  willkfirlicbe  CooetaBtfn  baeklH 
n#t  werden.  ; 
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§.17. 

Den  vorhergehend  angeführten  huberen    Differentialquotienten 
dHhj-percycltschen  Functionen  liegt  die  Voraussetzung  zum  Grunde, 
<lu9  dabei  x  als  ahsolut  veränderlich   und  tpx,  yx,  ipx,  ix  als 
daran   abhängig  betrachtet    worden   ist.     Es   kiinnte  jedoch    in 
DBiicbea  Fällen  erwiinscht  eeiu,  jene  Gleichungen  dergcätnlt  ab- 
olndern,    dass    darin    eine    der   hypercycüschen    Functionen    als 
ursptünglich  veränderlich  und  x  als  Function  derselben  angesehen 
werde.     Diese  Umänderung  kann  ohne  Schivierigkeit  entweder  mit 
ilüfe  der  allgemeinen    zu    diesem  ZiFecke  in  der  Differentialrecb- 
QDng  aufgestellten  Kegeln  oder  auch  dadurch  bewerkstelliget  wer- 
den, indem  man  einen  jeden  der  im  Anfange  des  §.  13.  gefundenen 
Kfereotialquotientcn  noch  ferner  drei  Mal  unter  der  Voraussetzung 
differeoliirt,  dass  die  zuerst  differcnliirte   hypcrcycliscbe  Function 
absolut  veränderlich   sei,   und    dann   in    der  letzten  so   erhaltenen 
Gleichung    die    aus    den     früheren    Gleichungen     hergenommenen 
Werihe    der  anderen  hypercyclischen  Functionen    an  ihrer  Stelle 
enbsliluirt.     Auf  jede  dieser  beiden  Arten  kommt  für  die  Function 
(px  folgende  Differentialgleichung  zum  Vorschein; 

(fl*x.dx^—lO(Px.(t^x.dx^\5(iPx)').dipx—<px.dx^  =  i}. 

Für  die  drei  anderen  hypercyclischen  Functionen  ergehen  sich 
eben  solche  Differentialgleichungen,  die  aus  der  angeführten  durch 
blosse  Vertauschung  des  Function^zelchens  gn  mit  einem  der  übri- 
gen 2>  V  o*!^'  £  entstehen. 


ä-18- 

Da  wir  in  §.  13.  gesehen  haben,  dass  die  Differenlialquotien- 
ten  der  hypercyclischen  Funclionen  selbst  »i  ieder  solche  Functionen 
siml,  so  müssen  durch  Umkehrung  jener  Formeln  auch  die  Inte- 
grale derselben  ehenliills  dergleichen  Functionen  sein,  und  es  ist 
zugleich  einleuchtend,  dass  sich  auf  diese  Grundintegrale  andere 
niebr  zusammengesetzte  auf  sehr  mannigfaltige  Weise  werden  zu- 
rückführen lassen.  Die  Anzahl  solcher  Integrale  ist  zu  gross  oder 
dgentlich  unbeschränkt,  als  dass  versucht  oder  erwartet  werden 
kSnnte,  eine  vollständige  Aufzählung  derselben  hier  vorzunehmen, 
sie  wflrde  auch  erst  spiEter  miiglich  sein,  nachdem  wir  in  der  Un- 
iersnchung  der  Eigenscbalten  der  hypercyclischen  Funclionen 
«eifer  fortgeschritten  sein  werden.  Desshalb  will  ich  gegenwartig 
nige  der  einfachsten  hieher  gehörigen  Integrale  als  Beispiele 
anfiihren   nnd    auch    in   der    Folge  {löchstens  durch  kurze  Andeu- 
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tuiigen   auf  ein«    Erireitemiig  dieser   Formeln    hiuweisen.    Es 
nähmlich: 

f^xdj:  =  —q>x  +  C,    fipx^dx  =  ^  +  i?>a: .  ix  +  \-H>x.lx-\^C, 
f<px.%xdx-=\x^^\f^>  fipx.t^'xdx^i  J^ic+C,  fyx.^xdx^^—ifg^^C, 

fxx^dx^  iXX.\lix  —  iq>x.Sx+  C,    f%x .'>^xdxz=\'^x* \C, 
i%x .^xdx^=-:  —  l-^lx ^  C ,\  f^'x''dx^—2^\iiix.tx  +  \'px.ix\t, 
f-\;ix.Sxdx='Jx'+C,    ftx''dx  =  lx.c.il;x  —  lq'X.lx  +  V, 

Hiebe!  muss  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Richtigkeit  mA 
rerer  der  an^efiilirlen  Integrale  ztrar  erst  aus  dem  sogleich  Nach- 
folgenden mit  Leichliglteit  und  uniiiittelhar  eirh  erkennen  lassei 
wird,  aber  auch  mit  Hilfe  der  io  §.  4.  oder  §.  6.  enthaltenen  Werlh 
ohne  besondere  Schirierigiieit  nachgewiesen  werden  kann. 


Bei  den  bisher  erwiesenen  Eigeiiscbaflen  der  hypercydiscb« 
Fanctionen  ist  die  Veränderliche  ,r  durchgängig  als  mit  JM 
nähmlichen  Werthe  behaftet  angenommen  worden.  Wir  mCss* 
nunmehr  zur  Vergleichung  jener  Functionen  fi7r  i'erschiet)en>' 
jedoch  unter  einander  in  einem  bestimmten  Ziisaiuiuen hange  sÖ 
hende,  Werfhe  der  Veränderlichen  schreiten.  Die  hauptsSdiRdh 
sten  zu  diesem  Behufe  dienlichen  Formeln  findet  man  ganx  leicK 
indem  man  in  den  Ausdrücken  des  §.4.  oder  §.6,  y  anstatt! 
setzt  und  dann  die  hiedurch  zum  Vorscheine  kommenden  Werth 
mit  den  früheren  einzeln  multiplicirt.  Auf  diese  Weise  wird  nH 
eich  ron  der  Richtigkeit  folgender  deichungen  überzeugen: 

V(x+3/)+<p(x-i/)  =  ^ipx.qiy  —  il>x.iijg). 
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I 

{.  20. 

hdem  man  die  vier  ersten  mit  den  vier  letzten  vorstehenden 
GteichangeD  paarweise  addirt  und  subtrahirt,  ergeben  sieb  daraus 
Mgende  Wertbe  : 

Diese  Ausdrücke,  wenngleich  oie  etwas  mehr  zusammenge- 
i0iit  sind,  besitzen  dennoch  eine  augeniallige  Analogie  mit  den 
fümeln,  durch  welche  die  Sinus  und  Cosinus  der  Summe  und. 
Ist  Unterschiedes  zweier  Bogen  dargestellt  stu  werden  pflegen. 
fbUich  sind  auch  die  ersteren  eben  so  hier,  wie  die  letzteren 
I  4er  Goniometrie  eine  ungemein  reichhaltige  Quelle  der  mannig. 
Masten  Folgerangeiif  so  dass  beinahe  die  ganze  Theorie  der 
fpMt^yclischen  Functionen  aus  ihnen  hergeleitet  werden  kann. 
li'Wiehtigst^tl  dieser  Folgerungen  sollen  nun  etwas  näher  be- 
lebtet werden«  um  daraus  die  eigenthümlichö  Beschaffenheit 
MT  Functiohen  vollständiger  beurtheilen  zu  können,  als  diess  aus 
■  Mher  erwiesenen  Eigenschaften  möglich  ist. 


§.21. 

Um  BMldeoi  eiBfacksten  zu  beginnen,  setzen  wir  in  den  vier 
«l#a  Vomelo  dea  §.  M.  y^szx.  Indem  zugleich  bemerkt  werden 
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mnes,  dass  es  ganz  überflüssig  näre,  die  nähmliche  Substitnlim 
auch  in  deo  vier  anderen  Formeiii  vorzunehmen,  vreil  daraus  ent- 
weder die  gleichen  Resultate  tvie  früher  »ich  ergeben,  oder  in»- 
fern  sie  von  diesen  verschieden  ausfallen,  diess  auf  die  Gleichungen 
des  S-  10.  führen  würde,  die  wir  bereits  kennen.  Uurcb  die  U' 
gegehene  Substitution  erhalten  wir  mit  Berücksichtigung  der  eben 
bezeichneten  Gleichungen: 

q)%t:  =  '2((px^  —  ■^x^) — 1=;  l—i-^x-Sx, 

fix  =  2(713;. ;(ar — '^x-tx) , 

^2x:=  4(p:r.if'ar^2(j;3:*— fia:'), 

^ix  ■='i(.^x  .tx -{- IX  ■  ■^x) . 

Durch  diese  Ausdrücke  sind  wir  offenbar  in  den  Stand  gesetiti 
aus  den  bekannten  hypercycli sehen  Functionen  für  irgend  eineii 
Werth  der  Veränderlichen  x  die  Functionen  für  den  zweifache!^ 
Werth  2x  zu  finden. 

§.  2-2. 

Uie  eben  gelüste  Aufgabe  kann  auch  umgekehrt  gestellt  Ol 
demnach  verlangt  werden,    aus  den    gegebenen    bypercyclisct 
Functionen  für  den  zweifachen  Werth  'ix  dieselben  für  den  ^i 
fachen  Werth   :c  zu    berechnen.     Diess  hat   keine  Schwierigba'' 
sobald  die  beiden  Functionen  fp^x  und  ^'2x  als  bekannt  angermoi' 
nien  werden,  denn    man  erhält   durch  die   Auflösung   der  wvba 
gehenden  Gleichungen : 

ipx  =  i  V[V((1  +  >p'^x)^  +  t^^")  +  1  +  ffäar] , 

jtr  =  i  V[  V  C(  I  —  yit)'' +  iC2a;')  + 12«] , 

fl>x  =  iV[V((l  +  <p'ix)^+^2x^)  - 1  -  iplx}, 

Sx  =|v[V((I~g'2j;)'  +  i^2:r»)— if/23:]. 

Es   ist   klar,  dass   diese   Formeln   gebraucht    werden  kSu 

uro   aus    den  gegebenen  Werthen    von  <p;c  and  ifi^r  jene  vod  ; 

Ig»    Va   »nd  £n  zu  finden,  indem  man  darin  x  anstatt  'ixai\ 

folglich    ^  anstatt  x  substituirt. 

Ferner  verdient  es  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  die  k 
erhaltenen   Ausdrücke    eine   ganz   ähnliche   Zerlegung    gestati 
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wie  die  gleiehgettendeo  des  $.11.,  da  wir  hieTon  fai  der  Folge 
keioen  Gebraoch  machen  woiieo.  Ans  demselben  Gmnde  soUen 
aach  die  weiter  möglichen  FiUe»  wenn  n&hmKch  nicht  qf2x  and 
ijßx,  sondern  irgend  ein  anderes  Paar  aas  den  hypercyelischen 
Functionen  von  2x  als  i>ekannt  angenommen  wird ,  gana  mit  Still- 
•chweigen  Obergangen  werden. 

(.23. 

Setzt  man  in  den  Formein  des  §.  19.  darchgängig  yt  anstatt 
ff  und  snbstitairt  dann  anstatt  der  einaeinen  hypercyelischen  Fan- 
dionen  von  jft  ihre  Werthe  aas  §.  3.»  so  kommen  folgende,  filr 
imaginSre  Werthe  der  Veränderlichen  geltende  Gleichangen  lom 
Vorscheine : 

♦(«+ y«) +♦(«— yO  =  2(*«.  9» — V*  •  *y)» 
£(« +yO+ £{«— yO = 2(fcr .  w— z*  •  ty)» 

fix  +  yO— 9>{«— yt)  =  2»(zx.5y — £jr .  xy) , 

x(«  +y«)— %{«— yO  =  2«(^«.£y + 9>«.xy), 
♦(«+yO— *(«— y«)  =  2i(fcr  .fjf  +  x^.aof), 

£(^ +yO— £(*— yO  =  — 2»(9ar.£y— -^ar  .Xy). 

Diese  acht  Gleichangen  enthalten  eben  so,  wie  diess  hei 
den  acht  Gleichangen  des  §.  19.  der  Fall  ist,  die  sftmmtlichen 
16  Prodacte  je  zweier  hypercyclischer  FancÜonen  von  x  and 
von  y,  Desshalb  können  arogekehrt  die  Werthe  der  16  Prodacte 
AQ8  den  bezeichneten  16  Gleichangen  gefunden  werden.  Man 
wird  auf  diese  Art  mit  Weglassang  derjenigen  Prodacte,  welche 
ao8  den  wirklich  angeffihrten  durch  eine  blosse  Verwechselang 
der  Buchstaben  x  und  y  hervorgehen,  erhalten: 

49ar.g)y=  9>(*+y)  +  ^(ar— y)  +  9(^+yO  +  9(a^— yO» 

^9«?-xy  =  x(^+y)---%(*— y)~*x(^+»*')+»3{(*"^yO, 

49x.'#y=tMar+y)  +  t(;(ar— y)— t(;(a:+yi)-^(«  -yt). 
49«.£y=:£(ar+y)— £(a:— y)  +  «(:r+yi)-e(*— yO, 
Axx .  xy =*(ar+y)— if;(a:— y)— ttK^+yi)  +  i*(ar— yt), 

4x».ty=£(^+y)  +  «(«-y)— £(^+yO-f(^-yO* 
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4Sar  .5y  =  —  i/;(a? -\- if)  i- '^{x —y)  ^i^(x  -^yi)  +iXar—yi)- 

Mittelst  dieser  Ausdrücke  iässt  sich  jedes  Product  zweier 
beliebigen  hypercyclischen  Functionen,  und  durch  wiederholte 
Anwendung  derselben  Formeln  auch  ein  Product  von  drei-^oder 
ndcli  mehreren  solchen  Functionen  iii  eine  blosse  S^umnie  oder 
Unterschied  von  eben  dergleichen  Functionen  verwandeln,,  was 
hier  die  nähmlichen  Dienste  zu  leisten  vermag,  wie  die  ähnlichen 
Verwandlungen  der  Producte  mehrerer  Sinus  oder  Cosinus  in 
blosse  Summen  oder  Unterschiede  derselben. 

Um  z.B.  den  Ausdruck  q>mx.'^nx,dx  zu  integriren,  verwandle 
man  das  Product  q>mx.ilmx  mittelst  der  dritten  obigen  Formel, 
indem  man  darin  tnx  anstatt  x  und  nx  anstatt  y  setzt.  Dadurch 
erhält  man: 

q>mx .  i>;nar  =  iil>(m  +  n)x  +  l'il^im  —  n)x  —  l^im  i-ni)x  —  iilf(m — nt)x, 

und  hieraus  vermöge  §.  18.:  ^ 

fq>mx .  tj^nx .  dx 

S(m  -^n)x     f  (i/t  "^n)x g(m  4  ni)x     g  (lii — n{)x      ^ 

i(m+.n)       4(?/» — n)       4(//i-fm)  "^  4(m — «»)    "^     ' 

Dies<^s  Integral  erscheint  allerdings'  theilweise  unter  imagi- 
nätet  Form.  Dasselbe  kann  jedoch  sogleich  in  eine  durchgängig 
reelle  Gei^talt  gebracht  werden,  wenn  man  die  Functionen  f(Y?i-|-nQ;r 
und  5(m — ni)x  vermöge  §.  20.  zerlegt,  anstatt  der  Functionen  der 
einfach  imaginären  Veränderlichen  nxi  ihre  Werthe  aus  §.  3.  setzt 
und  dann  die  Glieder  geborig  abktirzt.  Auf  diese  Art  wird  mati 
finden:  * 

^         ^  i(m'^n)^  •    4(>n  — n) 

m(%mx ,  ^nx — jmx .  q)nx)  f  nitpmx.  inx^tjnnx  7%iia^     '  _. 

■  -     •  .     •'     ■ 

'     §.  24. 

Uut^  den  Producten,  deren  Werthe  in  §.  23.  gefunden  wur- 
den, verdienen   diejenigen   besonders  hervorgelröben  zu   werden. 
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m  «rekim  die  beiden  Fäctoran  einerlei  h^pcrbolitciie  Fon- 
cfioft  MimL  Nimmt  mmn  m  diesen  vier  Producten  y=3X  an,  so 
gehen  dieselben  in  zweite  Pofensen  über  ood  man  erhält: 

g)ar«=i(9'2ar+l  +9(1  +  1)^+9(1  — «»»       *' 
ix^  =  \{i\ßx  —  tif;(l  + 1>  +  tXl  - 1» , 

'^ar*=i(--92a:--l+9)(l +i>  +  9(l--i>). 
far'»  =  J(-  tf;2a:  —  tV(l  +«>  +iXl— «» , 

<Ml«r  «ndi 

ya*  =  i(9>2«  + 1  +  2y  (1  + 1» , 

t(,x»  =  K- 92«  - 1 +2(3P(1  + 1». 
Jä^rsK--^— 2iV(l  +  i», 

well  9(1 — i)a:  =  9(1  + 1)«  und  ^(1— £)^  — — ^f^Cl  +  i)^  wt,  wie 
man  sich  aus  der  Beschaffenheit  der  Reihen  des  §.  2.  oder  auch 
aus  den  im  Anfange  des  §.  23.  enthaltenen  Gleichungen  leicht  ttber- 
zeugt«  wenh  man  in'  der  dritten  und  ffinften  derselben  ^  =  « 
setzt 

Multiplicirt  man  die  eben  gefundenen  Werthe  von  9«*»  j^.^ 
'^^$^9  ix*  nach  der  Ordnun|;  wieder  durch  fpXi  xx^  ^»  i»  nnd 
verwandelt  die  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  sicll 
ergebenden -Producte  vermöge  §.23.  neuerdings  in  Summen  oder 
Unterschiede»  so  werden  dadurch  die  dritten  Potenzen  der  hy* 
per^&yclLichen  Functionen  in  bl^nsaie  Summen  oder  Unterschiede 
^efaer  FuQcliooen  umgeformt^  und  es  ist  zi^leich  klar,  dassderch 
wiederholt^  Anwendung  dieses  Verfahrens  auch  die  vierten  und 
noch  hOhdreo  Potenzen  in  «Summen  und  Unterschiede  verwandelt 
werden  können»  was  in  manchea  Fällen  von  Nutzen  sein  mag. 

So  z.  B.  findet  man  auf  die  eben  bezeichnete  Weise: 
9a:»  =  jg(9&r  +  99J:  +  39(2  +  i)a?+39(2—»» 
und  folglich  ist 

Jifx^dx  =  jg^-g- 1+  »za?  +      2  +  «      +      2—.-  ~)  +  ^- 
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Die  Verwandlung  dies««  letzten  Wertfaes  \o  eine  dnichaiKiM 
reelle  Form  bann  auf  dieselbe  Art  bewerkstelli|'et  werden,  wddKiH 
vorhin  an  dem  beUpiele  des  $.  33.  gezeigt  worden  ist.  1 


§.  25. 

Betrachtet  man  das  im  Vorhergehenden  znr  Darstelluog  d«i' 
Potenzen  der  bypercyclJschen  Functionen  gebrauchte  Verfahren 
so  wird  man  sich  überzeugen,  dass  jede  solche  Potenz,  sobald 
der  Exponent  eine  ganze  additive  Zahl  ist,  aU  Summe  oder 
Unterschied  einer  bestimmten  (endlichen)  Anzahl  ron  Gliedern  sich 
ausdrucken  lässt,  deren  jedes  nebst  einem  constanten  Coefbcientei 
noch  eine  hypercyclische  Function  eines  Vielfachen  von  x  als 
Factor  enthält,  ivo  aber  unter  den  Vielfachen  nicht  bloss  solcbe 
mit  reellen  and  zwar  ganzen  additiven,  sondern  auch  mit  cdb- 
plexen  Factoren  vorkommen.  Es  niuss  nun  gewisse  Gesellt, 
und  auch  Formeln  als  Ausdruck  derselben  geben,  mittelst  trelcbn 
jene  Darstellung  in  allen  einzelnen  Fällen  in  Ausführung  gebracU 
werden  kann.  Ich  habe  solche  Formeln  durch  Induction,  als 
jenigen  Wege,  nelcher  sich  zuerst  darbietet,  am  dieselben  oicht 
nur  zu  Goden,  sondern  auch,  nachdem  sie  gefunden  wurden,  ml 
bekannte  Art  strenge  zu  eriveisen,  zu  erhalten  gesucht  um 
wirklich  ausfindig  gemacht.  Allein  die  hiedurch  zum  Voracbti» 
gekommenen  Ausdrücke  haben  sich  so  sehr  zusammengesetzt  ge- 
zeigt, dass  ich  es  nicht  wage,  sie  vollständig  hier  mitzutheiien, 
Doch  weniger  aber  den  zur  Erkennlobs  ihrer  allgemeinen  tiill^- 
keit  «forderlichen  Beweis  zu  fuhren.  Am  wenigsten  compücirt 
hat  sich  noch  die  Formel  für  die  Potenzen  der  Function  tpx  Di- 
geben.  Da  wir  nun  dieser  Formeln  zu  den  ferneren 'Ableiton^ 
nicht  eben  nothwendig  bedürfen  werden,  will  ich  mich  beguCgn, 
DDT  die  zuletzt  genannte  altein ,  mit  Uebergebung  der  äbrlgen,  m 
weil  hier  anzugeben,  um  die  dabei  obwaltenden  Gesetze  dentlldi 
erkennen  zu  lassen,  hingegen  zur  Beseitigung  jeder  irgend  vm- 
meirilicben  Weitläubgkeit  die  Ansetzung  der  dazu  gehürigen  ali- 
gemeinen Glieder  nicht  vornehmen,  wie  diess  auch  aus  dem  ul 
lieben  Grunde  bei  meiner  gegenwärtigen  Arbeit  in  der  ße|d 
bisher  geschehen  ist  und  auch  in  der  Folge  der  Fall  sein  ninl 
Die  Formel  selbst  ist  folgende: 


^» 
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+  f  3)  .9(»»— ö)af+••.• 
+  (")  •  [V(«:- 1  + 1>  +  v(n  - 1  -  »>] 
+  (2)[9'(«-2+2.>+9(n-2~2»>] 


t  . . 


+  (j).[9(»«-3+30«+9.(n-3-3<>«] 
+  (5)  •  (])  •  [V(»  -  3 + »>  +  9p(n  -  3-  «>] 

+  Q) .  M«  — 4  +  40«  +  9P(n  -  4— 4.>] 
+  (3)  •  (1) .  Win  -  4+2»)«+9)(n  -4-20:r] 

+  Q)  •  M»— «+»0^:  +  qK"  -  8 -SO«] 
+  (4)  •  (1)  •  M«— 8  +  30a:+9(n-6-30ar] 

+  (6).Mn  -6+6»)j:  +  y(n— 6-60«] 

+  6)'(l)'^''^"~®  +  *'^+''^*~®^*^*^ 
+  (4)  •  (2)  •  kC»  -  6 +2i>+y(n-6-20«] 

U.      8.      f. 

Zur  richtigen  Anwendung  dieser  Formel  muss  bemerfct  werden^ 
daMdiein  den  zwei  ereten  Zeilen  befindlichen  reellen  Vielfachen 
▼on  X  nur  so  weit  fortgesetzt  werden  dürfen,  äl.^  die  Pactoren 
Ton  «aMitsubtractiT  werden;  bei  den  nachfolgenden  complezen 
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Vielfachen  von  x  aber  darf  der  Faetpr  Ton  t  niemals  grosser 
sein,  als  der  dabei  siebende  reelle  Tbeil  des  Coefficienten  yon  x^ 
wesshalb  alle  Glieder,  worin  diess  der  Fall  sein  würde,  ganz  hin- 
weggelassen werden  nifissen.  Für  alle  geraden  Werthe  von  n 
ist  noch  insbesondere  beizufügen,  dass  von  demjenigen  Gliede 
der  zwei  ersten  Zeilen,  welches  von  x  unabhängig  ausföllt,  nur 
der  vierte  Tbeil»  von  denjenigen  uiiter  den  übrigen  Gliedern 
liingegen,  bei  welchen  der  Factor  voii  i  dem  dabei  befindlichen 
reellen  Theile  des  Coefficienten  von  x  eben  gleich  ist,  nur  die 
Hälfte  dessen  genommen  werden  darf,  was  in  Gemässheit  der 
Formel  als  Coefficient  desselben  Gliedes  sich  ergeben  würde. 

Diesen  Bemerkungen  gemäss  ei^ält  Qian  z.  B.  für  ft=:6: 

+  16[9(4+2t>+9(4-»2i)ar)+4 .20[g)(3+3i>+9(3— 3i>] 
+ 16 .6[9(3  +  i)x  +  g)(3— 1>] 

+  i!20.6[<p(2+2t>+9ÖJ~2t>l+i.20  J6[9(l+t>+9)(l-t>]. 

Man  wird  woiil  ohnehin  nicht  iUiersehen  können,  dass  dieser 
Werth  etwas  kürzer  sich  darstellen  lasse,  weil  9(3-f3t):r=9(3— 30a;, 
9(2  +  2t)ar  =  9(2 — 2t)ar ,  g>(l  +  i) j?  =  9( l — i)x  ist ;  nur  zum  ^Be- 
hufe  der  leichteren  Vergieichung  ^mit.  der  allgemeinen  Formel 
wurde  er  im  unabgekürzten  Zustande^  bieher  gesetzt 

Späterhin  soll  noch  ein  ande)r6s  Verfahren  angedeutet  wer- 
den, mittelst  dessen  gleichfalls ' die  Potenzen  der  hypercycli- 
schen  Functionen  durqh  Function^  vielfacher  Werthe  der  Ver- 
änderlichen ausgedrticb  werdet»  l^nliei^i 

§.  26. 

Durch  Hilfe  der  Gleichungen  des  $%  19.  sind  wir  in  den  Stand 
gesetzt,  die  hypercyclischen  F\incii<^ien  üSr  alle  in  einer  arithme- 
tischen Progression  fortschreitenden  Werthe  der  Veränderlichen 
a;is  eiaander  nach  und  nach  hetzuleiten.  Durch  Substitution  von 
x\{^ — \)y  anstatt  j; ^erhält  man^  nähmlich  daraus: 

9(a: + fiy) = 29y.9(ar+(n— l)y)— 2^.t(;(a:+ («  -  l)y)— 9(ar + (n— 2)y) , 

«»+»V)»2v».«(«+{«-l)y)+2*sr.»(«+<»-Hl)jr)'*«(»+(«»-^2)y) 
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und  aach: 

t(a:+iiy)=    2xy.  x(:r+(n-l)y)-25y.  5  (:r+(n-l)y)+^j: +(«-%), 
J(«+ii»>:5    2xy.*(a:+{ii-l)y)+2Sy.9>(ar+(n-^l)y)  +8 (ar+(ii-2)y). 

Wfrd  hierin  nach  nnd  nach  a;==2,  3,  4  u.  s.  P.  angenomixien» 
80  ergeben  sich  die  h3rpercycli8chen  Functionen  der  in  arithmeti- 
scher Progression  fortschreitenden  Werthe  a:+2y,  ^+%»  ^+4y)» 
B.  s.  f,p  und  awar  eine  jede  von  ihnen  aas  sw^i  verschiedenen  For- 
nein,  «obaid  die  Functionen  von  a;,  y  and  x-\ry  bekannt  sind« 

Addirt  man  die  vier  ersten  and  die  vier  letzten  voräte- 
bendeo  Gleichungen  paarvreise  zusammen  und  halbirt  sie  dann, 
80  findet  man  neue  zu  gleichem  Zwecke  taugliche  Formeln,  in 
welchen  die  hypercyclischen  Functionen  für  x-i-ny  nur  von  jenen 
fiir  a:+(n— l)y,  nicht  aber  zugleich  fär  x\{n — 2)y  abhängen» 
Formeln,  die  auch  unmittelbar  aus  §•  20«  erhalten  werden,  indem 
roao  dort  x-\-{n  —  \)y  anstatt  x  substituirt.     Es  ist  nähmlich : 

9<«+»y) = (pyM^Hn  -  %)— 0.  H^^-{n-  l)y)—^yMx + («— i)y) 

[  *  -ty.t/;(jr  +  (n  — %), 

^x^ny)  =  q>yM^'\-{n'-\)y) + xy  •  %{x + (n  -  l)y)  +  t/^y.9>(ar+(n— l)y) 

{(ar+ny) = 9y.£(a:+(ii— l)y) +3jy.t(i(ar + (n— l)y) +i/;y.x(ar+(n— l)y) 

+  £y*y(ar+(n— l)y). 

8-  27. 

Der  einfaebste  Fall  zur  Anwendung  der  vorhergehenden  Ana* 
Mcke  tritt  dann  ein,  wenn  in  denselben  y^sx  angenommeB  wird. 
Dadoreh  gviien  die  vier  ersten  in  folgende  Aber:} 

• 

ip(n + l)a? = 2<px .  (pnx — 2^ .  r^nx  —  ^(n—  1  Jr, 
X0i+l)«ä*=29flr.7iMr— 4if;^.  f IM?— .  5{(ä— l)jr. 
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Hi_  Hn-yl)x  ^lipx.^Tix  ^■'i.'^x.%nx  —  ^{n—\)x. 

.[,,    Die  fibrigCD  aus  9.26.  durch  die  nähniliche  Substitution  b 
ergebenden  Wertbe  will  ich,  als  für  die  Folge  leicht  entbehrlich,, 
ganz  iihergehen. 

Man  eieht  nohl  auf  der  Stelle,  daes  mit  Hilfe  der  eben  geftm* 
denen  Formeln  die  hypercyctischen  Functionen  aller  Vielfache 
von   X   berechnet   werden    Icünnen,    sobald    nur   jene    von    x    be- 
kannt sind. 

Bs  ereignet  sich  zuweilen,  das 
Functionen  keineswegs  für  sfimmlli 
dern  entweder  nur  lu'r  gerade,  oder 
gerade  Vielfache  zu  erhalten  wunsc 
aus  §.  26.  andere  hiezu  bequi 
Setzt  man  nlihmlich  darin  zuerst  if=^'Jx 
ungeraden  Vielfachen  folgende  Formeln 


man    die    hypercyclischen 

he   Vielfache    von  x,  son» 

luch  ausseht iesstich  filr  ao 

iscbt.     Für  solche  Fälle  künneai 

Ausdrücke  hergeleitet  werde^ 

erhält   man  für  dw 


-ipC2n—3)x, 
-;e(2«-3)*, 
-t(2n— 3)a^, 


V(2ji  +  I)j;  =  292a: .  9(2« — l)a: — 2i(;2a; .  if{2n — I); 

X(^n+\)x=2v'2x.x(^n-'i)^-^'ix.ißn~l):i 

VC^M  +  1)ä  =  292a: .  ifr(2M  —  l>c  +  2il<2a: .  7.(-2n— l)a 

£(2m  +  Da:  =  2y2ar .  £  (2n— l)a:  +  2^23: .  X  (2n— l)a:  —  S  (2n  -  3)a: ; 

für  gerade  Vielfache  aber  findet  man,  indem  man  Sx  anstatt  : 
substituirt  und  zugleich  yi=2x  setzt , 

g,Cirt+^)x  =  2(p'2x.q>2nx~'2^2x.il>'2nx-(p(2n—2)x, 

X(2n + 2)x  =  29)2a: .  z2nx  -  24-23:  .£  2nj; -;£  (2n  -  2)a: , 

ii,(2n-^2)x  ^2ip2x.'<li2nx  +  2if2j;.?i2M.'c— ^(2n— 2)a:, 

£C2n  +  2)a:  =  29)2a; .  £  2n3:  f  2  ^23: .  x2nar — f  (2n  —  2)a: . 


Mit  den  hier  gefundenen 
Veränderunjren  Tornebmen  u 
rungen  daraus  ziehen,  mit  dei 
ich  mich  nicht  aufhalten  will 
nicht  notbwendig  sind.  Nur 
lieh  beifügen  zu  müssen,  di 
Induction  all 


Gleichungen  lassen  sich  mancherlei 
ad  mehrere  verschied enactige  Folge- 
en  umständlicher  Auseinandersetzung 

da  sie  uns  zu  ferneren  Ableitungei 
iie  Bemerkung  glaube  ich  ausdrück- 
iss  sich  daraus  auf  dem  Wege  dof 
leln  aufstellen  lassen,  mittelst 


eher  die  hypercycliscben  Functionen  der  vielfachen  Werihe  n» 
durch  die  Functionen  des  einfachen  Wertbes  x  ausgedrückt 
werden,  und  zwar  können   in    diesen   For.»  In  nur  Ptoducle  und 
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« 

Potenzen  dieser  letzteren  Functionen  mit  ganzen  additiven  Ex- 
ponenten vorkommen,  wie  diess  aus  der  Beschaffenheit  der  vor- 
stehenden Gleichungen  sogleich  einleuchtet.  Es  genügt  jedoch, 
hier  nur  die  Möglichkeit  solcher  allgemeiner  Formeln  von  der 
angezeigten  Beschaffenheit  erkannt  zu  hahen,  die  wirkliche 
HerleituDg  derselben  soll  auf  eine  andere  Weise  bewerkstelligt 
werden,  welche  besser  geeignet  Ist,  eine  Uehersicht  über  die  Ge« 
sammtheit  aller  verschiedenen  hiebei  mSglichen  Ausdrücke  za 
gewähren. 


S.  2a 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  die  in  §.  9.  angegebenen 
Werthe  der  Potenzen  «*«^,  «-*«',  e*^,  e-*«''  durch  die  einzelnen 
BKhstaben  A,  B,  C,  D,  nährolich: 

B  =  e""**  =q)X  —  i^fx  —  iß%x  — tßüxt 
Cs=ie*^i    nKpx-t-iifX-i-ufixx^wSx, 
/>  ==  e*"  **•  =  q>x  +  hjßx  —  tDi%x  +  wSx. 
Durch  Erhebung  zum  Exponenten  n  erhält  man  hieraus 

Ans  {.  6.  ergibt  sich  aber,  wenn  dort  nx  anstatt  x  gesetzt  wird : 


*       ■ 
i0%lidi  ist,  wenn  hierin  anstatt  der  Potenzen  von  e  die  angege- 
kenen  Werthe  eingeftihrt  werden, 

^mx=:HA»  +  B»+0  +  D^), 
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i  ■  "  ' 

{iia:=:=^(— 4« + is«— te»+ a>»). 

Sab^Utnirt  man  noo  in  diosen  Formeln  anstatt  A^  B,  C,  D 
ihre  g|f,!Blcb  anfangs  aufgestellten  aus  §.9.  eptno^nmenen  Werthe, 
SQ  ecbalt  man  allgemeiDe  Ausdrücke  für  die  hypercyclisqben  Fun- 
ctionen von  nx  durch  die  Functionen  der  einfachen  Werthe  x, 
deren  Analogie  mit  denjenigen,  durch  welche  die  Sinus  und  Cosi- 
nus der  vielfachen  aus  den  Sinus  und  Cosinus  der  einfachen  Bo- 
gen gefunden  werden,  nicht  verkannt  werden  kann. 

J.  29. 

In  den  vorhin  angegebenen  Wertheil  von  A,  iS,  C^  D  sMj» 
wie  man  sieht,  die  sämmtlichen  hypercyclischen  Functionen 
von  X  enthalten,  daher  mfl^en  diese  letzteren  au6h  in  den  darans 
hervorgebenden  Ausdrücken  für  q>nXf  xn^^.'^njX^  Snx  sämmtlicb 
vorkommen,  wenn  nicht  etwa  zufällig  eine  von  ihnen  durch  ge- 
genseitige Aufhebung  der  damit  bebafteteo  Glieder  daraus  ver- 
schwinden sollte.  Wir  wissen  aber  aus  §,  11.,  dass  die  beiden 
Functionen  xx  und  Sx  durch  die  beiden  andern  g>x  und  ^x,  wie 
auch  umgekehrt  ^»^r,  tf/o:  durch  ^.r,  £ir  dargestellt  werden  kOoiNia. 
Snhstituirt  man  nun  in  den  Ausdrücken  f^r  A»  B,  d  D  entweder 
anstatt  %x  und  ix  oder  anstatt  q>x  und  i\>x  ihre  Werthe  aus  §.  IL» 
so  werden  darin  im  ersten  Falle  nur  die  Functionen  ipx^  ^x, 
im  anderen  Falle  hingegen  nur  %x,  Sx  noch  vorkommen»  so  dasisi 
dann  auch  die  hypercyclischen  Functionen  von  nx  ausschliesslich 
nur  entweder  durch  tpx  und  'tj^x  oder  durch  x^  u"^  i^  ausgedruckt 
gefunden  werden«  Die  durch  die  eben  angeseigten  Substitutionen 
anfönglich  sehr  verwickelt  sich  ergebenden  Ausdrücke  ^r  A,  B, 
C»  D  werden  durch  die  bereits  in  §.  12.  vorgenommenen  Ver- 
kürzungen ungemein  vereinfacht.  Wir  haben  nimlich  dort  gefun- 
den, dass 

wix^^io^  =siV(l — VJ'*+^* — 9bpx.!^x)f 
w%x — wi^  =  — iV(l  —  q>x*  +  -^j?* + 2i(px  •  tffx) , 

(px—i'^x  =  V(l— 23c.r .  5ar— t'xa;*  +  i^*) 

sei.  Setzt  man  nun  entweder  die  beiden  ersten  oder  die  bei- 
den letzten  von  diesen  Wertben  in  «fen  Ausdrücken  für  A,  B, 
C,  D,  so  gehen  diesetVen  entweder  in  ^ 


B  =  q>x — i^w  +  iV(l  —  g>x^+'iifx^  +  2t<px.iffjc) , 
C=:q>x  +  i'\\>x  + 1  V(l  —  q>x^  +  tpa:*— 1iq>x .  ij;a?) , 

oder  im  zweiten  Falle  in:- 

ii  =  uyjtfc — wi|a:  +  V(l — 2;car .  |jr — ^^t^^?  +  »&c^)# 

C=zwi%x — irf^  +  V(l--^2xar.£a:  +  ixa:*— fto:*), 
2)=  —  wi%x  +  fi^Ja:  +  ^^(1  — 2%j:.£a:  +-i%ar*  — ^^*) 

über.  Je  nachdem  dann  entweder  die  vier  ersten  oder  die  vier 
letzten  von  diesen  Wertben  in  den  Ausdröcken  ,de^  $.-.28.  für 
ffuSf^Hnx,  'ilfnx,  inx  angewendet  werden,  findet  man  diese  Fun- 
ctioDen  entwehr  durch  tpx  und  ii>x  oder  durch  %x  und  Ix  dar- 
gesteOt 


.      §.  30.     .\    .  .  -  I  V 

Pfm  Vorbergehienden  gemäss  besitzen  wir  drei  verschiedene 
Meb  von  Ausdrdckeit,  mittelst  welcher  die  hypercyclischen  Fun* 
cfioBen  von  nx  durch  die  Functionen  von  x  dargestellt  werden 
keoDeiiy  näbmlich  entweder  durch  die  sämmtlicb.en  Functionen 
9X,  2^y  ^X\  hfic  oder  ausschliesslich  durch  q)Xj  '^x  oder 
CBdlieb  durch  %Xy  ^x.  Die  weitere  Entwicklung  dieser  Ausdrücke 
w  auf  fibe  raus  mannigfaltige  Weise  bewerkstelliget  werden, 
jeucbdemman  die  Potenzen  A^,  B**,  O,  D^  nach  steigenden 
oder  falle nd.^n  Potenzen  der  einzelnen  Functionen  cpx,  %x,  i\)x, 
iü^  onlnen •  will«  so  dass  eine  vollständige  Ausrührnng  aller 
solchen  Entwicklungen  nothwendig  einen  sehr  beträchtlichen  Um- 
bog einnehmen  musste»  Diess  liegt  jedoch  gänzlich  ausser  dem 
Zivecke  meiner  gegenwärtigen  Arbeit.  Ich  begnüge  mich  daher, 
för  jede  hypercydische  Function  nur  eine  einzige  solche  Ent* 
Wicklung  wijrkli^h  vorzunehmen,  welche  fi^leicbsam  als  Probe  dienen 
MlrPJn  zu  zeigfsn,.  welcher  Behandlung"  der  Gegenstand  fähig  sei, 
uul  zuglc^b    ftipe  Vorstellung  •  von   de»  Beschaffenheit ! der  auf 

diese  Art  zu  erlangenden  Resultate  zu  geben^ 

« 

Setzen  wir  zur  Verkürzung  der  Ausdrücke 

y:=zipx — t-^a?        und         x^=^q>x  -{■  Ujfx , 
Tkril  XXYU.  tr 


H  ist  ' 

nnd  folglich,  weDn   diese  Werthe  in    den   vier  ersten   in  j.29. 
gefondenen  Ausdrücken  Ton  A,  B,  C,  D  Eiibstituirt  werden , 

^=y-iv'(l-5!)=,_*/(,a^l),  fi=,+,Va-S»)=y+V(s'-l}. 
C=i+iV(l-^=i+V(i"-l).  />=i-«VCl-J«)=::— V{i«-1). 

Nun  überzeug!  man  sich  auf  demselben  Wege,  irelcben  La- 
grange bei  der  Enttvicktnng  der  Sinns  und  Cosinns  vielfacher 
Bogen  betreten  bat,  ohne  desshalh  hier  eine  umständliche  Ans- 
einandersetzang  noibneodig  za  machen,  äasa 

n(n+4)(.  +  5) 

+  — rxs — Ps)—- -*+-■ 

„(„-!)(„_  6)  ,„ 

TlTa — (%)"-'+-.. 

C  =  (.  +  V(.»  - 1))-  =  (2=)'  - 1  (2=)"-"  +  =^^^  (»i)"-« 
_»(.-i)(a-5) 

I.ä.3       '-''     +■■' 

»=  <.-v(.»-I))"=(22)-  +  ^(2.)— »+  2^^-'(2i) • 


1.2.3 


2:)— •  +  . 


ist.  Werden  diese  Werthe  in  den  Aasdriicben  Ton  ipnj:  nnd  ^ 
dea  $.  28.  snbstilairt,  und  zugieicli  diejenigen  Glieder,  welche 
gleiche  Potenzen  von  y  und  von  i  enthalten,  gehörig  zusammen- 
gezogen, so  findet  man: 
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w(n— 4)(n  — 5)„     .    •    . 

j.  2— (y-"  +  Z-")  +  ^  2^-«  -2(y-  "-2  +  z-»-a) 

+  ^2-.-%-.- 4+,-«-4) 

^         1,2.3 ^2«- V~*-»*-*)  +  .... 

.  w(«  +  3)-.       .,         ^  ^^ 

■*"        1.2,3    ^^^^^  *~^^  ^  ^'"^' 

Terner  ist  ^ 


\ 


Wer 


tr* 


40&.  Kf^r^  JSMii^kiu(ft§  der  9qr%ügiieh^^enEt9m^tkßf^}0lnHf«r 

Nimmt  man  In  diesen  beiden  letzten  Gleiebnngen  nach  und  nach 
n — 2,  n — 4,  n — 6,  u.  s.  f.,  dann  auch  — w,  — n  —  2,  -^w  —  4, 
—  n — 6,  u.  s.  f.  anstatt  n  nnd  setzt  die  hiedurcb  zum  Vorsebeine 
kommenden  Wertbe  in  den  vorbergebenden  Ausdrücken  yon  tpnac 
und  'i^jnxt  so  erbält  man  endlieb: 

n.    s.     f. 

•   ■  -  • 

'  +("4   )9'«-"-'f«*-("J^)9>x-«-«.i(;a:« +....] 


*  :  ■  .     ■    ■  *•-■.■ 

.  n(n-f4)(»-|-6)  «1.  .r       ^,     A+TN  .       . 


'..  :S  .  ♦ 


,  -;  /         u.     8.     f. 


I  .i 


mH  den  ff&itfomeirfscäen  zunächst  verwandten  FunctHmen.    401 
und 


u.     8.     f.^ 


»I 


n.    «.    f. 


402  Knar:    EntwlcAlung  der  corsüglicAtien  EigentcAa/ien  eitUgtr 

Jeder  der  beiden  geFundenea  Aasdrücke  besteht  aus  zwei 
deutlich  von  einander  geschiedenen  Doppelreihen,  die  aber, 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  so  besebaffen  sind,  daas  sie  wecfa- 
Bfllseitig  in  einander  übergeben,  wenn  in  denselben  dani 
Vorzeichen  voa  n  geSudert  nird.  Die  erste  Doppelreihe  enthiJt 
in  beiden  Ausdrücken,  sobald  n  additiv  ist,  anfangs  eine  oder 
mehrere  Potenzen  von  ipx  mit  additiven  Exponenten,  erst  im 
neiteren  Verlaufe  bomraen  darin  Potenzen  von  ifx  mit  subtra- 
ctiven  Exponenten  vor,  hingegen  in  der  zweiten  Doppelreihe 
belinden  sich  in  dem  vorausgesetzten  Ealle  keine  anderen  Potenzen 
von  tpx  als  nur  solche  mit  subtractiven  Exponenten.  Ganz  das 
Umgekehrte  tritt  ein,  sobald  n  subtractiv  angenommen  wird. 
In  diesem  Falle  enthält  nur  die  zweite  Doppelreihe  aof^ngllcli 
Potenzen  von  tpx  mit  additiven  Exponenten,  in  den  späteren 
Gliedern  aber,  so  wie  in  der  ganzen  ersten  Doppelreihe  kommen 
ke'ine  anderen  Potenzen  von  qix  zum  Vorscheine,  als  nur  solche 
mit  subtractiven  Exponenten.  Nun  wissen  wir  aus  §.  27.,  da» 
in  den  Ausdrucken  für  tpnx  und  liinx  ausschliesslich  nur  Poteozen 
von  ^x  mit  additiven  Exponenten  vorkommen  tünaeo.  Wir 
sind  daher  berechtigt  zu  schliessen,  dass  in  den  vorstehenden 
zwei  Formeln  diejenigen  Glieder,  welche  Potenzen  von  tpx  mit 
subtractiven  Exponenten  enthalten,  gegenseitig  unter  einander 
sich  vollständig  aufbeben  müssen.  Durch  eine  genaue  Un- 
tersuchung und  Vergleichung  der  einzelnen  mit  solchen  Poten- 
zen versehenen  Glieder  in  den  beiden  znsammengehörigen  Dop- 
pelrelhen  wird  man  dicss  auch  voMkomnien  bestätiget  finden. 
Dieser  Cmstand  erleichtert  den  Gebrauch  der  beiden  obigen  For- 
meln sehr  beträchtlich,  weil  man  dabei  diejenigen  Glieder,  worin 
Potenzen  von  tpx  mit  subtractiven  Exponenten  vorkoraroeii 
sollen,  gar  nicht  zu  entwickeln  nOthig  hat,  da  sie  obnehio 
ispäter  wieder  wegfallen  würden.  Man  braucht  daher  stets  out 
eine  der  beiden  Dniipelreihen ,  entweder  die  erste  oder  die 
zweite  anzuwenden,  je  nachdem  h  additiv  oder  subtraclit 
i^t,  und  auch  bei  derselben  nicht  weiter  vorzugeben,  bis  dar» 
Glieder  mit  subtractiven  Exponenten  von  ^j;  erscheinen  solteii 

g.31. 
I  Um  auch  für  die  Functionen  ynx  und  i,nx  ähnliche  Ausdrdt^c 
EU  erhalten,  besteht  das  leichteste  Mittel  darin,  die  vorhergeti«J 
für  tpnx  und  i\!nx  gefundenen  zu  differentiiren.  BeschrinU 
man  sich  hiebei  zur  V^erkürzung  der  Formeln  auf  den  Fall,  ttHI 
n  additiv  ist,  was  auch  zum  wirklichen  Gebrauche  vollkomoiw 
zureicht,  weil  ohnehin  ;(f— «.r)—  —  -pix  und  i,{—nx)^=  —  ^x'^^ 
so  wird  man  auf  diese  Art  nach  Weglassung  des  gemeinschaA' 
Ijcbuit  Factors  n  erhalten; 
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Bei  der  Anwendang  dieser  zwei  Ausdrjicke,  welche,  wie  isohon 
vorher .  bemerkt  wurde»  nur  fihr.  ganze  additive  Werthe-  ypfi 
n  gelten»,  darf  in  der  Entwicklung  ihrer  Glieder  nicht  weiter  vor- 
gescbritten  werden»  bis  Potenzen  von  fpx  mit  subtractiven  Expo- 
nenten vorkommen  sollen»  weil  alle  noch  folgenden  Glieder  voo 
selbst  wegfallen  müssen»  indem  sie  sich  mit  den  bereits  wegge- 
lassenen aus  den  zweiten  Dopj^elreichen  des  §.  30.  entspringenden 
Gliedern  gegenseitig  aufbebejD* 

-^  §.  32. 

In  §.  30.  und  §.  31.  ist  an  einigen  Beispielen  gezeigt  worden» 
auf  welche   Weise   die  Entwicklung   der  Functionen    g>nar»    xi^x, 
ffmx,  Inx  unmittelbar  aus  den   Formeln,  des  §.  28.  oder  f.  29*. 
bewerkstelliget  werden  könne»  ohne  dabei  der  Reihen  zu  bedürfen» 
mittelst  jvelcher  die  Sinus  und   Cosinus  vielfacher   durch  die- 
selben  Functionen    der   einfachen   Bogen  ausgedruckt  werden. 
Will  man  aber  diese  letzteren  Reiben   als  bekannt  yoraussetz^ 
und  sich  darauf  stützen,  so  wird  dadurch  die  Arbeit  nicht  unbe- 
trächtlich erleichtert.    Aus  S.  4.  ergibt  sich  n|ihmlich.  wenn  dort 
n  anstatt  x  gesetzt  wird» 

.'    q>nx  z=Z'-^cosnxm-\r  co»nxw). 


•  •  ■ 


w 
]fitar=:  qi  (sin  nxwi  -f  t  sin  nxw)^ 


^^x^^i^{c€iB  nxwi —  cos  nxw) » 


w 


•W   \X  ■■  '      » 


•  \ 


Hier  können  aun  die  imaginären  Bogen  .jto^ir»  und,  aa^fc  als 
Vielfache  von  xwi  und  xw  betrachtet  und  demgemäss  vermit- 
telst der  gedachten  goniometrischen  Reihen  die  Sinus  und  Cosinus 
jener  Vielfachen  durch  die  Sinus  oder  Cosinus  der  einfachen  Bo- 
gen xwi  und  xw  auf  die  bekannten  verschiedenen  Arten  ausge- 
rückt werden*  Setzt  man^'dano  noch  anstatt  cosortot,  smxwi, 
•  'i 

cosorto,  sin  orte  ihre  in  §.  9.  angegebenen  Werthe»  so  erhält  man 
offenbar  Ausdrücke  für  q>nx,  %nxy  'ipnx,  ^nx,  welche  mit  denjeni- 
gen übereinstimmen  müssen,  die  durch  das  vorhergehend  ange- 
wendete Verfahren  unmittelbar  .aus  den  Gleichungen  des  {.  20. 
abgeleitet  werd^p  können. 


Bio  einzelnes  Beiiipiel  wird  genügen»   die   so   eben  erklärte 


HHbode  TolHcmmieB  deutlich  >ii  niachpn.  Ich  iräble  hiezu  an« 
den  *e«scliicden  ^ontoHielriscfaen  Reihen  diejenige,  mittelst  welcbfr 
der  CffBinas  eiBes  TielfacheD  durch  den  Cosinus  des  ein- 
fachen B^eiw  nach  steigenden  Patetneit  (reordnet  gefusden 
wird.    Dieter  Reibe  gernäAs  lel  für  ungerade  WerUie  von  k: 


■{cosnw)» -J- „.  1, 


co<,nxt,  =  (-l)'«[l  -  ^'(co8T«)»  +  ^^— \co8X«.)* 

^gf (c<.8;«)«  +  ...J, 

Darcb  die  Snbstitotiun  dieser  Werthe  in  den  obigen  Aus- 
drucken für  tfmx  nnd  i^nx  erhält  man,  wenn  zugleich  cos  .xicizzy 
nnd  coBxui^i  gesetzt  wird,  fSr  ungerade  n; 

+*^r-=^(,'+.-,-....], 


Mtf  im  ümhmeirlitchen  %tmach$t  verwandten  Pimeüonen.     407 
niid  flir  gerade  n: 

Nnn  Ut  aber  verniSge  §.  U;: 

3f=cos:rwi=^  ^o: — fif;j? ,  z  =;  cos  jrto  =  ^«  -f  iif;^* 

Qod  daher 

^«  +  a:«  =  2(9  j:* —'V'^*) , 

y«  4-  X*  =:2(9a:* — 10g>a^,^a:*  +  6q>x.  ^x*)f 

j«  +  X*  =  2(g>ar* — lÖ9j;*.t(^j?*+  ]ÖgE>;r^.  tffx^ — ^x% 

Q.     8.     f. 

y  —  s=  — 2t>a?^ 

■  ■  •  .  ■ 

y*--«*=:— 2i(4g?ar*.^j:— !49J?-.^jr^,  •  » 

y  •  —  X* = — 21(69^:* .  -^.T — lO^J^* .  'V'.r  •  +  t(;ar*) , 

U.      8.      f. 

« 

Werden  ^iesß,  Werthe  id   den    vorhergehenden   Ausdrficken 
^^tairt»  so   ergeben  sich  daraus  endlich  f&r  ungerade  n  die 


I  •■  ,• 


V 


4tt8  t^Aur:  EnMckiunff  dtr  tor%ügUch$ten  Eiffemekitftm -einher 

I 

+  -^ ^ ^(V/a;®— 10^a:».9arHSva?.g>ar*)  — ....  J; 

hingegen  für  gerade  n  findet  man: 

n^fri^ 4)(«* 16)  "1 


§.33. 

In  dem  Verfahren  des  §.  32.  kann  insoferne  eine  AbSndeniDg 
vorgenommen  werden,  dass  man  dabei  anstatt  der  Gleichungen 
des  §.  4t  jene  des  §.  5.  zum  Grunde  legt.  Dadurch  erhält  man 
in  der  Regel  mit  grosser  Leichtigkeit  neue  von  den  vorhergehen- 
den verschiedene  Entwicklungen  der  l^ypercyclischen  Fun- 
ctionen von  nXf  mittelst  welcher  diese  letzteren  aber  nicht  bloss 
durch   die  hypercyclischen   Functionen  von  a,   sondern   zugleich 

durch  die  Sinus  und  Cosinus  der  Bogen  --^  und  -r^  ausgedrückt 
werden.  .^.        ,  .         j  .... 

Denn,  durch  Auflösung  4er  Gleichungen  des  §.  5,  ergibt  sich: 

xi  q>x  •,    xi         ixffX 

und  auch 


mti  am  ffßnhmetrfscAen  tunäcM  verwandten  Functionen.  .  409 

Femer    folgt  aus  denselben  Gleichungen,   wenn   man   darin   nx' 
anstatt  x  setzt, 

nx         hxi 
^nx=zcp8-rä*coö-T^9  •  , .. 

« 

1     .    nx  \      nxi       i         nx    :  nxi 

I 

.  ,    nx     .  iiari 

•      •  \  ■  . .  *    • 

ri.   .         1     »  *«ar         nxi  .    i         nx     ,   nxi-      "        '  '? 

Entwickelt   man   nun    in  diesen    letzten   Ausdrücken    die    Sinus 

•  •  •  '  •  • 

und  Cosinus    des  imaginären  Bogens  --^    vermittelst  der  gonio- 

1    metrischen  Reihen   entweder  nach  steigenden  oder  fallenden  Po- 

1  •  ••. 

I  tenzen  des  Sinus  oder  Cosinus  von  — -^  und  substituirt  anstatt  der 

m  letzteren  ihre  vorhin  angegebenen  Werthe,  so  erhält  man  für  die 
l  Functionen  ^>nxy  'ffiXy  V^^>-  |n^  Fortnein,  vrelbhe  mei^tentheils 
1  einfacher  s^n  werden,  als  vermöge  §.30.  oder  §.32.,  in  welchen 

I  akr,  wie  sclion  bemerkt  wurde,  auch  die  Sinus  und  Cosinus  von 

■    X  nx 

I  vl^^^*^^  vorkonu^en,  di^  daher  gleichfalls  als  bekannt  voraus- 

giietzt  werden  mOssen.  »^. 

Als  Beispiel  zur  Anwendung  dieses  Verfahrens    nehme  ich 
lie  goniometrischen  Reiben,  durch  tv^lche  die  Sinns  und  Cosinus 
eiK8  viel  fach  ^i|   Bogens   durch    den   Sinus   des  ein  fach  ^'ä-*^ 
ueh  fallen  den  Potenzen   dargestellt  werden.      Dieä'en  Reihen 

gwSss  bt  f&r  alle  additiven  ungeraden  Werthe  von  n: 

\  •  ,■  ■ 
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ee.^=(-l)^[(ysin^)n--(7 


3 


.  /»— 3\.rt  .    xi^     _     /n—4\^^  ,    xi^     ^ -.    , 
+  (2  /28in^-1-j[^    3  J(28.n^)"-H.].co8 


x% 

V2' 


.^=  (-1)V .  if  (2sin  ^)n-.^  (2sin  1^^^^^ 

{ ^ninr-Z)' ,    xi  ^     -    nif^—^Xn-r-^),^  /  ari\     -  .    « 


■  \ 

410  b'nar:    /intvtcAtunff  der  ronSglfcfislen  Eigenachaften  einiprr 

folglich,    wenn    hierin  nnelatt  cos --g    und    ein  — r^j   von    den  vorhin 

i)ngegcheneii  Werthen  die  beiden  ersten    gesetzt    nnil  zugleich 
die  gemeinschaftlichen  Factoren  i"~i  und  i"  herausgehoben  werdeni 

Hieraus  ergehe"  =ich  niin   für  additive  und  ungerade  Wertlie 
Ton  n  folgend« 

eos^LVsi»-^y  V,sm^ 

1     ,    MÄ       cpa:  ,  ^-Asx  ,      ,      /n— 'J\     2tl>a; 


LVsin  ^g/         ^sin  ^ 
n(ii-3)     <hs,i 


.(„-l)     2»:r  .     „(„-j)(u-5)     2*» 
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*w^=i8in^ 
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.     a:  )  +  If  .      :c  )       +    1.2    (  .     o:   ) 

n(n--4)(M— 5)  _2tf_  _, 

+  ~    1.2.3       f.     x)       +'■{' 

Vsin  ^^  J 

1         1    .    nor      a>ar        ,  2if»a:  ^     ,  .  /n — 2\  ^  2il»a:   ^      , 

^=v2""ir2-^rC— ^Y-^+(  1  AT^y- 

/n-3\   Jtj.^  /«-4\     2^;^     _ 

trV-^:-Y-+"-^T^('-^r  • + •••1  • 

Bei  der  Anwendung  dieser  Ausdrücke  darf  nicht  ausser  Acht 
gdassen  werden,  dass  verniuge  der  Beschaffenheit  der  hiebe! 
gebrauchten  goniometrischen  Reihen  keiner  derselben  weiter  fort- 
geführt werden  darf,  sobald  in  ihm  Potenzen  mit  snbtractiven 
Exponenten  zum  Vorschein  kommen  sollen. 

Wollte   man  bei  der   vorstehenden  Entwicklung    anstatt  der 
Uden  ersten   die  beiden  letzten  gleich  anfangs  aufgestellten 

in  £C%  sei 

%the  von  cos  7^  und   sin  —70  substituiren,  so  würde  man  offen- 

^die  hypercycli&chen  Functionen  von  nx  durch  ganz  ähnliche 
leihen  mittelst  der  beiden  Functionen  %x  und  |a?  ausgedrückt 
Uen. 

§.34. 

Ans  den  letzten  in  §.  28.  enthaltenen  Gleichungen  lassen  sieb 

igekehrt  die  Werthe  von  A^y  £^  O,  D^  finden.   Es  ist  nähmlich: 

•.I 

A*  =  q>nx — itpnx  +  fr;{/»;P — fot^nar , 

O*  r=  qmx  +  iijfnx  +  wixnx—-  w^x, 
D^ssqmx  +  iilmx — u>i%nx+u)^;nx. 


nitcieUuag  der  var^tigUcktten  Elgmacha/Ten  einlgtr 


Aus  den  nähmlicben    (bleich uiigeo    des  §.28.  erhSIt  maa  aber 
ich,  trenn  darin  n=  I  angenomniPD  nUd, 


ferner  darch'  Erfaebong  »teoE  n  folgt  j 


T"T 


C+i-O)", 


^i-=^i,M+    -c-^Dy, 


&r«=^(- 


W-ViDy. 


ferikjeite   der  Uleicb- 
pulyiiomischen  Leb^ 


Entwickelt  man  nun  hier  die  auf  der 
hcitszeiclien  stehenden  Potenzen  verniüg 

Satzes  und  substituirt  anstatt  der  einzelnen  Potenzen  tob  A^ 
B,  C,  D  i^ieder  ihre  aus  den  «ileic)]  anfani;«  au  nieste  Uten  Aas- 
drüclcen  ber<;enoninienen  VVerlhe,  so  ergeben  sich  oGTenbar  Formeln, 
mittelst  welcher  die  Potenzen  tp.T",  ji" ,  ^ix",  ^x"  durch  die 
typercyclischen'  Functionen  viel  facher  Wcrthe  der  Veränder* 
liehen  x  auagednlckt  erscheinen,  worin  aber  auch  zugleich  Pro- 
ducte  von  eben  solchen  Functionen  vorkommen.  Um  noch  die« 
letzteren  wegzuschaffen,  kann  man  sich  der  Gleichungen  des  §.23. 
bedienen,  mit  deren  Hilfe  man  auf  Ausdrücke  kommen  wird,  die 
mit  den  in  §.25.  gefundenen  fibereinstimmen  müssen.  Ich  halle 
jedoch  den  eben  nachgewiesenen  Weg  zur  Herleitung  der  bezeieb- 
neten  Ausdrücke  keineswegs  für  einfacher,  als  jenen  des  ^.2a.. 
schon  dcsshalb,  weil  man  auch  hier  ohne  Anwendung  einer  lo- 
diiclioo  schwerlich  zur  Kenntniss  der  dabei  obwaltenden  Gesette 
gelangen  dürfte.  Ich  will  daher  nicht  länger  het  diesem  Gegeo- 
atande  rer weilen. 
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§.  35. 

Bevor  ich  den  eben  behandelten  Thell  meiner  Aufgabe  ver- 
laase,  am  su  anderen  Untersnchnngen  fiberzngehen»  muas  ich  noch 
eine  sehr  einfache  Folgemng  herleiten.  Setst  man  oihmlieh  in 
den  am  Anfange  des  §.  34.  aufgestellten  Ausdrflcfcen  anstatt  A, 
B,  C,  D  ihre  Werthe  aus  §.  28,  so  erhSlt  man  auf  der  Stelle  fol- 
gende Gleichnngeo: 

{tpx —  iipx  +  wxx — w&a:)*^  =  ^nx — i\tinx  +  w%nx —  tciinx, 

{<px  —  itpx — w%x  f-  fcifa)"  =  tpnx — iymx  —  wtnx  +  wtinx, 

{(cpx  +  i^^x + wi%x  —  teia)^  =  ipfix  +  i^fmx  +  toiznx — wSnx , 

(q>x  +  i^x — toixx  +  w^x)^  =r  yit-r  +  iipnx  —  wiinx  +  uinx. 

Die  Analogie  dieser  Ausdrücke  mit  dem  Mpivre'schen  Lehr- 
satze tritt  so  deutlich  hervor,  dass  sie  kaum  erwfihnt  zu  werden 
braucht;  sie  ist  zugleich  die  Ursache,  wesshalb  ich  nicht  mit 
Stillschweigen  darQber  hinweggehen  wollte,  obgleich  ich  davon 
vreder  irgend  eine  Anwendung  machen,  noch  auch  in  eine  nähere 
Auseinandersetzung  der  verschiedenen  Formen,  deren  sie  fähig 
sind,  mich  einlassen  oder  ihre  unmittelbare  ZurflckfähruDg  auf  den 
Moivre'schen  Lehrsatz  zeigen  werde. 

Noch  verdient  ausdrficklich  bemerkt  nu  werden,  dass  überall, 
wo  im  Vorhergehenden  von  den  hypercyclischen  Functionen  viel- 
facher Werthe  nx  die  Rede  war,  die  Voraussetzung  stillschwei- 
gend zum  Grunde  lag,  n  sei  eine  ganze  Zahl.  Die  Ausdehnung 
der  Untersuchung  auf  andere  als  ganze  Werthe  von  n  würde 
jedenfalls  eine  bedeutende  Weitläufigkeit  erfordern  und  dürfte 
vielleicht  nicht  ohne  Schwierigkeit  sein,  wie  das  Beispiel  der 
ähnlichen  Ausdehnung  bei  den  goniometrischen  Functionen  zeigt. 
Desshalb  kann  ich  hierauf  nicht  näher  eingehen,  sondern  begnüge 
mich  mit  der  oben  gemachten  Andeutung,  indem  ich  auch  ferner-* 
hin  beständig  an  der  bisherigen  Voraussetzung,  dass  n  eine 
ganze  Zahl  bezeichne,  festhalten  werde. 


.  §.36. 

Zur  genauen  Beurtheilung  der  Beschaffenheit  der  hypercycti- 
sehen  Functionen  ist  es  voi^  grosser  Wichtigkeit,  alle  diejenigen 
W^erthe' der  Veränderlichen  x  zu  kennen,  für  welche  jede  einzelne 
der  genannten  Functionen  gleich  0  wird.    Die  Auffindung  dieser 

Thtil  XXYII.  SB 
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Werthe  hat  rücksichtlicb  der  beiden  Functionen  q>  und  yf  dorcbaus 
keine  Scbwierigkeit. 

Was  zuerst  die  Function  g>  anbelangt,  bandelt  es  sieb  darum» 
alle  reellen  und  imaginären  Wertbe  von  ^  so  bestimmen,  welche 
der=Oleicbang  ^^=0,  oder  wenn  man  anstatt  ^at*  den  Wertt 
«lus  $.5.  nimmt,  der  Gleichung 

CO8:^.COS;^  =  0 

Genüge  leisten.    Letztere  lässt  sieb  offenbar  in  die  zwei  einzelnen 
Gleichangen  zerlegen: 

Nun  ist  bekannt,    dass  ein  Cosinus  nur  dann  gleich  0  wird, 
sobald  der  zugehörige  Bogen  ein  ungerades  Vielfaches  von  -^ 

ist»    Folglich  mass,  wenn  n  was  immer  fiir  eine  ganze  Zahl  be-    ! 
neicbpet,  um  der  ersten  von  den  beiden  aufgestellten  Gieichungea 
sa  genügen,  notb wendig 

775=±(2jt  — J)-g    and  daher     x=i±^    »    ^ , 

hingegen  um  der  zweiten  Gleichung  zu  entsprechen,  - 

^'       ■  /o       iN^        A  A  u               .  (2»«— 1)«V2    . 
---g  =  4-(2n  — 1)-^     und  daher    ar  =  ± ^ -t 

sein.    Hieraus  ergibt  sich,  dass  90;= 0  sein  werde,  sobald  für  x 
ii^end  einer  der  Werthe  aus  den  beiden  Reihen 

jtV2  3?rV2  67tV2  7nV2 


oder 


TtVi  .  37g V2  .  67tV2    .  7nV2    . 


angenommen  wird,  und  ausser  diesen  beiden  Reiben  gibt  es  kei- 
nen andern  weder  reellen  noch  imaginären  Wertb  von  o;,  für 
welchen  g>a:=U  sein  konnte. 

Der  kleinste  .unter  den  eben  gefundenen  reellen  Wertbeo» 

3rV2 
nShmlich      a     »  spielt  bei   den  hypercyclischen  Functionen,  wie 


man  aus  dem  vreitereo  Verlaufe  der  Untersuchung  entnehmen  %i  ird, 
ungeföhr  dieselbe  Rolle,  wie  b^i  den  goniometrischen  Functionen 

der  Kreisquadrant  oder  -g«    welcher  ebenfalls  der  kleinste  Werth 

if.jj 

fArtihetiZeielien  dafflri'anBafitBhiiiMlV'Mrmi  Mvm^gBti  ddp^tlMb  ifgaMf 
dachten  Analogie  das  Zeichen    tci    wähle,    so    dass    in  Hinkunft 
beständig 

•    <•  I  •■•,_-  >,,,-> 

* 

«,  =  ^^  =2,22144  14690  79183  i2351 

sein  soll.    Dieser  Bezeichnung  gemäss   hat  man  daher  für  jede 

beliebige  ganze  J^hl  ij  \,. 

■*',"».,  '  ■      _    .1 ,   .  ,      i-ii-» 

g?J:(2« — l)7ri=:Ü    und  auch     g)4:(2n  — l)^.t  =  0. 


Auf  ganz  gl/oichve.  Wfj^e  lasj^^^sLch  ^|e  Wi^rt^e^von  x  finden, 
flir  welche  va:=0  wird.  JDenn  setzt  man  in  dieser  Gleichung  an- 
statt ^x  den  Werth  aus  §.5.,  so  zeigt  sich,  dass 

X  XI 

und  daher  entweder 


,l»!-.i   :^j        !.'■        I  .       .■•  .-i      ■    '».^x/ll^i     /     •^■•.    '.VI.      ■.■•.•71       ^l 

sein  müsse..  Der  .ersten  von  diesen  Gleichungen  wird,  nur.Genuse.. 
eeleistet.  wenn  .., 

X 

-^=z±n7t  folglich  xz=z±njicV%^i:2Tqp^K 
angenommen  wird,  fiir  die  ander^  GJeichung  hingegen  muss 

XI 

— 7n  =  4:W^  und  daher  »t  =  J:W7cl/2.t  =  +  2w^j  .t 

^^  -0..    •._;,.;..       ^       ;. 

sein.    Demnach  ist  für  jede  beliebige  Zahl  ?i,  mit  Einschluss  von  0, 

ip + 2n7ti  =0    und  auch     y  dt  ^nni .  i  ^0, 

w&hrend  ffir  k^ei<n-en  a^a^ere^t^e^Men  .odßr  imagbi^ren  VVeith 
von  Xp  der  nicht  in  einer  der  beiden  Formen  4:2nni  = -j^nnV2 
oder  ±2n7r|.t  =  J:n7rV2.t  enthalten  ist,  v^  =  0  sein  kann.       ;  j   .^ 

28* 
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$.37. 


I 

• 

WeDD  für  w  entweder  %  oder  auch  ein  Vielfaches  too  mg 
angenommen  wird,  lassen  sich  die  hypercyclischen  Foncfiooeii 
ganx  leidbtln  reeller  Form  durch  Exponentfalgrossen  oder  dorcb 

9sV2 

hyperbolisohe  Functionen  darstellen«    Denn  ffir  arssai^ss    ^       iet 


I 


sin;^=:sin^=t8in^  =  ^(e^— e   «) 


f 


und  folglich  yermdge  §•  5. 

1  n       1      ^      — * 

^%=0,    x»i  =  y^Cos^r=:g^(««+e    «), 

In  Bezug*  auf  die  Vielfachen  von  tci  müssen  wir  die  beiden 
Fälle  untersdheiden»  wenn  entweder  ein  gerades  oder  ein  un- 
gerades Vielfaches  anstatt  x  angenommen  wird. 

Ffir  ar=2»9r|=n9rV2  ist 

COS;j-Q  =cosn»=(— 1)", 

sin  ^=sinii9rs=0; 

cos  7^=cos»jn'=  Cosnn  =  J(e"*  +  e-»«) , 

•  • 

«Pf  t 

sin-Ts=sln}im=:tSinii9f=A(€«^ — «•"*)  > 
mithin 


^imni  =  (—  1)" .  Cos  nn  ä  ^  ^  ^  («•« + e-««),    ^Siiyki  ssO, 
fiBr  «s(2ii— ])«i  =  -i 5^ bingegea  erhXlt  mao: 


^=cos 2 =  a, 

.     JT         .CA»—!)»       ,     ,v^, 
■'"  V5  ~      2" = ^"  '^  ' 

5 =C0S 5 =  i(«       •        +«  » 


*"*V2=**" 


2 


). 


,  ^     .„.  (2«-l)»    »• ,  25=»);      -f -*)« ^ 

■od  hieraus  folgt: 

9(2fi—  1)«!  =0, 

X(2«  -  l)«i  =£(2»  - 1)«,  =  t:^ti .  Cos  <^L^1>!1 

=  4y2-<'    "     +*      *    >• 

Ich  orlaabe  mir  die  Folgerang,  welche  sich  hier  o  eben  bei 
.ergeben  hat»  die  aber  aus  den  sogleich  nachher  beizubringenden 
Formeln  auch  unmittelbar  erwiesen  werden  konnte,  besonders 
hervorzuheben,  dass  fär  jede  ganze  Zahl  n  stets 

• 

ißnni  =  —  S2nni    und    %(2n — 1)7^1  =£(2» — l)«i 

ist.  Indem  ich  dabei  bemerke,   dass  diese  beiden  Gleichungen  in 
eine   einzige  zusammen   gezogen    werden  können,    wenn  man 


pini  =  ( —  1)»+* .  injti 


Mist. 


Die  TOTstehenden  Ausdrücke  sind  zur  wirldichen  näherunge- 


weisen  E^ej;^hiit^  de^  (lypeiyfy^clisclien  Fiii^ctipiien  ganz^jtfbeqaem.^ 
sobald  man  sich  dabei  der  logarithmischen  oder  der  von  (Juder  — 
mann  berechneten  T^leln  der  hyperbolischen  Functionen  bediene^K. 
kann;   t^ena  mäti' ^aljier  eine  gtokse^rq  Genauigkeit  verlAfcgt»   alk. 
diese  Tafeln  zu   gewähren  vermiigen,  wird   man  sie   hiezu  wenie^ 
brauchbar    finden.     In   einem    sol^^tiep    K^)(e  wird  man    sich    f&i 
x=7ti  mit''VdrÄy-frti<;f  Röihön  des  §.2.  bedienefnf>' berdercit  Älte- 
wendung  jeder   beliebige   Grad   der   Genauigkeit    erreicht  werden 
kann.     Auch  (üt  a=z27ti  ist  dieses  letztere  VjC^rfahren  noch  keines- 
wegs mit  allzu  grosser  Unbequemlicblibit  verbunden ,    doch   WM 
man  leichter  zum    Ziele  gelangen,    wenn  man   die  Formeln    des 
§.21.  anwendet.     Auf  diesen   Wegep  .  habe^  ^bh    in '  ^ .  Dednp^- 
stellen  genau  gefunden:  -  ' 

' ,  "^     tl,7fi  •i42;3Öl29  8902S  07J94  8^346^    ?        ' 

XTTi   =67ri=:  1,77425  •M174  66456  76432, 

9>27ri=:^  11,59195  32756  21520  6277S, 

jßTti  =— £27ri  =-8,16619  19136  72924  1799L 

Ffir  höhere  Vielfache  von  %  wird  der  Gebrauch  der  Reihen 
des  §.  2.,  wie  schon  in  §;'3.  beni^rkt  Wurde,  fortwährend  unbeque- 
mer >  wesshalb  für  diese  Fälle  auf  andere  Weise  vorgesorgt 
werden  muss.    .  •     *  .         ■ 

6.  38. 

Die  vier  ersten  in  $.  26.  aufgeätetlten  Gleichung'eri  nehmen 
eine  weit  einfachere  Gestalt  an,  wenn  darin  anstatt  y  entweder 
TCi  oder  ein  Vielfaches  von  ttj  gesetzt  wird.  Beschränken  wir 
uns  hier,  um  nicht  weitläufiger  zu  werden>  als  geradezu  nothweD« 
dig  ist,  auf  die  beiden  ersten  Fälle,  in  welchen  entweder  yzzsysi 
Ödfeff  *jf-ti'2rti'*angffnoiiltncrt  w^ird.  För  y^Tt^  Ist '^efifitö^  §.3S. 
i^^±^^t^|4±ti;  daher  gehen  di^  be^eichnef^n  Gleichdfegetl  ito  M- 
gfertde  öberi  '  ''    ■' 

q>(x  +  n7ti)^ — 2xl;7ti ,  ipia;  t(w  — l)7r,)  —  9?(a:  +  (« — 2)7Ci), 

X(X'i-n7ti)  =  —  2^7ti,S(x  +(w  — 1)%)— 3j(a:+(n  — 2)7r4), 

^      tfj(^+7/;rJ=     2i/;7ri.qp(.r  Kw  — l);ri)-'^(a:+.(«---2).5rj),  ? 

f  (.r  +  uTti)  =     2ilt7ti .  x(a:  +  (n  —  l)7Ci)  —  S(x  +  (w  —  2)«^). 

Aus  diesen  Gleichungen  können  die  hypercyclischen  Funali«-   1 

4ien    (ur-  die   in    einer    arithmetischen    Progression    fortlaufenden    1 

W^rth'e  der  Vetänderllcheh  '    ■  -  1 
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x-{-27Ci,    x-\r3ni,    x-{-47ti,    x-t-Sati,  ,.•• 

nach  and  nach  ganz  leicht  gefunden  werden.  Indem  man  darin 
ii=:2,  3,  4>....  annimmt,  sobald  die  Functionen  für  :t  und  x-{-7ti 
Wteits  bekannt  sind. 


§.39. 
Werden  die  Gleichungen  des  §»38.  nach  der  Ordnung  durch 


X(j:  +  (w  — IK) 


getbeilt,  so  erhält  man : 


1 


9(a:+(«— 2)%) 


9>(a:+(n— 1)%) 


=z2^ni 


y'(a:  +(n— 2):nfi) 
6(:r+  (n~2)7ri) 


Hieraus  ergibt  sich  ferner,  indem  man  n—  1  anstatt  n  setzt 
nd  die  auf  solche  Art  zum  Vorscheine  kommenden  Werthe  in 
des  früheren  substituirt. 


^(a?  +  (n— 1)%) 


=  2^7C|  -|- 


1 


2^%  — 


1 


2y':jri  — 


1 


X(ar+(n~^2)^) 


490  Xnmr:    SiUmiMwm  dm'  9wrz^0UchsUn  Ei§en$ckmfl€m  €imi§m' 

q>{x-{-{n — 3)97]) 
i{x  -f  nir,)       _  1       _ 

Nimmt  man  niiD  abermals  in  deo  zuerst  angegebeoeti  Au«- 
drffckeni» — 2  anstatt  n  an,  setzt  die  auf  solche  Weise  erhaltenen 
Wertbe  in  den  letzten  Formeln»  und  fahrt  in  dieser  Art  der  Sub- 
stitution fort;  so  überzeugt  man  sich,  dass  jeder  von  den  vier 
Quotienten 

^(x  +  («-l)7ri) '  g(:r  +  (n  ~  \)7t{i ' 


9)(a?  +  (n— l)7r,)'  Z(a:  +  (»  — l)^i) 

in  einen  Kettenbruch  sich  verwandeln  lasse,  dessen  TheilbrfiGhe 
sKmmtlleb  gleich  ^ sind,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  jedes- 
maligen letzten*  welcher  in  den  einzelnen  Quotienten  nach  der 
Ordnung  entweder 

1  l 


I 

J(^+«l) 

1 

Z(«H«i) 

ipx  jx  yfX  ix 

oder 

1  1 


(p{x  +  n^)  X(^H%)  '  V^(^  +  ggi)*  S(ar  +  n^} 

yfX  ix  (px  %x 

sein  wird,   jeuachdem  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist    \ 
Die  Gesammtzahl  aller  Theilbriiche  beträgt  n — l,  wobei  natür- 
lich das  erste  Glied  2tpni  nicht  mitgerechnet  ist. 

Die  Form  der  Kettenbrüche  für  die  bezeichneten  Quotienten- 
erscheint  zwar  nicht  besonders  bequem,  um  die  Wertbe  derselben 
und  dann  ferner  ihre  Zähler  aus  den  Nennern  wirklich  zu  berech« 
nen;  «ie  dürfte  jedoch  nicht  nur  an  sich  selbst  bemerkenswerth 
sein,  sondern  sie  gestattet  uberdiess  eine  Folgerung,  die  anf  einen 
andern  Wege  sich  nur  schwer  nachweisen  lassen  möchte.  Be« 
trachtet  man  nähmlich   dabei  n  als  fortwährend  zunehmend ,   sa 


MUi  den  gmUameiriBcken  %unäch$i  verwandim  FumctUme»,     43 1 

ist  klar,   dass  jeder  einzelne   von  jenen  Quotienten  eich  immer« 
mehr  dem  endlosen  Kettenbrucbe 

2v»,  + j 

2v«i  + 


2^»,+^ 


2y«|  + 


nähern  mdsse«  dessen  Werth  bekanntlich 
^^+V(v»i*+l)=y%  +X«iV2=4,81W7  73809  «Wöl  66547 

vkL  Diese  gefundene  Zahl  ist  daher  die  gemeinschaftliche 
Gränse,  welcher  sich  jene  Quotienten  bei  fortwährendem  Wachs- 
thome  von  n  ohne  Ende  nähern. 


§.  40. 

Setzt  man  in  den  vier  ersten  Gleichungen  des  $.26.  jf  =  2»|« 
so  erhält  man  wegen  ^^=:v'2n'|=0  folgende  Werthe: 

gKar+2ii»|)=2y2;ri .  q>{x  +  (2«  — 2)7ri)  —  q>{x  +  (2n  — 4)»!), 
X(* +  2n«i)=2y2«i  .xC«  +  (2«-2)jr,)— x(«  +  (2it-4)»,), 
^f{x  +  ifiTti) = 2qfl7tx .  \ff{x  +  (2n  --  2) jti)  --  \p{as  +  (2ii — 4)9r|), 
{(ar  +  2iMr|)  =2y2«,  .£(a:  +  (2«  -2^)— £(ar  +  (2ii— 4)»,). 

Indem  man  hierin  för  n  nach  und  nach  die  Zahlen  2,  3,  4,.... 
anoimmt»  überzeugt  man  sich  aus  diesen  Gleichungen,  dass  die 
gimcbnamigen  hypercyclischen  Functionen  för  die  in  arithmetischer 
Progression  fortschreitenden  Wertbe  der  Veränderlichen 

x^    x-^-  27t|  y    x-^  Atci  ,    X  -f"  GtT]  ,    X  "t"  8?i^ , . . . . 

laater   recurrirende    Reihen    bilden,   deren    gemeinschaftliche 
Relatlonsscala 

2g)2«i,    -1 

M^  weMch''aqs  den  beiden  ersten  Gliedern  einer  jeden  solchen 
BflÜM  alle  folgenden  sehr  leicht  gefunden  werden  kDnnen. 

Fmmei  iel  auch  ohne  genauere  Ausfiihrung  einleuchtend,  dass 
das.  gleiche  Verfahren,  wie  es  in  §,  39.  angewendet  wurde« 
▼erstehenden  Gleichungen  die  Quotienten 


In  dar  Forot  vod  Kettenbrfiohsn,  bei  welchen  alle  T heil krOdit 
mit  alleiniger  Ausnahme  des  letzten  gteich  — ö~'> —  »iod,  darge- 
stellt und  dadurch  zugleich  dieCrSnceii  angegeben  werden  kCii- 
neui  TcelclwOM*  M  dem  fortwübrenden  Wacbstbume  von  n  iaatt 
mehr  licfa  n&bern.  Letzter«  «rgibt  sich  für  aNe  Vier  Quotienten 
MeUilttiiBmHMM-KettiMmHili  ■■■■-■^'>- ■ 


29.2«, ^ 


d^en  Wjut^,  ^<^e,m»ii.l^i;lit  findet,  (p2w,  ivU^^ti)' — i)^ 
tögt.  Hiebet' i^  .rflcVf^i^l^Uipii  des  Vorzeichens,  mit  welcfaem  die 
vorkommend«  Wunsel  genommen  werden  snll,  zu  bemerken,  dus 
die  beiden  Glieder  gleiche  oder  verschiedene  Zeicheu  haben 
m&esen,  je  nachdem  die  Reihe,' zu  irelcher  die  GrSnze  gesncbl 
wird,  nUmensch  betrachtet  eine  eteigende  oder  fallende  ist, 
was  in  jedem  einzelnen  Falle  schon  aus  der  Beschaffenheit  der 
ersten  Glieder  beurtheilt  werden  kann.  Demnach  ist,  da  nii 
den  Werth  von  tp'Üni  in  §.37.  mit  dem  Zeichen  —  behaftet  gefun 
den  haben,  die  Gränze  einer  steigenden  Reihe: 

v2jii-V(C9>2jr,)''-l)=— 23,14069  26327  79269. 

kfngq^  fllteine  Reihe  mit  abnehiaend^ii  GII«derB: 

V'2ni  +  v'((v2«i)"-l)=  -0,04321  39182  63772. 


S.  iL  .   , 

Die  Formeln  des  $.  38.  oder  auch  des  §,  40.  können  nun  n- 
nS^st  dazu  gebraucht  werden,  um  die  hypercycliBchfln  Funeti»- 
»eil  'irfler  bfl-heren  Vielfachen  von  n^  mit  grosserer  Beq^anficfc- 
keit  an  berechnen  als  nach  g.  37.  in  Bezog  auf  die  Functk»  ft 
bandelt  es  sich  dabei  nur  um  gerade  Vielfache  and  für  Ae 
Function''^ nnr  am  nngerade  Vielfache  tob  a,,  'da wir  BiMf.% 
irisMii,  daM  filr  jede  ganze  Zahl  n  immer  9(3tiT~l)«jj  taO  «4 
4j2n»i  =0  ist    DflMbalk^  sind  hier  dte  tileiehoi^eA  d«B  (vift  Mi 


zweckinäs«lg«ten  enEuVireDdeif.  6«tzt  roan  oäbmlich  in  der  ersten 
von  ihnen  ^=;0  und  in  der  drjtteu  :r  =  %'^  so  findet  man 

und 

^Kfti  +  IM  ==32g)2»i .  v^C^ft  —  l)«i — ^(2«— 3)jri , 

woraus  nAtfh  nnd  nath  die  Werthe  der  Function  q>  ffir  alle  ge- 
raden und  der  Fqnction  ^  für  alle  ungeraden  Vielfachen  von 
ni  mittelst  der  bereits  bekannten  Werthe  von  9>27rj  udd  9^1  sich 
-tenecbatn  ■  lassen« 


HC"* 


Was  die  Functionen  %  nnd  §  anbelangt,  wissen  itir  aus  §.'$7.; 
dass 

ist.  Dieser  Eigenschaft  gemäss  braucht  man  für  jedes  Vielfache 
von  TTi  stets  nur  eine  von  den  beiden  Functionen  %  und  £,  z.  B. 
%,  zu  berechnen,  weil  die  andere  von  selbst  daraus  sich  ergibt, 
nähmlich 

(...  Hiezu  sind  die  Formeln  des  §.38.  ganz  bequem,  sobald  man 
fdM^  Functionen  für  alle  Vielfachen  von  n^  nach  der  Ordnung, z^u 
Mhalten  wünscht.  Setzt  man  in  der  zweiten  aus  ihnen  x=0, 
49  i  ergibt,  sioh 

oAor  aüeh>  wenn  man  anstatt  £  die  Function  ^  einfuhrt» 

•  •  •  » 

Sobald  aber  die  Functionen  entweder  nur  für  gerade  odcNr 
auch  ausschliesslich  für  ungerade  Vielfache  von  tci  berechnet 
werden  sollen,  sind  die  Gleichungen  des  §.40.  vorzuziehen,  weil 
bei  ihrer  Anwendung  der  überflüssige  Theil  der  Arbeit  erspart 
bleibt.  Denn  nimmt  man  darin  a:= — nni,  so  erhält  man  für  die 
Function  %  die  Gleichung 

aus  welcher  die  Functionen  der  geraden  oder  der  ungeraden 
Vielfaehen  von  rS|   ausschliesslich  gefunden  werden^  je  nachdein 
.man.  darin  anstatt  n  entweder  die  geraden  Zahlen  4,  6,  8, ....  oder 
4ie  ungeraden  Zahlen  j^,  5,  7, ....  setzt. 

'     Auf  d:«n  ebeiti  vorgezeichneten  Wegen  sind  folgende  W«rthe 
Iti  W  DedifttAlstelleh  genau  berechnet  wxii'dei^i 


4S4  l^nmr:    SiUwieMiung  der  vwn^HcMem  Si§nmolmßm  <ftHpi>r 

^^:=  —55,66439  75094  17548  VMB. 

^3^  =     e3»|=:-39,36175  40913  98872  99089, 

9>47ri=  267,74676  14837  48222  24590, 

X4»i  =--f4»|=:    189,33251  48805  24722  78006, 

t5^=  1287,95805  41971  83312  07790, 

X?""!  ==      l'^n^^  910,78317  14226  61106  83106. 

Bei  der  BerechDung  der  hypercyclischen  Fancfionen  Air  sehr 
hohe  Vielfache  yon  ic^  kann  die  BemerlcuDg  von  Natzen  «eb, 
da80  man  auf  die  hier  gezeigte  Art  nur  so  lange  yorwärts  an 
schreiten  brancht,  bis  entweder  die  Quotienten 

<pn7ti  V^^i  ^l^nTti  fn^ 

^(n  —  l)7ri  '    f  (n  —  l)7Ci  *     ip(n  —  l)7ti  '     ^n — l)»i ' 

oder  die  Quotieoten 

q>2nni  jßnTCi  g2«%  ^2ngg| 

9)(2«— 2)%  '     x(2n'-'2)ni  '    {(2n— 2K  '     tj;(2n— 2)»|  ^ 

welche  aus  den  in  §.  39.  und  §.  40.  betrachteten  hervorgehen,  wenn 
man  darin  mit  Ausserach tiassung  des  Vorzeichens  jr:=0  oder 
jc=:3Ci  annimmt,  ihren  eben  dort  angegebenen  Gränzen  so  weit 
sich  genähert  haben  werden,  als  man  überhaupt  die  Geoaalgkeit 
der  Rechnung  zu  treiben  wünscht.  Von  da  angefangen  verwan- 
delt sich  die  für  noch  höhere  Vielfache  von  ^  erforderliche  Ar- 
belt offenbar  in  eine  blosse  Multiplication  mit  diesen  Gränsosy 
oder  auch,  wenn  man  dabei  die  logarithmischen  Tafeln  anwenden 
kann  und  will,  in  eine  blosse  Addition  der  Logarithmen  jener 
Gränzen. 

$.42. 

Es  verdient  wenigstens  kurz  erwähnt  zu  werden,  dass  die 
hypercyclischen  Functionen  der  Vielfachen  von  9S|  ausser  der 
eben  gezeigten  recurrirenden  Berechnung  auch  eine  indepes« 
'  dente  Darstellung  durch  die  Functionen  von  n^  zulassen«  Mam 
braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  in  den  Entwickelungen  der  §§.  30. 
bis  33.  durchgängig  ^rzz^r^  anzunehmen.  Unter  dieser  Voran«- 
Setzung  erleiden  jene  Entwickelungen  sehr  bedeutende  Verein- 
fachungen, weil  für  x=::ni,  ^orzzO  und  %x=sSx  ist,  wesshalb  alle 
Glieder  gänzlich  wegfallen  müssen,  worin  der  Factor  ipx  vorkommt, 
hingegen  diejenigen  Glieder,  welche  die  Factoren  %/x  oder  &r  ont* 
halten;  einer  Zusammenziehung  ftbig  werden«    Zogieicb  tritt-  in 


diesem  Falle  die  Analogie  mit  den  goniometriachen  oder  eigent- 
lich nit  den  byperbotiacben  Reihen  so  atark  hervor,  daaa  jene 
nh  dieaen  letzteren  faat  ganz  fibereinatimmen »  waa  aich  auch  ana 
den  im  §.  37.  angegebenen  Werthen  leicht  erklärt  Aof  diese 
Art  gehen  s.  B.  die  im  $.  30.  enthaltenen  Entvrickelungen  .in  fol- 
gende Ober:    für  gerade  Werthe  von  n  iat  nfthmlich: 


^piiff| 


=  (—  l)*[2^*v«i" + 1 2"-»  y«!"-»  +  ^XT"  ^"*^^ 


.  n(n— 4)(n — 5)^  ^  .         , 

■od  Ar  nngerade  Werthe  ron  n: 

n(n—4)(n—6) 

+ — rxs — *^  ^"»    +  -J- 

Ans  den  Reihen  de«  $.31.  hingegen  erhilt  man  fär  gerade  n: 
ipi»^  =—{»»,  =  (-  l)*[(2t«,)— »  +  ("7^)  (2v«,)-» 

■ad  fllr  ungerade  n: 

pi»j  =  4ii«i  =  (-  l)ä~[(2^^)«-i  +  ("7^)  (2V«,)«-» 

+  ("T^)  CiV«i)"-»+  ("7^)  (2^«,)-'+....]  .2»,. 

Ich  bemerke  biebei,  daaa  die  beiden  letzten  Auadrücke  aich 
in  einen  einzigen»  ßr  alle  ganzen  Werthe  von  n  giltigen»  zu- 
saaunensiehen  laaaen»  indem  man  setzt: 

+  (*7^  )  (2*«.)"-»+  ("T*)  (2v»i)-»  + ....].  X«,. 
HU  HHIe  deser  Reihen,    welche   TemSge   der    Beschaffenheit 


dahci  Pntpuxe«)  mit  snbtrac tiven  Expanenlen  «mci  VorBckeiiM 
ItMimeo  4<ill«D,  ki'iiiiiea  die  bypercydüyclien  FDarlMiwn  «iwi 
«inxelaan  wie  inniKr  hoben  Vietr»chen  run  m,  fSr  sich  allöq 
ab»bhä*);iK  tob  den  vwfacrgelieDilen  ans  (i«i)  b«fcaanlen  Ww 
Ibea  von  7^  ■■■!  is,    bet«chnel  vieidcn. 


5 .«. 

Neb^l  den    liisher    befaaDtlelten    VietCachen  voa   R)    erecbeini 

ivMbmSssig,  auch  der  Berechnung  der  b}rp»cycli<«rhen  Fod- 

rmeii  für  die  ungeraden   \ielracheu  von   i»,   eine  beHomlere 

kante  Betracbtong  zu  nutmen,  da  wir  derselben  iui  NacUalgecden 

)  beetininilen  Zwecken  bedürfen  «erden.     Diese  Bereebnung  auf 

am  Wege  der  Recumion  Torzunehmen,  unterliegt  beiner  Scb«>& 

rigkeit.     Demi    setzt   man   in  f  38.  j-  =  iji| ,    so  «rbilt  man 

,   Gleichnngeo: 

1 


/■2n  +  l\ 


i 


aus  welchen  sich,  indem  nia 
bypercycli sehen  Functionen 


M  ^  1  r  '2,  3,  —  »Driininil,  die 

,  (R, ,  jXj finden   lassen, 

Funclionen  von  ^jt,  bekannt  sinrf.  Letztere  kün- 
Konohl  unmittelbar  aus  den  Reihen  des  §.2.,  als  auch  durch 
Gleicbuujien  des  §.  22.  berechnet  werden. 


Auf  die 
Befnndenr 


en  Wegen  habe  ich  folgende  näheruni;siveitie  Werihe 

7)in,=  0,93664  00694  31430  0H843, 

X't^i  —  1,09664  00253  69007  728'», 

^\7ty=  0,61424  31271  86595  64917, 

|ini=  0,22796  90638  82998  IIKJS, 
^äw,  =  -3.76375  41395  00834  80102. 

Xi«,  =  0,04739  01124  91077  42639, 

vlw,  =  3,69673  43997  92561  43365, 

fS»,  =  6,47S36  20370  98881  0938H. 


«Mir  äen  ganiametrischen  %unäcb9t  perwandien  FuncUonen.    4*27 

Ffir  die  b Obere d  Vielfacben  von  ifCi  köoneo  andere  Gleichun- 
gen aufgestellt  werden,  welche  vor  den  obigen  den  Vorzug  be- 
sitzen« dass  darin  die  verschiedenen  hypercyclischen  Functionen 
▼on  einander  abgesondert  erscheinen  und  daher  auch  abgeson- 
dert berechnet  werden  können.  Setzt  man  nähmlich  in  den  For- 
meln des  §.40.  x=  —  (n — 1)%,  so  ergeben  sich  daraus  folgende 
Werthe: 

/2w+l\         ^   _  /2ii^3\  /2n-7\ 

Hieraus  zeigt  sich,  wenn  darin  zuerst  n  =  2,  4,  6,....,  dann  fer- 
ner auch  n=:3,  5,  7,f-  angenommen  wird»  dass  die  hypercycli- 
schen Functionen  der  Werthe 

^    und  auch  der  Werthe 

—  J»i,.    Jj^i,    {jr,,    V»i,    V»i»...» 
V   recurrirende  Reihen  mit  der  gemeinschaftlichen  Kelationsscala 

2^2% ,    —  1 

bilden,  durch  deren  Hilfe  aus  den  bekannten  zwei  ersten  Glie- 
dern einer  jeden  solchen  Reihe  alle  folgenden  sich  flnden  lassen. 

Als  Beispiele    dieser   Berechnung    mögen    folgende   dienen, 
welche  bald  als  nützlich  sich  erweisen  werden: 

V|»i  =—17,93728  96670  62212  26459, 
11»!  =-  0,00985  14364  93308  65630, 
q>lici  =  86.32188  41818  57338  41850, 
Xin,  =—  0,00204  79124  44675  41791, 
V5%  =  415,24220  42926  73679  66398, 
U^  =>      0,00042  57191  7J402  58270, 
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9)Vjn=— 1997,01474  20426  40190  979tJÖ, 
2V%  =  0,00008  84983  20996  56470, 

^V5ri=— 9608,99917  07034  07976  81260, 
{V«i  =  —0,00001  83969  93476  39701, 
^ V%  =  46223,87322  96665  59248  94860, 
^V^ii  =      —0,00000  38243  59209  96456. 

Es  wird  ka^um  nothig  sein ,  hiebe!  noch  besonders  za  erinneni, 
dass  aas  den  vorhin  zuletst  aufgestellten  Gleichangen  durch  die 
in  §.  39.  angewendete  Methode  die  Quotienten 

^h  'fi")-  ^C^-h  tC^)- 

K~2~y"»   ^-2-;«»   "^(r^-h   K~5"~>)'» 

i 

in  der  Form  von  Kettenbrfichen  dargestellt  werden  kOaneij 
deren  G ranzen  bei  fortwährendem  Wachsthame  von  n  die  DähWl 
liehen  sind ,  welche  bereits  In  §.  40.  angegeben  wurden  und  dl 
von  diesen  Gränzen  hier  gleichfalls  ein  ähnlieber  Gebrauch  wie 
§.  41.  zur  Verkürzung  der  Arbeit  bei  höheren  Vielfachen  von 
gemacht  werden  könne. 

Eben  so  wenig  will  ich  dabei  verweilen,  die  independent( 
Darstellung  der  hypercycliscben  Functionen  für  vielfache  Wer 
von  «TTi  durch  die  Functionen  von  ^tti  umständlich  zu  zeigen, 
sie  durch  die  in  den  §§.  30.  bis  33.    enthaltenen  Verfahrung 
ten  ohne  Schwierigkeit  bewerkstelliget  werden  kann.    Ich  bemc. 
nur,  dass  insbesondere  das  in  §.  33.  gelehrte  Verfahren  in  dt.^ 
gegenwärtigen  Falle  nicht  nur  sehr  leicht  zum  Ziele  fuhrt,   soi^ 
dern   auch    vergleichsweise   höchst    einfache   Resultate    gewäkitaü 

«V2     ,         or  JT  -3 

Denn  Hlr  j:  =  4^  =  ■   ä       ist  -^  :=  j ,   und  daher  s  2 

cos;^  =  cosj=-2-,     s«ny2="2' 


4 


nx  nn  .   nx        .    un  *% 

;^=cos-y,        sm;^  =  sin-j.  « 


Durch  die  Substitution  dieser  Werth^  verwandeln  sich  z.  B.  dlei 
beiden  dort  f&r  q>nx  und  ^imx  angegebenen  Reihen  in  folgendi^^ 
nur  fOr  additive  ond  nngerade  Wertbe  von  n  giltlgo:  - 1 


«tfir  den  g^niomeirisrkfn  tundeksi  rertrandten  Tumctimen,     4S9 


■9Bi  .     1171 


W«,^^      ^  .       -   « 


r-^=4.«ln-j  [(2v2v4»»,)"  +  ,-(2V2^;«,)-» 


+  ^^^-\2V2^>«,)-«  +  ....J. 


$.  44. 

Da  die  hypercycli^chcn  Functionen,  nie  w\t  in  §.  8  preschen 
^benv  in  AUgemeinen  durch  eine  Verbindung  goniometrificher 
•it.  hyperbolischen  oder  Elxponential- Functionen  sich  darstellen 
IlMeii,  so  gilt  dasjenige,  uas  in  §.  37.  über  die  Berechnung  jener 
FoDCtioDeD  f&r  die  Vielfachen  von  tci  gesagt  wurde,  auch  für 
|#4en  andern  beliebigen  Werth  der  Veränderlichen  ;r.  Dem* 
können  die  goniometrischen ,  hyperbolischen  und  logarithroi- 
Tafeln  überhaupt  zur  Berechnung  der  hypercyclischen  Fun« 
len  fttr  alle  V(^erthe  von  x  angewendet  werden»  sobald  man 
mit  derjenigen  Genauigkeit  hegniigt,  welche  die  zur  Verfügung 
leoden  Tafeln  gestatten.  Zur  Erlangung  einer  grOsse- 
[fiD  Schärfe  hingegen  müssen  andere  Hilfsmittel  aufgesucht  wer- 
jlb»  ond  zwar  nur  fiir  den  Fall,  wenn  x  den  Werth  ni  Gber- 
^H|t,  weil  ftir  kleinere  Wertbe  von  x  ohnehin  die  Reihen  des 
|il  rasch  genug  convergiren,  um  den  Gebrauch  irgend  einer  an- 
fam  Berechnungsmethode  ganz  überflüssig  zu  machen.  Bei  dem 
BHritte  des  eben  bezeichneten  Falles  kann  man  sich  der  vorher- 
liknd  mitgetbeilten  Formeln  in  folgender  Weise  bedienen: 

Jeder  Werth  von  x,  der  grosser  ist  als  tC],  lässt  sich  durch 
fc  Division  mit  tTi  auf  die  Form  h^T]  -^y  bringen,  wo  n  so  ange- 
I Humen  werden  kann,  dass  y  kleiner  als  ^tti  awsfällt.    Berechnet 
nun  durch  die  Reihen  des  §.  2.  die  hypercyclischen  Functio* 
von  y,  dann  auch  vermittelst  der  Formeln  des  §.  20.  jene  von 
%jbjf;  so  können  daraus  ferner  durch  die  Gleichungen  des  §.38. 
ie  Functionen  von  27Cj  ±f/,  3;rj  -i^y,  ^n^  db.V»  "-  ^*  ^*  hergeleitet 
werden,  and  man  braucht  auf  diese  Art  nur  so  weit  fortzufahren, 
Us  man  so  dem  gegebenen  Wertbe  nni-i:y  gelangt  sein  wird. 

lefa  will  mich  nicht  dabei  aufhalten,  die  mancherlei  Verkör- 
Mgen  anzugeben,  deren  das  im  Allgemeinen  so  eben  erklarte 
Verbbren  fthig  ist,  die  man  beim  wirklichen  Ciebraucbe  ohnehin 
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leicht  selb5(t  fiiideii  wird,  sondern  nar  einer  AbXndemng  deMtÜNi 
gedenken,  die  dann  mit  Vortheil  angewendet  werden  kann»  wen 
die  hypercycliechen  Functionen  fGr  mehrere  Wertbe  der  V» 
ftnderlichen  berechnet  werden  sollen.  In  diesem  Falle  wird  bm 
sich  eine  beträchtliche  Erleichterung  der  Arbeit  verschaffen,  h- 
dem  man  vorläufig  die  hypercyclischen  Functionen  für  die  Viel- 
fachen von  »I  so  weit  berechnet,  als  man  derselben  bedarf;  dm 
jeden  einzelnen  gegebenen  Werth  der  Veränderlichen  aaf  die 
Form  nn^A^y  bringt;  die  Functionen  von  y  aus  den  Reihen  dee 
§.  2.  bestimmt  und  hieraas  die  Functionen  von  n%  4:^  durch  die 
Cileichungen  des  §.  20.  ableitet,  indem  man  darin  j;  =  r9C|  annimnL 
Das  (üanze  ist.so  einfach,  dass  eine  umständlichere  Erläuterung  oder 
die  A  iifulirung  eines  Beispieles  als  ganz  überflüssig  erscheinen  mOsste. 

Man  wird  leicht  selbst  sehen,  dass  bei  dem  vorhergeher 
den  Verfahren  anstatt  der  Vielfachen  von  ttj  auch  jene  ven  9i| 
oder  auch  viMi  Xit^  angewendet  werden  können,  indem  HM 
jeden   gegebenen  Werth   der   Veränderlichen  dorch   die  Difiriei 

mit  2^1  oder  mit  19%  auf  die  Form  ^^^y  oder  -^  J:^  hrfa^ 

wobei  dann  im  ersten  Falle  nur  die  hypercyclischen  FanctiiMi 
der  geraden  Vielfachen  von  n^^  ib^  andern  Falle  auch  jene  der 
Vielfacben  von  \kx  vorläufig  berechnet  zu  werden  foraneben. 

Noch  verdient  der  Umstand  erwähnt  zu  werden,  dass  mae 
sich  anstatt  der  Gleichungen  des  §.20.  auch  des  Taylor'scbei 
Lehrsatzes  zu  gleichem  Zwecke  bedienen  könnte.  Denn  aus  dein- 
selben  ergeben  sieh  mit  Berücksichtigung  der  in  §.  13.  und  %,  16. 
angeführten  Wertbe  der  Differeiitialquotienten  folgende  Reihen: 

y               y^             y^               y*              «/* 
(p(.r  \  y)  =  9a:  — J^-.j--V;j:.-^— X^-%  — 9^^*  4r  +^^-^  + 


y      j.    y^         y^  v^  v* 


^(^  +  ^)  =  ^^  +  %^-l  +  9^^' 2  ""  ^^'bl  ^^^IT""  ^•^' 5!"" 

y             y^             y^             y^             1/* 
{(•^  i2/)  =  Jar  +  "«/'^.j-+  X^--2  +9-a^-3r—  ?^ •  ^f  — '«/'^ •  |j  — 

Diese  Reihen  sind  für  jeden  beliebigen  Werth  von  x  und  von 
y  convergent.     Desshalb  lassen  sich  daraus  unmittelbar  die  hyper- 

cycli<»chen  Functionen  von   w;ri  +  ^   oder   '2n7tiJhy    oder    —ct  ijj 
ebensowohl  berechnen,  wie  aus  den  Gleichungen  des  $.  20.    Mio 
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wird  aber  iiclm'«rlich-8tt  verkennen  tni  tMaiide  «ein»  4a8tc  di««« 
Gleicbungen  and  jene  Reihen  «igeotlich  ^ans  einerlei  und  nur  In 
ihrer  Form  verschieden  sind.  Denn  substituirt  man  in  den  Glei- 
dbo^gen  anstatt  der  hypercyclischen  Functionen  von  y  die  gleich- 
g^lteinden  Werthe  nach  §.  2.  und  ordnet  alles  nach  den  Potenzen 
iFoii  y»  so  erhält  man  sogleich  die  vorstehenden  Reihen.  Au» 
M^bem  Gtrutode  ist  es  itn  Grunde  glelchgiltlg,  welche  von  beiden 
Artcfti  vbti  Aasdrücken  man  antvenden  mag. 


§.  45. 

Wir  niü'88en  nunmeLr  die  8o   eben  behandelte  Aufgabe   um- 
Icebren,  indem  wir  uns  die  Frage  zur  Beantwortung  vorlegen »  wie 
M  j^dem  gegebenen  Werihe  irgend  einer  hypercyclischen  Function 
der  entsprechende  Werth  der  Veränderlichen  oder»  wenn  es  viel- 
leicjit,  mehrere  solche  geben  sollte,  alle  zugehörigen  Werthe  der- 
selben gefunden  werden  können?     Eine  directe  Losung  dieser 
Aufgabe  erscheint  nicht  ausfiibrbar^   weil  keine  der  in  den  §§.  4. 
bis  8.  aufgestellten  Gleichungen  allgemein  in  geschlossener  Form 
sich    auflösen   lässt«    sobald  darin  x  als  Unbekannte  betrachtet 
wird.     Die  Umkehrung  der  Reihen  des  ;§•  2.»  welche  als  zu- 
nächst  liegendes  Hilfsmittel  sich   darbietet,    kann   zwar  insofern 
beyrerkstelligt  werden,  dass  man  nach  gehöriger  Festsetzung  der 
Form  der    umgekehrten  Reihen    die    ersten   Glieder    derselben 
'ohne  besondere  Schwierigkeit  zu  Onden  vermag.     Allein  es  dQrfte 
nicht  leicht  sein,  auf  diesem  Wege  für  die  Coeffieienten  der  Reihen 
ein  hinreichend   einfaches  Gesetz  zu   erkennen   und  zu  erweisen, 
um  über  die   Convergenz  oder  Divergenz   derselben   ein   sicheres 
Urtheil  zu  fällen  und   dadurch    die  Gränzen  ihrer  Anwendbarkeit 
zu  bestimmen.    Auch   die    Differentialrechnung   ist  nicht  im 
Stande,    zur    Erreichung    des    hier  vorliegenden    Zweckes    etwas 
Wesentliches  zu  leisten.     Denn   die  in  $.  17.  enthaltene  Differen- 
tialgleichung zwischen  x  und  der  Function  fpx,   welche  eben  zum 
ßehufe    der  gegenwärtigen  Vergleichung  dort    aufgestellt    wurde, 
zeigt  hinlänglich,  wie  ungemein  verwickelt  das  aus  derselben  sich 
ergebende  recnrrente  Gesetz  flir  die  Coeffieienten  ausfallen  niüsste, 
wenn  man  anstatt  x  eine  nach   den   Potenzen   von  tpx  geordnete 
Reihe  mit  unbestimmten  Coeffieienten  substituiren  und  daraus  die 
Werthe  der  letzteren  finden  wollte.     Aus  diesen  Gründen   scheint 
kaum  ein  anderer  Weg  zu  erübrigen,  als  eine  in  directe  Lösung 
unserer  Aufgabe  zu  versuchen ,  die  wenigstens  für  das  practische 
Bedörfniss  der  Berechnung  genügt,    wenn  gleich  dabei  «ine  vell- 
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»UnHisre  theoretiifche  Aaflusong  norh  immer  zo  wteffchen  bleibt 
Man  gdangt  zn  diesem  Ziele  am  eiDfacbsteo  auf  foigeode  WeiM. 

Wir  werden  uns  bald  Überzeusen,  dass  es  nicbt  «chwer  fiilH^ 
dip  gruAsten  und  kleinsten  Werthe  zo  bestimmeD,  wekbe 
jede  einzelne  hypercydische  Function  in  gewiscsen  loter^-aileD ,  dit 
so  wenig  von  einander  entfernt  sind,  dass  zwiscben  ihnen  bv 
ein  einzitses  «oirbes  Maximum  oder  Minimum  liegen  kann,  n 
erhalten  vermögen.  Durch  diese  Kenntniss  werden  wir  ods  w^ei 
AtT  ununterbrochenen  Stetigkeit  aller  hypercyciischen  FunctioMi 
in  fipn  Stand  gesetzt  finden,  auf  der  Stelle  mit  voller  Sicherheit 
zu  beurtheilen,  ob  in  jedem  einzelnen  dergleichen  lnter\*alle  ein 
Werth  der  Veränderlichen  wirklich  vorhanden  sei,  welcher  dem 
gegebenen  Werthe  der  hypercyclisrhon  Function  entspricht  oder 
ob  darin  kein  solcher  liegen  künne.  Für  diejenigen  IntervaUe^ 
bei  welchen  der  letztere  Fall  eintrifft,  ist  naturlich  jede  weitere 
Untersuchung  überflüssig.  Für  jedes  Intervall  hingegen,  in  wd- 
cheiii  man  das  Vorhandensein  eines  und  zwar  nur  eines  einil- 
gen  entsprechenden  W^erthes  der  Veränderlichen  erkannt  hat, 
wird  man  durch  einige  versuchsweise  vorgenommene  Berechnun- 
gen nicht  nur  engere  und  immer  engere  Granzen  für  den  zu  fin- 
denden Werth  erhalten ,  sondern  kann  dieselben  auch  einander  so 
sehr  nähern,  als  man  verlaugt,  indem  man  als  neuen  Versuchs- 
werth  für  die  Veränderliche  stets  das  arithmetische  Mitte!  zwischen 
den  beiden  zuletzt  gefundenen  Gränzen  annimmt.  Man  verkürzt 
«ich  dabei  die  Arbeit  bedeutend,  wenn  man  zur  Aufstellung  der 
neuen  Versucbswerthe  anfangs  der  sogenannten  regula  falsi  sich 
b'Mlicnt,  und  später,  nachdem  bereits  ein  genäherter  Werth  a  zum 
Vorschein  gekonmien  ist,  der  von  dem  wahren  x  so  wenig  sich 
unterMcheidet,  dass  der  Thterscbied  x  —  o=y  klein  genug  aus- 
fallt, um  bei  der  Entwicklung;  der  hy))ercycli8chen  Function  tou 
x^a  {-jy  durch  die  Taylor'sche  Reihe  die  nachfolgenden  Glie 
d^r  in  Bezug  auf  die  vorherii;ehenden  als  unbeträchtlich  vernach- 
lässigeo  zu  dürfen,  die  bekannte  Newton'sche  Näherung  an- 
wendet. Der  Taylor'2»che  Lehrsatz  gibt  nähnilich  für  die  Function 
fp  vermöge  §.44.,  wenn  dort  a  anstatt  x  gesetzt  wird: 


Hieraus    folgt : 


<pa  —  (fx        flfü   yj        xa    y» 


und  daher  ist  näherungsweise: 
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yfl  —  ya? 

wobei  der  begangene  Fehler  nahezu  durch  das  erste  wegge- 
laaneBe  Glied 

6a    2 

aaegedrückt  wird«  H-enn  man  darin  anstatt  y  den  gefuodeoeo 
Nibemogewerth  amihnnik  Auf  diese  Art  erhält  man  aus  dem 
frflbefen  Nfiherun»svrerthe  a  nicht  nur  einen  neuen 

sondern  ist  zugleich  im  Staude»  den  bei  dem  letzteren  iioch  un- 
terUafenden  Fehler  wenigstens  nahezu  anzugeben. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  findet  man  für  die  drei  anderen  hyper- 
eyclls^ben  Functionen  %,  ^  und  |  nach  der  Ordnung  die  N&he- 
raogswerthe 

fx  -—  ja  ia>   V* 

«f= ^  und  den  Fehler  nahezu    — «V* 

^""      W     '      •' "^t|;a*2" 

Es  bedarf  wohl  keiner  Erinnerung,  dass  durch  die  w  iederhoite 
Anwendung  dieses  Mäberungsverl'ahrens  jeder  gewünschte  Grad 
der  Genauigkeit  sehr  rasch  herbeigeführt  werden  kann.  Gelegen* 
heit  zur  wirklichen  Ausübung  desselben  wird  sich  im  Nachfol- 
geoden sogleich  ergeben. 


5.46. 

Man  wird  gewiss  nicht  unbemerkt  gelassen  haben,  dass  die 
in  $.  36,  ausgesprochene  allgemeine  Aufgabe  dort  nur  zur  Hälfte 
gelöst  wurde,  nährolich  nur  für  die  Functionen  <y>  und  \p.  Wir 
wollen  nun  zur  Lösung  derselben  Aufgabe  auch  fOr  die  beiden 
andern  hypercyclischen  Functionen  x  ""^  ^  schreiten  und  dem- 
nach zu  bestimmen  versuchen,  fiir  welche  reellen  oder  imaginä- 
ren Werthe  von  x  entweder  x^  =  0  oder  %x=^^  werde. 

Bei  diesen  zwei  Functionen  stellt  sich  das  in  §..  36«  eingehal- 


tene  Verfahren  aU  i;ani  erfotR?i>"  bsTins.     Penn  setzt  man  hier 
anstatt  jx  .und  Jj   iliTe  Wirlfc»  ans  J.  S..    so    er«ebtra  sich  dtt 


^  wH|^.€«,ffp^*- ^PM  ^.«^  35,»,, 
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t»iig^-itoiig^=6    und    laii5^  +  ilMg;p^=0. 

deren  keine  neden  »we  all^eiBeltiQ  A«f1<wangi  nsch  «in«.  ^i4qt)| 
Zerlegung  ^eetattet.  Aus  iliesea  Gleichun^pn  Issst  sich  kaop 
etwas  anderes  ecfaliesaen,  sin  »bb  ituth  nnmHtelbftr  an«  d«f  fie> 
trachtan'g  der  Reihen  <)e»  $.  2.  r«lgt,  nübmüeh  da«s  der  Werft 
21=0  jeder  von  beiden  lileiirhungen  angebüre,  und  darin,  -rfuM  i 
allemal,  sobald  einer  von  ibnen  irgend  ein  reeller  oder  imagiDl- 
rer  VVerth  x=:a  entwpricbt,  stets  aucb  die  Wertbe  x^—a  nnil 
j;^J;iit  der  nähmliehcn  Gleichung  Genüge  leisten  intiss«D.  Man 
kann  nicht  einmal  mit  Sicherheit  daraus  eutnebmsn,  ob  e»  anasef 
2  =  0  noch  irgend  einen  davon  ver^t^hiedenen  reellen  fVertb  vea  ' 
a:  gehe,  ivelcher  der  einen  oder  der  andern  aus  ihnen  zugehört  ' 
Das»  indeHBen  letzteres  iTirklicIi  bei  beiden  Gleichungen  der 
Fall  sei,  lässt  sith  ans  anderen  (iriindpn  leicht  nachweisen.  In  | 
Beaag  auC  die  Functinu  ^-^  machen  die  in  §.37.  und  $.41.  berech-  I 
Uelen  Wertbe  eroicbtlicb,  datis  }9ne  h'micüoa,  Süi  diii..  na«b  ^ 
Or^nnnif  foetsch reitenden  ungeraden,  nnd  eben  so  anofa  f%  im 
geraden  Vlelfdcbeii  von  n,  abweehselnd  verachiftdaa« 
Vorzeichen  erhalte.  Diese  Regel  f«ird  dirck  die  ib  §.  43t  4r 
jR»|  angegebenen  !■  e ibeiienttvi ekel un gen  allgemein  erwieaefl) 
weil  darin  aämmtliche  zwischen  den  Klammern  entiialtenen  Gli«- 
der  durchaus  additiv  sind  urtd  daher  das  Vorzeichen  des  gsn- 
len  WertheK  stets  von  den  ausserhalb  stehenden  Farloren  ab- 
bingf,  Welche'eben  lür  die  nach  der  Ordnung  wachsenden  sofrohl 
UDgeraden,  als  auch  lu'r  die  geraden  Werthe  von  n  ahvr£cbsijnd 
additiv  und'  snbtractiv  t^ind.  Da  nun  jir,  ad'dltir  itiid  x^n|  "aiib^ 
Lactiv  ist,  rotglich  ungleiche  Vorzeichen  haben ,  so  ergibt  aick 
daraus,  dass  aiich  ^n,  und  x^^i'  f<BT»er  ^'''^  »od  jÖn^'und  llt 
gemein  j(2n  —  l)«,  und  jSnn,  nothwendig  ebenralls  u^igreV*^'* 
Vorzeichen  besitzen  müssen.  Wegen  der  ununterbrochenen  it»- 
tlfrlcett  der  Function  )t3;  mnsH  i1an<  Kwisohen  jedenriiWre  der  bH 
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Vorzeichen  versehenen  Werthe  dieser  Function  wenig- 
sten« ein  reeller  Werth  ?on  x  vorhanden  sein«  für  weichen  jprdt 
\»t,  und  folglich  gibt  es  gewisn  wenigstens  einen  solchen 
Werth  von  j;  zwischen  jedem  Paare  der  angegebenen  Crfinsen« 
nlbmlich  zwischen 

TCi    und  2ni,      Sni   und   47t^,      Stti    und  (hti^ 
allgemein  zwischen  {'in-'.\)7ii  und  iuTti. 

Bezeichnen  wir  diese  Werthe  von  x,  ftir  welche  ^^  =  0  wird» 
nach  der  Ordnung  beziehungsweise  durch 

ao  dass  allgemein  on  zwischen  (2n — 1)7E|  und  2n9Ci  liegt.  Indem 
wir  es  einstweilen  unentschieden  lassen,  ob  es  ausser  den  eben 
beseichneten  vielleicht  noch^  mehrere  andere  mit  ihnen  zwischen 
denselben  GrSnzen  enthaltene  Werthe  von  a:  geben  könne,  fflr 
weiche  ebenfalls  %a;  =  0  ist,  so  wie  auch,  ob  nicht  auch  ausser- 
halb der  angegebenen  Gränzen,  nShmlich  zwischen  2%  und  Siti, 
Ani  und  Sttj  ,  u.s.  f.,  eben  solche  Werthe  vorhanden  sind,  Fra- 
gen, deren  Beantwortung  bald  nachfolgen  wird. 

Für  die  Function  ix  kann  ganz  auf  dieselbe  Art  erwiesen 
.werden  f  dass  es  zwischen  jedem  der  Gränzenpaare  2^  und  Stieii 
49Sl  und  5ff|,  allgemein  inni  und  (2n  +  })ni,  wo  n  jede  beliebige 
Kaoze  Zahl  mit  Ausnahme  von  0  bedeutet,  immer  weulg* 
stens  einen  Werth  von  x  geben  nifisse,  för  welchen  £a;  =  0 
wird.  Diese  Werthe  sollen  im  weiteren  Verlaufe  der  Untersuchung 
atets  beziehungsweise  durch 

Kl  »      ßt*      rS  »  •  •  •  •  P" 

bfilBeicbnet  werden,  so  dass  ßn  zwischen  2nfCi  und  (2n-|-])% 
liegt.  Auch  hiehei  behalten  wir  es  einer  baldigen  späteren  Ent- 
scheidung vor,  ob  nebst  den  bezeichneten  auch  noch  andere  der- 
jgleichen  reelle  Werthe  vorhanden  sind  oder  nicht 


§.  47. 

Wenn  man  bedenkt,  dass  vermöge  §.  36.  die  reellen  Werth« 
TOD  Xf  fiir  welche  9>a;:;^0  ist,  so  wie  auch  diejenigen,  für  welche 
t^rs=:0  wird,  jedesmal  eine  arithmetische  Progression  mit  der 
J)ifferenz  ijt^  bilden;  wenn  man  hiemit  den  Umstand  verbindet« 
4iMbi  sowohl  die  unteren,  als  auch  die  oberen  eben  oachge- 
wiesenen  Gränzen,  zwischen  welchen  die  mit  ck|,  tx^,  i%,....,  und 
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auch  jene,  zwischen  welchen  die  mit  ßi,  ß^,  /^s,....  bezeicboeteB 
2«ahlen  enthalten  sein  müssen,  2;!eirhfall8  arithmetische  Progr» 
«innen  mit  der  {renieiiischaftlichen  Differenz  2ni  aosmacheo:  h 
sollte  man  sich  zu  der  Erwartung  berechtiget  glauben,  die  Zah- 
len ffi ,  1x2 ,  a^f  —  und  auch  ßi  ^  ß^*  ß^ dflrften  ebenfalb  h 

arithmetischen  Progressionen  fortschreiten  und  jede  von  ihnen  in 
der  Mitte  zwischen  den  vorhin  angewiesenen  Gränzen  liegeoi 
Allein  in  diesen  Erwartungen  findet  man  sich  volfstSndig  getäuscht 
Denn  wir  haben  bereits  in  §.  43.  gesehen,  dass  keiner  von  im 
dort  beispielsweise  berechneten  Werthen^«^»  Zi^ «  zV^h*  zV^^ii 
eben  so  wenig  als  Htci,  $s:r|,  ^V^y  wirklich  gleich  0  sei,  ob- 
gleich alle  diese  Werthe  allerdings  nnr  klein  sind,  und  zugl^ 
fortschreitend  immer  kleiner  werden.  Diese  letzte  Eigen- 
schaft lässt  sich  nun  ohne  Schwierigkeit  allgemein  beweisea. 
Denn  aus  §.  40.  ergibt  sich,  wenn  dort  entweder  'n^  oder  lS| 
anstatt  x  angenommen  v\ird,  dass  die  Quotienten 

/4»  +  3n  Y4«+1\ 

bei  fortwährendem  Wachsthume  von  n  sich  immer  mehr  einer  be- 
stimmten Gränze  nähern  müssen,  welche,  wie  aus  der  Beschaff 
fenheit  der  ersten  solchen  Quotienten  hervorgeht,  im  gegenwSh 
tigen  Falle  nur  — 0,04321....  sein  kann.  Desshalb  wird  sich  jede 
der  beiden  Reihen 

Zl^i-     th^i*     3tV^i>  u-  s.  f. 
und 

f  iTTi  ,        f  oTTi  »       IV^l  y    U.   S.  f. 

immer  mehr  einer  (geometrischen  Progression  mit  dem  Quotienten 

—  0,04321 nähern,  woraus  folgt,  dass  die  GHeder  dieser  Reiben 

nicht  nur  fortsch  r<»i  tend  kleiner  werden,  sondern  zugleich 
nach  der  Ordnune  stets  abwechselnde  Vorzeichen  haben  müs- 
sen. Vergleicfit  in;in  nun  die  erste  dieser  Reihen  mit  deo 
Werthen 

Xln^  ,     lin^ ,     yfSiti ,  u.  s.  f. , 

welche  letztere,  wie  in  §.  46.  bereits  gezeigt  worden  ist,  gleich- 
falls durchgängig  abwechselnde  Zeichen  vor  sich  tragen,  so 
sieht  man  aus  den  in  §.  43.  und  §.  37.  gefundenen  Werthen,  dass 
die  ersten  Glieder  i^^Ui  und  j^it^  unter  sich  verscfaiedeoe 
Vorzeichen  besitzen.  Daher  wird  auch  jedes  nach  der  OrdntiRg 
folgende  Paar  von  Gliedern,  nähmlich 
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Xi^  mid  livjij,  %%^  wn^  ifi^»  aUi^emeio  zC  ~2 — y^  undjßnMi 

ebenfalls  mit  ungleichen  VoTzeicheo  behaftet  sein »  woraus  wegen 
der  Stetigkeit  der  Function  %x  folgte  dass  die  vorhin  mit  a^,  a^ 
a^f^.a»  bezeichneten  Werthe  beziehungsweise  zwischen  den 
Gränzen 

i»i  und2»|,  iTtiundAiti,  V?^  und  69r|, ....( — 5 — )^  und  2ft9K| 
liegen,  und  demnach 

«t>l»i.    fx^>i^»    «8>V»i»  •••■««>  f — 2^/^^* 
ist. 

Die  Vergleichuog  der  zweiten   obigen  Reihe 

~2 — /^* 

mit  den  Werthen  von 

£29r|»    £49S|,  £67E| (2nni 

lehrt  ganz  auf  dieselbe  Weise ,  dass  die  vorhin  mit  ßi,^  ß%» 
ßzf'^ßn  bezeichneten  Werthe  beziehungsweise  zwischen  den 
GrSnzen 

2%  und  ^Tti «  49^1  und  \ni9  fini  und  V%  *  ••••  2fi9S|  und  f     a     1»| 

liegen  9  und  folglich 

/4»  +  l\ 

A<K,   /».<S«i»   Ä<V%»     •/^«<^"-j~^^ 


sein  mOsse. 


$.  48. 


Durch  das  Erwiesene  finden  wir  uns  in  den  Stand  gesetzt» 
die  Werthe  von  cY],  o^,  08,....crfi  und  auch  von  ßn  ß^t  /'s »••••!'» 
mit  Hilfe  des  im  §.  45.  erklärten  Verfahrens  so  genau  zu  berech- 
ne, .als  man  dieselben  zu  kennen  verlangt.    ■ 

'  '      Zur  näherungswei^en  Berechnung  von  aw   wissen  wir  nahm* 

(4n  ^  1  \ 
— 5 — J»i    und 


43S  Xnmr^  BntwiclUun§  der  vorzägUcMfin  Big$n$ckafl0n  ^n/ggr 

'Injtj^  ^nthaltfuT  sei  Hind  der  ersten  dieser  Gränzen  ganz  oahe 
liege.  beSsK^iil)  krumeii  \v\r  in  dei^  iilr  die  Funetton  j^  Iri'  %k  4& 
aufgestellten   Näherui)<>:i^formel 


.1  .      r 


■i  ••       i: 


,    x  =  an,    ;;j:==;j«n=U    und    a=:  (  — ^ — J  jTi 


^'etzen.     Dadurch  erhalten  wir 

i-'^'     '   ■  ■    •    '  X^   •      f  *  .     ■  X« 

^  <pa  ^  q>a 

wobei  der  noch  vorhandene  Fehler  nahezu 

.    ('  l£.»!  „der   :^.^ 

^  q)a    2  q>a  2q>a^ 

betragen  viird.  Sollte  dieser  Fehler  zu  bedeutend  ausfallen,  am 
vernachlässigt  werden  zu  dürfen ,  so  kennen  aus  dem  bereits  erhal- 
tenen Näheruogfi^wertbe«  der  durch  ai  bezeichnet  werden  soll, 
(M>  dass  I    \ 

fl,=:a— — 
'  tpa 

ist,  auf  dieselbe  W«i«e  neue  solche  Werthe  hergeleitet  werden, 
nfthmlich 

und  der  dabei  jedesmal  unterlaufende  Fehler  irird  bteniehinigft» 
weise   nahezu     ^.^ 

betragen  Es  versteht  sich  hiebei  von  selbst ,  dass  man  die  Nähe- 
rung nur  so  lange  fortzusetzen  braucht,  bis  man  den  gewQnsch- 
ten  Grad  der  Genauigkeit  erreicht  haben  wird,  was  begreiflicher 
Weise  desto  rascher  erfolgen  muss ,  je  weniger  der  zqer^  ange« 
nommene  Näherungswertb  a  von  der  gesucb^ei^  Zahl  «^  verechie- 
4lefi  ist. 

Aus  diesem  Grunde  f^llt  die  Bestimmung  Ton  tt^  Terfailtnies- 
m9f^jg,.9<in  weitläuflgstep  aus.  Setzt  man  n&bmliQli  ^n.dleaem 
Behufe,  .  , 

^""'    •  ./'       "arrrj»!  =3,33216....,  '  • 


iH»$'iim^9ni$mHrisehen  matäcMst  teri^ttiHÜen  PmneUMm^S^   <IM 


8W>WM  IMn'''  -  .■■/■-.         j:i. 

■■'  •  ■     •  ■---        e,(W7390  ■■'* 

und  daher 

'•  tfi  Ä  3,88216  +  ft01259  =  3,34476 


'flbdtfn^  wobei  der  enterfanfefftde  Fehler  nehemi 

Hf^  ^_      8.275962  0.OT959»         _,^„ 

.Vi»»,    2~      3i7^754*       2       --".wu" 

.juMSMcbt.    ftlit  Berfickswlitigung  dieeea  Fehlers  wird  4«hf^. 

«i  =  3,34475 — Ü.0001 1 = 3,344ff4 


f  •  I  I  • 


«eio.  Obgleich  die  hierdurch  wirklich  erreichte  Näherung  nicht 
mit  voller  Zuverlässigkeit  befirtheilt  werden  kann,  ist  doch  so  viel 
klar>  dass  dieser  letzte  Wertb^dem  wahren  näher  kommen  müsse, 
als  der  früher  mit  Hi  bezeichnete;  Desshalb  wird  es  zweckmäs- 
sig  sein  5  bei  der  weiteren  Fortsetzung  der  Arbeit  anstatt  des 
firflheren  ai  diesei»  .zuletzt  gefundenen  als  neven  Näherungswertb 
aozunehmen.  Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man  durch  Wie- 
derholung de«  Veifahreos    - 

02=3,34464  38860  und  ferner  a^  =  3,34464  38859  81086  32207 

jedesmal  bis  zur  letzten  angegebenen  üecimalstelle  richtig,  so 
dass  in  20  Decimaastellen  geoiHi  «,  »3^34464  '38859  81086  32207  ist. 

Für  die  \yerthe  a^^  «3,  1X4, ....  stellt  sich  die  Rechnung  fort- 
schreitend immer  kurzer  heraus.  Denn  man  Überzeugt  sf^K^'iiä^ 
den  in  ^.  43.  ^u  dem  gegenwärtigeo  Zwecke  bered^neten  Zahlen, 
dass  dircb' die  nur  ein mi^lige  Anwendung  des  Newton'schen 
Verfahrens  a^  wenigstens  in  9,  a«  wenigstens  in  14  und  1x4  we- 
nigstens in  19  Decimalstellen  richtig  gefunden  werde.  Es  ist 
nähmlich  : 

■"     .        «.-i^.-^=' 7.77506  8866,      \:\-    '    /';- 
«3  =  V^Ti  -  -^^^=  12,21792  81242  3972, 


■a^^x^'ix^  ^i^«16,66Q8l  10181  76609  «117. 


AU^  diesr  Wcrthe  müssen  «ielil  nur  bis  ntt  letzlen  angegeh^- 
ii»eb  Deeimalstelle  fichtig  seib,  sondern  man.  wird  angleieli  sebea, 
-AaM^  Jed«r  derselbeni  noolrom  melM'ert  l>e€itBalsteUen  weiter  ^ge- 


D 


440  Mnmr:  ßHiwickiunp  ätr  poryHgiicksUn  Ejgtmekmfiem  iiittgir 

»an  erhälteil  werden  kOnnte,  wenn  man  dabei  die  Grlitse  de« 
jedesmaligen  Fehlers  eben  so  berücksiichtigen  wollte,  wie  diese 
vorher  bei  der  Berechnung  des  ersten  Nüheningswerthes  ¥011  Ui 
durch  das  Newton 'sehe  Verfahren  wirklich  geschehen  ist« 

Da  ferner»  wie  in  $.47.  nachgewiesen  worde,  die  WerthevM 

%l — ^ — JTC^    bei   fortwährend    wachsenden   11   sich   immer  mehr 

einer  geometrischen  Progression  mit  dem  Quotienten  —0,04321 

hingegen  die  Werthe  von    q>( — ^ — Jtti,  welche ,  wie  die  erste 

Glieder  zeigen >  eine  steigende  Reihe  ausmachen,  vermOge 
§.  40.  einer  eben  solchen  Progression  mit  dem  Quotienten 
—  23,14069....  sich  nihern,   so  müssen  die  Quotienten 

/4»«1\ 
/4ii— 1\ 

.  ■ 

fortwShrend  einer  Progression  mit  dem  Quotienten  ' 

I^J:;^  =  (0.04321  ....)«  =  o.oai8w  <  ^ 

niher  kommen.    Nun  ist  aber  ffir  n=:4  vermöge  $.43; 

- 1^  =  0,00000  00000  827  <  ip,  • 
folglich  muM  fi9r  it  =  S,  6,  7,  8  .     ' 

q,V«i^lO« 

sein.    Daher  kann  von    ft  =  5  angefangen   in   wenigstens  12  und: 
von  ft=8  angefangen  in  wenigstens  20  Deeimalstellen  genau 

(471-1)^ 

««= 2 — "h 

gesetzt   und   dadurch   die    näherungsweise   Bestimmung    von 
äusserst   leicht  gemacht  werden.     Zur  näherangsweisen  Bereeb*^ 
niing  der  Werthe  von  ßi,  ß%f  ßi^^^ßn  lässt  sich  offenbar  gas 
da»  nähmliche  Verfahren  mit  wenigen  leicht  in  die  Augen  fallt 
den  Abänderungen  anwenden,    welches  %o   eben   Rir  die  ZaU 
Ol»  o^i  cfi,  •...«!•  gebraucht  wurde.    Diesa  ist  zu  sehr  einleachlM 
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als  dass  eine  umetändlicbe  Wiederholung  des  Gesagten  ffir  nOthig 
eracbfet  werden  sollte.    Dessbalb  genfigt  es,  nur  die  Resultate 

hier  aDsnaetsen.    Blan  wird  nAhmlicfa,   wenn  6=^  "a^   jni   ge- 
setst  wird,  flir  ßu  nach  und  nach  die  Näherungswerthe  erhalten: 

**-•»  "^  -  *~  ^  ""  v^  • 

und  die  hiebei  noch  unterlaufenden  Fehler  ergeben  sich  nahezu 
besiehungsweise : 


^    (4,-6,)« 


Z*.    {ft.-6^* 


u.  s.  f. 


2        '         ^6a'         2 

Auf  solche  Art  findet  man  ffir  n=l  aus  dem  Werthe  von  6g,  dai«« 

A=:  5,55306  42437  43718  61130 

Ms  znr  letzten  Decimalstelle  richtig  sei;   hingegen  fär  it  =  2  und 
■^3  folgt  schon  aus  den  Werthen  von  6^: 

|3s=  9,99648  76360  9, 

/3,=:14,43936  95509  J9249  06 

Hl  aar  letxten  angegebenen  Ziffer  genau. 

EUi  seigt  sich  ferner,  dass  ffir  gossere  Berthe  von  n  mit  rasch 
nneiinieDder  Näherung»  die  schon  bei  n=4  wenigstens  20  Deci- 
■abteilen  erreicht» 


Ä.=(^±i>- 


<-2^ 


)^l 


ipaetat»  nnd  von  ft  =  8  angefangen  in  mehr  als  20  Decimalstellen 


^'s. 


ßn=- 


(4n-H) 


TT, 


i^VmmBi 


«■•II  werden  dfirfe,   was  die  Berechnung  ungemein  leicht 
and  doch  zu  jedem    wirklichen  Gebrauche   mehr   als   hin- 
■Mend  genau  erscheint. 


Enltehkluiig  der  e 


II  EimnschttlUit  tlnlgtr 


«elhst  gleich  0  W\x& .  fü 
){rÜ6aere  Werthe  von 
haben  müsse. 


X    iiothweadtg    ungleiche    Voneicb 


Betrachleii  wir  zuerst  wieder  die  Function 
fir  gia^O.  Cnler  dieser  VoraiiSJ^elmtig  folgt 
kn^fiQbTten  Taylnracbcn  Reihe 


<fx    und    HetM 
MW   der  m  j.  4 


,j(rt+y)=-)-Sa. 


-ij/(i . 


Vf- 


+  i«.fi  + 


wo  vermöge  §.  49.  nicht  J«  =  0  sein  und  daher  das  ersfe  Glii 
nicht  fehlen  kann.  In  dieser  Reihe,  welche  für  jeden  bellet 
!>en  Wertb  von  ^  convergirt,  l<isst  sich  y  so  klein  annehme 
dass  daH  erste  tilled  ta.y,  ohne  Rücksicht  auf  sein  Varzeichi 
betrachtet,  grösser  ausfällt,  aU  die  Summe  aller  folgenden  Gliedi 
Bei  dieser  Annahme  hat  der  Werth  von  9("+S)  stets  eiuerl< 
m  ersten  Gllede  T£o-:V  ""<'  ''^her  niQssi 
B  Werthe  von  y  die  Functionen  ^(a  —  y)  ui 
verschiedene  Zeichen  vor  sieb  tragen. 


offenbar    auch  ai 
eichen  demnach  eben- 
,    mit  Ausiiikbrae  dei 


Viiraeichen  mit  sein 
fi'ir  hinreichend  klei 
f{ii\y)  nothweiidif 

Die  näbmlicben  Schlusi^e  lassen 
Knnctionen  ix,  i/u;  und  £.t  an»enden,  I 
falls  der  ausgesprochene  Sati  gelten 
^^  erthes  a^O  bei  der  Function  ^x. 

%.  52. 


hie  vorhergehenden  bücfasl  einfnihen  SStze  machen  es  cK 
niügllch.  die  Beschaffenheit  der  hypercylischen  Functionen  in  Bf 
xiig  auf  die  hei  denselben  eintretenden  Aen  deru  ngen  derVa| 
/.eichen,  dann  racksicbtlich  ihres  Wachsens  oder  Abneh 
mens  bei  zunehmenden  Wertben  der  Veränderlichen  iinil  Ai 
hiedntch  sich  ergebenden  grussten  und  kleinsten  Werthi 
der  Functionen  genau  zu  beurtbeilen  und  zugleich  dasjenige  nMch 
7.nboIi-n,  «aa  in  f.  46.  noch  unentschieden  gelassen  wurde, 

Stellen  wir  uns  zu  diesem  Ende  vor,  die  Verandetliche  I 
nehme  von  0  angefangen  additiv  fortwährend  zn  und  unterancki 
wir  die  Folgerungen,  welche  sich  daraus  ergeben.  Wir  wollt 
uns  dabei  erinnern,  dass  vermöge  §.-3.  6.  flir  liinlSnglicb  Icleta 
Werthe  von  x  alle  hypercyclischen  Functionen  additiv  sind  M 
es  nicht  nur  bis  zu  den  dort  angegebenen  Grenzen,  sondern  c 
lauge  bleiben,  bis  sie  gleich  0  werden,  n  eil  jede  von  ihnen  trej;« 
ihrer  Stetigkeit  nur  dann  ihr  VorKcichen  ändern  kann,  ^^ 

«!e  zuvor  gleich  0  geworden  Ist,    bei  dem    wirklichen  EiatlHM 
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•   '-♦•fv  l«Äin;:>   .'•■.»r  verinüsje  f.  51.  ihr  Zeichen  auch  noth- 

■■<.     Aus  diesen  Vordersätzen  überzeugt  man 
'  *^  ron  ucr  ikirliti^kolt   folfreiuler  Gesetze,  ohne  dass  es 
**'*  sein  \uri!,  sie  liberaü  umständlich  zu  begrfinden: 

I.     k.lc  riinrtion  92*  bleibt,  tüii   a;=:0   angefangen,    wo  sie 

pieii  A  .>' r  ^ostandi^  additiv  bis  ;z,=^9ri,   wo  sie  gleich  0  wird; 

weiter    luiiss   rp:r  subtractiv  werden  und   ununter- 

'*^<»n  bleiben.  i.'.>  .si(*.  uborinals  gleich  0  wird,  nähoilich  bis  ^^STfi, 

^  rln8  /4t;'i«j!ii.'n  wieder  weeliselt.     Aul*  diese  Art  muss  fiberhaupt 

m  Vorzeitbon  vnn  tpx  bei  allen  ungeraden  Vielfachen  von  tT], 

-  -!r  bei  diesen  Werthen  allein,  sich  ändern,  und  dem* 

..  i.    7.r  zwisclien  .^  =  (47^ — \)7t^  und  ar=(4w  +  l)'^  stets  addi- 

V.    hiiiirejren  zwischen  a:=(4M  +  l)7C|  und  a:=(4w  +  3)jri    immer 

:ht»-.Mftiv  sein. 

::.     t)ic   Function   i\fx  bleibt,    von  j:=U  angefangen,    wo  sie 

el'^'aüv«  0  ist,  beständig  additiv  bis  a:=27r|,  wird  dann  sub- 

l;Ls  x^=^A7ti  und  wechselt  überhaupt  ihr  Vorzeichen  bei 

len  geraden  Vielfachen  von  ni  dergestalt,   dass  sie  zw^ischen 

=  ^Mrix    und    x  =z  (An  -\- '1)701     beständig    additiv,     zwischen 

— 2)7r|  und  xz=^An7ti  aber  ununterbrochen  subtractiv  ist. 

);:  jede  stetige  Function  bei  zunehmenden  Wertben  der 

rü'.'hen  selbst  wächst  oder  abnimmt,  je  nachdem  ihr 

..4...       'i'ilquofient  additiv   oder   subtractiv  ist;    da   ferner  in 

ff 'ff 
.  |;i.  -^^Lu^cpx  sefunden  wurde:  so  fokt  aus  dem  in  1.  Erwiese- 

lass  die  Function  ^/x  zugleich  nut  der  Verändorlicben  von 
rrzi)  bis  x  =  7ri  beständig  wachsen,  von  da  angefangen  bis 
'^Tzll-Tti  fortwährend  abnehmen,  allgemein  zwischen  a;=(47£ — \)7ti 
mH  .7:=. (4m -|~  1)^1  stets  wachsen,  zwischen  x=(4n-\-  \)7ti  und 
tr=(An  i'4)7ti  immer  abnehmen  müsse. 

dix 
'      Fiir    die  Function  g.r  ist  wegen   -j—  r=z  t\)x  auf  dieselbe 

^Vtiaie   aiiä  *J.   klar,    dass    sie  von  x=-Q    bis    x^=i^n^    beständig 

-fM. .    von  da    angefangen   bis  a:  =  47Ci   ununterbrochen  ab- 

n»hr!en,  überhaupt  zwischen   .r=4w;ri  und  x=^(jin-\-2)ni  fort- 

/ 11  n  ('.  b  111  e  n ,    hingegen    zwischen    x  =  (in  —  2)7ti    und 

,...  j    irnmor  ubiieb  me  n  müsse. 

:i.     .\u»  o,  ergibt  sieh  nun,   dass   die  Function  %x  von  xzzzQ 

Vid  .(  .::=7r]    nientais,    /wischen  x=ni  und  x=z37ti,    ferner  zwi- 

acütfii  .      ■-•'.; j  uut\  x=z57ti,    allgemein  zwischen  jeden  zweiun- 

.(';),'arbcn   von   jti   nur    ein    einziges    Mal   gleich  0 
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meriem  kSfime.    DeMhalb  mmd  die  in  S--^-  ■><  %t  «it  «^ ^ 

beseiehn^teA  nnd  ki  j.  4&  berechnete«  wirklick  die  einxigei 
leellen  additiveii  Werthe  wm  x,  (Br  welche  x^^O  «riid,  «w 
drvrt  noch  eoentscbieden  geU«i»eo  wurde. 

6.  Aaf  dieselbe  Weise  erkennt  buid  aas  •!.,  dm  die  FaDCÜN 
Ix  Ton  x=0  bis  :r=:2.T|  niemals,  dann  zwischea  ^^23B|  eid 
x^=4^,  allsemein  zn lachen  jeden  zwei  geraden  Vielfacbea  fM 
«1  nar  ein  einziees  .Mal  ;;leich  0  sein  künne.  Die  in  $.46lhII 
ßif  ßtf  ßi""ß»  bezeichneten  und  in  $.48.  nähenrnprsweise  b» 
rechneten  sind  daher  die  einzigen  reellen  ndditive«  Wor- 
leln  der  Gleichung  ^=0. 

7.  Da  wir  non  die  sämmtlichen  reellen  additiren  Wnnek , 
der  Gleichang  2*^=0  kennen,  und  ein  Zeichenwecheelbai 
dieser  stetigen  Function  nur  eintreten  kann,  wenn  zaror  22=0 
geworden  ist,  in  diesem  Falle  aber  auch  noth wendig  Statt  findet 
moss;  so  wird  jx  von  x  =  0  bis  x=a|  beständig  additiv,  tm 
jrsoi  bis  x:=a^  stets  subtractiv,  allgemein  zwischen  «ssi^ 
und  JT^o^-fi  jederzeit  additiv,  hingegen  zwischen  jr=fl^..|  , 
nnd  x=asB  allemal  subtractiv  sein. 

8.  Eben  so  wird  die  Fanction  |j:  von  x^O  bis  :r=/^  n- 
nnterbrochen  additiv,  von  x=ßi  bis  x=ß^  subtractiv,  älge- 

mein  zuischen  x^ßnu  und  ^=ß2n-\-i  stets  additiv,  von  jr=/^-i 
bis  x-^-ß^n  beständig  subtractiv  esein  müssen. 

dwx 

9.  Wegen    des    eben    Erwiesenen    und    Ha    -^ —  = —  |j?  ist, 

n)Uf«<i  die  Function  <)p^  von  :r=Obisa:  =  ^i  beständig  abnebmea^ 
dann  von  x-=ßi  bis  x=zß^  nieder  ununterbrochen  wachseo; 
alis^emein  uird  sie  zwischen  x=ß2n  und  ^=^2n-fi  stets  abneh- 
men und  zwischen  x  =  ß2n^i  und  x^ß^n  fortwährend  wachsen. 

10.  Eben  so  folgt  aus  7.   und  wegen  —j —  =  jx ,    dass   die 

Function  -^x  von  xz=.Q  bis  j:  =  «i  beständig  wachsen,  dann  vop 
x-=iUi  bis  0:1=02  wieder  abnehmen,  allgemein  zwischen  x^9^ 
iisd  x=.tuin^-i  stets  wachsen,  hingegen  zwischen  ar=a2a— i  ob' 
o;=:r^2"  inriuier  abnehmen  müsse. 

11.  Vermöge  §.3.  2.  erhalten  alle  hypercyclischen  Funcfiooen 
fiir  Au^itractive  x  eanz  die  nähmlichen  Werthe,  wie  für  die 
gleichen  additiven  x,  nur  haben  die  Functionen  xx  und  ^x  ent- 
g«»g engesetzte  Vorzeichen,  durch  welchen  letzten  \}m9twA 
ziitfleif'h    das   Wachsen   dief<er  Functionen   in   Abnehraeo  und 


das  Abnehmen  in  Wachseb  fiberipeht.  Dessviegen  haben  die 
Functionen  q>a:  and  ^x  für  «inbtractive  Werthe  der  Veränderii- 
eben  sowohl  in  Bezug  auf  ihre  Vorzeichen  als  auch  auf  das 
Wachsen  oder  Abnehmen  derselben  ganz  das  nfihmliche 
Verhalten»  wie  es  in  1.  2.  9.  10.  för  gleiche  additive  Werthe  von 
s  nacbgewiesen  wurde,  hingegen  die  Functionen  xx  und  ^  be- 
sUzeR:  in  beiden  Rficksichten  gerade  die  entgegenge- 
setzte Beschaffenheit  für  subtractive  x^  wie  sie  in  3.  4.  7.  8. 
(Br  die  gleichen  additiven  x  angegeben  wurde. 


f  63. 

Um  sich  eine  bequeme  Uebersicht   der  so  eben  im  einzelnen 
■achgewiesenen  Eigenschaften  der  bypercycri8chen  Functionen  zu 
▼erschaffen 9    durfte  es  am  angemessensten  sein,    sowohl  fSr  die 
It^orseichen,  als  auch  filr  das  Wachsen  und  Abnehmen  der 
Functionen  kleine  Tabellen  zu  verfassen ,   durch  welche   man  in 
den  Stand  gesetzt  wird,  die  zusammengehörige  Beschaffenheit  der 
•ämmtiichen  Functionen    gleichsam   mit    einem   Blicke   zq    über- 
schaaen.    In  letzterer  Beziehung  ist  es  hiezn  noth wendig,    eine 
besondere  kurze  Bezeichnung  für  das  Wachsen  oder  Abnehmen 
der  Fanctionea  einzuführen.    Ich  wähle  zu  diesem  Behufe  für  das 
Wachsen  «das  Zeichen    <,    welches  mir   hinlänglich  deutlich  ein 
Forachreiten  vom  Kleineren  zum  Grösseren  auszudrücken  scheint, 
and  fiSr  das  Abnehmen  das  umgekehrte  Zeichen  >.    Hiebei  miiss 
DocE  bemerkt  werden,  dass  im  Vorhergehenden  das  Wachsen  und 
Abiuriimen  der  Functionen   stets  im  algebraischen  oder  ana- 
lytischen Sinne  verstanden  wurde,    folglich  mit  gehuriger  Be- 
rficksichtigung  der    Vorzeichen.     Das    Wachsen    und    Abnehmen 
kann  aber  auch  absolut  ohne  alle*  RScksicht  auf  die  Vorzeichen 
betrachtet  werden,   wodurch  es  sich   dann  von  dem  früheren  oft 
wesentlich  unterscheidet.     Durch  das  Gesagte  werden  hoffentlich 
die  drei  nachstehenden  kleinen  Tabellen  hinlänglich  deutlich   er- 
scheinen,  ohne    einer  weiteren   Erklärung  zu  bedürfen.    Ebenso 
wenig  wird  es  nötbig  sein,  eine  besondere  Erionerang  bebnffigen^ 
wi«  dieaeRen  mit  leichter  lliifae  weiter  fortgesetzt  werden  höoDea. 
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Talielle  I  -    - 

über  die  Vorzeichen  der  hypercyclischen   Function 


H 

s  » 

o  •— 

> 

CO 

c 
e  QC 

q>x 

+ 

— 

— 



— 

+ 

+ 

+ 

+ 

« 

■ 

- 

t^ 

+ 

+ 





— 

— - 

+ 

+ 

+ 

+ 

— 

Jl 

^x 

+ 

+ 

+ 



1 

+ 

+ 

+ 

+ 

~1 

ix 

+ 

+ 

+ 

+ 

^M« 

1 

.— 

-~> 

+ 

+ 
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Tabelle  II 

über  das  Wachsen  oder  Aboebmen  der  hypercyclischj 
Functionen  mit  Berücksichtigung  ihrer  Vorzeichen! 


\ 


S.S 


o  m 


^^-«TJ- 


C.SS 


O    OD 


CO   « 

a  » 
c  ja 


e 
o  « 


e  .2 


O    80 


S4 


9Jr 


>>>><<<<>> 


■M 


Tabelle  111 

über  das  Wachsen  oder  Abnehmen  der  bypercyclischA 
Functionen  ohne  Rucksicht  auf  ihre  Vorzeichen. 


H 

21 

«'s* 

Q   ■> 
«S 

n 

> 

§.2 

4'? 

> 

o  m 

e  » 

S.3 

J«S.f 

tpx 

>     < 

< 

< 

> 

< 

< 

< 

>   < 

< 

< 

X* 

< 

> 

< 

< 

< 

> 

< 

< 

< 

> 

< 

<    . 

ix 

< 

< 

< 

< 

> 
< 

< 
> 

< 

< 

< 
< 

> 
< 

> 

< 
< 

< 
< 

•> 
< 

< 

f 

> 
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U  9»  nir  drr=0. 

±A. 

±«1. 

1 

dt«i. 

M{»fllr:r= 

±2Jh 

9.  54. 

Dl  Jede  stetige  Fanction  einen  sogenannten  grOssten  oder 

Ufiif  ten  Werth  dort  erhalten  muss,  wu  das  Wachsen  derselben 

j^iknebmen  oder  umgekehrt  das  Abnehmen   in  Wachsen  fiber- 

||iM|  SS  ergeben  sich   aus  §.52.  3.  4.  9.  10.  oder  auch  aus  der 

Ansicht  der  Tabelle  II.  die  grussten  und  kleinsten  Werthe 

Ifedie  bypercyclischen  Functionen  folgender  Massen: 

dt  ^2»       dbftf       ••••  db/^«f 

±3%  9    db  S^Tj ,    . . . .  ±  (2n —  l)»i ,...., 

db^f      db<*3»       ••••db«»f  •••'•• 

I 

I 

db2»i»  ±4jri,    ±6«i,     ....  J:2n%,...^i. . 

Aus  der  Betrachtung  der  in  {.52.  aufgestellten  Regeln  oder 

leichter  aas  der  Vergleichung  der  Tabelle  II.  mit  Tabelle  I. 

man  entnehmen»    dass  die  sämmtlichen  bei  den  hypercycli- 

Functionen  vorkommenden  grossten  Werthe  durchgängig 

litiy  and  daher  auch  dann  wirkliche  Maxima  sind,  wenn  auf 

▼orxeichen  keine  Rücksicht  genommen  wird;  hingegen  findet 

alle  sogenannten  kleinsten  Werthe,  mit  einer  einzigen  Aus- 

slmmtlich  subtractiv,  wessbalb  sie  ohne  Rücksicht  auf 

Voneichen  betrachtet  eigentlich  ebenfalls  Maxima  sind«  wie 

aoch  die  Tabelle  III.  zeigt 

80  s.  B.  ist  ^=1  ein   additives  Maximum,  hingegen  ^ß^ 

•18,91522  44081  ist  zwar  im  analytischen  Sinne  ein  Minimum, 

jedoch  dieser  Werth  ohne  Rficksicht  auf  das  Vorzeichen 

itet  wird,    ist  er  ebenfalls    ein    Maximum,    nähmlich  der 

iiite  Werth,   welchen  die  Function  fpx  zwischen  j?=7r|  und 

:2si    erhalten    kann.     Das    nähmliche   gilt   offenbar   auch    ffir 

'4%9  ^^..•'   allgemein  fiir  a;=/?2i>— i*     Eben   so  ist  «^/OsO  ein 

mm,  und  zwar  das  einzige,  welches  nicht  subtractiv  ist;  fer- 

^a^  =3,69703  10125,  dann  tf/o,,  tf;a5, tf/agfi-.!  additive 

\»  hingegen  ^hx^,  tf/or«,....  ^a^n  sind  zwar  analytische  Mi- 
ii  jedoch  ohne  Rucksiebt    auf  ihre   Vorzeichen    genommen, 
Maxima. 


gehuriger  Berücksichtigung  des  eben  Gesagten  wird  man 
ilttn  Gebrauche,  der  nach  Anleitung  des  {.  45.  von  den  grussten 
i  kleinsten  Werthen  der  hypercyclischen  Functionen  gemacht 
criea  sollf  welter  keine  Schwierigkeit  finden. 


4M  Jtnmr:    BuMcMung  der  wwruMgiichilen  EiQemekmfM^  §in9§9r 


{.  55. 

In  §,36.  sind  die  säni  nitlichen  reellen  und  imagipären  Wot- 
xeln  der  Gleichungen  qpa:=Ound  tf;jr  =  0  gefunden  worden.  Ve^ 
n^^gc  $.48.  sind  wir  im  Stande  die  dort  mit  cti,  o^,  crj. ...  Utaf- 
und  ßi9  ß^,  ß^,„.ßn3»-'.  bezeichneten  reellen  additiven  Worzeh 
der  Gleichungen  %a:=0  und  |a:  =  0  zu  berechnen,  von  welchen  Ir 
$.52.  S.'und  6.  erwiesen  wurde,  da^s  sie  die  einzigen  Woneb 
dieser  Art  sind,  welche  den  letzteren  Gleichungen  sniomroeB. 
Aus  diesen  reellen  additiven  ergeben  sich  nun  vermöge  {.  äii 
alle  reellen  subtractiven  Wurzeln  der  nähmlichen  Gleichung« 
durch  blosse  Veränderung  der  Vorzeichen,  und  hieraus  Fern^  db 
imaginären  additiven  und  subtractiven  Wurzeln  durch  ßeifllg^ 
des  Factors  i.  Da  wir  auf  solche  Art  die  reellen  und  imaginira 
Wurzeln  der  vier  angezeigten  Gleichungen  kennen,  von  wielcben  ilV 
überdlsss  ans  §.50.  wissen,  dass  sie  keine  gleichen  Wurzeh 
enthalten  können,  so  lassen  sich  in  Geroässheit  der  aus  dei;  Theapt 
der  Gleichungen  bekannten  Weise  die  vier  hypercyclischen  fpi* 
ctionen  in  ihre  einfachen  sogenannten  Wurzelfactoren  le^ 
legen  9  von  welchen  aber  ein  Theil  vermöge  der  BeschaiFeoheil 
der  Wurzeln  imaginär  ist.  Dieser  Uebelstand  lässt  sich  beseitigei, 
wenn  man  je  vier  von  jenen  Factoren,  welche  aus  den  zusamim* 
gehörigen  Wurzeln  +ci,  — a,  +a/,  — ai,  wo  a  was  immer  für  ein« 
von  den  reellen  additiven  Wurzeln  bedeuten  kann,,  entspringeii 
durch  Multiplication  in  einen  einzigen  zusammenzieht.     Denn  es  Ut 


-)(l  +  -)(l--.)(l  +  -)=0 2)(l+-2)=l  — ^• 


Wird  diese  Multiplication  mit  allen  zusammengehörigen  Wunel- 
factoren  einer  jeden  bypercycrischen  Function  vorgenommen,  M 
erhält  man  folgende  Zerlegungen: 

^4  ^^4  rjß\  ^4  jA 

3^  :2r^  X^  X^  X^ 

Tfc  =x(l M\ k)(l-— 4)(1-— i)(I 4) 

x^         x^  x^  x^  x^  x^ 

Den  vorstehenden  We,TV\\«fv  vc^w  ^x  vLüd  ij^x  kann  eine  etirai 


Teräoderte  Form  gegeben  werden,  indem  man  vermOge  {•  3&  daritt 
— ^anstatt  n^  und.  folglich  -r  anstatt  n^^  subatitairt,  wodurch 
aie  Tolgende  Gestalt  annehmen: 

^rl  '•^v/t  4^v/l  ^^vyl  ^^    v/1  ^**      V 

**=-5(i-2i:^(i-4r5i)(i-gr;^(i-gri^  


{.  66. 

i  . 

.  ■  BetnMhteC  man  die  Im  §«6.  angegebenen  Werthe  tod  %X'\'Im 
ipd.  f/K-^ix^  so  wird  man  sogleich  erkennen,  dass  dieselben  gaiis 
mf  die  nähmliche  Art  sich  in  Factoren  zerlegen  lassen ,  welche 
sa  eben  bei  den  Functionen  fpx  und  ipx  angewendet  wurde.  Denn 
es  ist  daraus  offenbar,  dass  nur  dann  ^or -l-^^^O  sein  kOone  und 

sein  müsse,  wenn  entw^eder 

• 

sc  XX 

■nd  daher  entweder 

i]'        "    ■ 

fit^±nn%^  —  ±'lnve^    oder    x==db^^^p-^»rfV^=±(«»-^  IW 

Wng^nommen  wird,  wo  it  jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeuten  kann. 
Hterftns  folgt  nun  durch  Zerlegung  in  die  Wurzeffactoren  und 
iHtallÜjplication  je  zweier  zusammen  gehöriger  solcher  Factoren : 

.'  X-^  +  fei: 

•••  jj*  x'^      _        x^  ***  '*^^ 


•M.    f 


--(l+ij;^(l-.2*;^(l+3..;^(I-p;;j;^(I+5i:;^(l-^;^ 

•disr  wenn  man  hierin  anstatt  %  seinen  Werth  snbstituirt: 

Z^  +  l^ 
Ar*  2ä*  2a:«  2.T*  2a!^    .        2ar* 

Auf  demselben  Wege  findet  man  aus  dem  in  §•  5.  enthaltenen 
WiMhe  ^ett  Z'^^^^>  ^^^^^  ^^'  Gleichung  %x^J^:zzO  nur  die 
Wurzeln 

«=±^^^~«V^  =  ±(2n— l)«i      und      xz:z±nmV^:=z±'}nnii 


4^  r««r:    aifitfttUimtatr»»nS§iHMf«ei9e»*tlUiflfn  rMf*r 
mgebOreni  wprm«  dsan 


»tfc 


=^^+^>^<'+Ä('-S)('+^W- 


Noch  kann  aus  den  in  §.55.  gefundenen  Zerte^ngen  ron  ji 
iU  |x  eine  andere  abgeleitet  werden,  die  nicht  mit  Stiirschtrei- 
^Mf- dbergangen  werden  darf.  Es  ergibt  sich  näbtnlieh  aas  §.'91 
i^'^%x=:ix^-^^t  *"'^  daher  ist,  wenn  anstatt  jr  and  £3;  die 
BMUfoen  Werthe  substiluirt  werden: 
hxl.   ■-■■     -A    .-.■    ■■ 


^.  57. 

IHa  In  j.  85.  ud  j.  Mt.  Torgenonimeaea  Zerlegniigen  li 
sldi;  benftzen,  um  die  Logarithmen  der  Functianen  qix,  %x  ifs, 
I*.  I^  +  Ia;,  3;^:— ^  und  1  —  gi'ir  in  Reihen  lu  entwiclieln,  D^ 
qelc^ie  sich  einfache  Bilduagsgeeetze  ihrer  CoefQcienten  ergebta 
nod  daraas.  ohne  Schivierigkeit  die  Gränzen  ihrer  Convergeni  b*> 
stimmt  werden  Liinnen.  Betrachten  wir  za  diesem  Zwecke  soenl 
die  Functionen  tpx,  "i/x,  jar  +  ^a:  und  jjr — |i.  Zorn  BehuTe  d« 
EntwickluDg  ihrer  Logarithmen  hraucht  man  nur  das  uäbn 
Verfahren  anzuwenden,  welches  gewöhnlich  dazu  dient,  aus  i» 
analogen  Zerlegungen  von  coB;e  und  siax  die  Logarithmen  darM 
durch  Reihen  darzusti^ilen,  und  welches  zu  sehr  bekannt  ist,  alt 
dass  eine  umständliche  Auseinandersetzung  desselben  hier  nöäNg 
befanden  werden  äollte.  Ich  beschränke  mich  daher,  nur  dit 
Resultate  hier  anzusetzen.  Man  wird  nShmlich,  wenn  die  natft- 
Heben  Logarithmen  durch  l  und  die  BernoulM 'sehen  Zablei 
nach  der  Ordnung  durch  fi,,  ß^,  B^,  BiJ....  bezeichnet  werdav 
auf  dem  angedeuteten  Wege  finden: 

12!        ""3 


_(2»6— 1)2^     £» 


•  •  •  «9 


Die  CoefBcianten  der  beiden  letzten  so  eben  gefundahen  Reihen 
ididoen  dem  ersten  Anblicke  nach  einem  doppelten  Gesetze 
in  unterliegen,  doch  können  sie  auch  leicht  unter  einem  gemein - 
ich aft liehen  allgemeinen  Ausdruck  zusammengefasst  werden, 
vkI  swar  mit  .Aosserachtiassung  der  Vorzeichen  am  einfachsten 
nffelgebde  Weise: 


1.  '■!        ■! 


;    (2^»^l+costt«)2»~^A  a:*»     .         .     . 

^(5ÖJ  "T- 

Aus  eben  diesen  beiden  Reihen  lässt  sich  eine  neue  bemerkens- 
werthe  Reihe  ableiten,  indem  man  dieselben  von  einander  abzieht 
Dadurch  erhält  man: 

/Xa?^-&g^      (2^~l)2«igt    gg  ,  (2^—1)2^1?,    «^,  (2^^-1)2^  ar^ 
V-fep/  2!  1+  6!  3+         iÖ!  "T 

■^■'  (2y-l)28i?y    x^  :    w 

+         iü  7  +"  • 

Was  d)e  Convergenz  aller  dieser  Reihen  betrilFt,  so  kann  aus 
fai  bekannten  Eigenschaften  der  Bernoulli'schen  Zahlen  leicht 
aitoommen  vrerdep,  dass  die  Reihe  fSr  l^x  conven^eot  sei,  so- 
Uddr<9sV2  oder  a;< 2%   gesetzt   wird;    die   fibri^  .Reihen 

Ui^egen  ^nvergiren,  wenn  :r<  -q —  oder  x^ni  istj 


,6.  58« 

.    ■■  ■  ■    .  .  .■■...        .-■..,■, 

Ans  den  rorhergehenden  Entwicklungen  ergeben  steh  durch 
Uosses,  Dilferentiireh  derselben  noch  andere  bemerkenswertbe 
Reihen.    Denn  es  ist 


dl<pjp      dfpx  ix 

dx       g>icdär  <px 

■i'-   .:■    :   dfya?    '  d%lfx  ^__  %x      ■  •: 

dx  "^  t^xdx'^  t^x^ 


4ia  ifnmr:    aium§ekhin§d0r  9or%g0UeMMn  äH^mwi^km/tm  Wli»»r 

-  <tf(XJ?^&g)      d(xx — |a?)  __fpjc^iMf 
dx       ~~  (%x — Sx)dx'^  XX "^ix 

\xx — SxJ     ifx  +  ^x      q>x  —  i^x      2(rx.ilfX'-q>x,fx) 
Demnach  erhält  man   dorch  DiiFerefitiiren  der  Reihen  des  (1*5/.: 

'  m 

*r      '2      2»Ä,     ,     2»Ä     ,     2'!?,      ,,     2«Ä,  ,  ,. 

ifx^x  ^r"^     ^'^     121  *     IST'* 


yar+i(;ar      1   .  (2^-1)2«^  ^B^     ,  .  (2ft--l)2*i^ 


*» 


.»'i'  ^z. zrji  4t7  o. 


2«Ä4 


tx — Ix      X  21  4!  0! 


2»iB'4 


——115   «iT 


tx.»g- yx.ga;  _ (2» - 1)2^,   _  .  (2»- 1)2»^,     ,  .  (2»-l)2«g.    , 

.      -^       —      2i      •*+      61      •*  +     iöf~-* 


Rückaichtfich  der  ConvergeDs  dieser  HeibeD  ist  es  offenbar»  daas 
dieselbe  ganz  innerhalb  der  näbmlicben  Gränzen  Statt  finde,  wie 
bei  den  Reiben  des  $.  VX.»  aus  welcbea  dW  gegenwärtigett  herge- 
leitet worden  sind. 


^MT  ihn  gmrtmmetriieMen  %uHäch9i  perwittuU^m  ßmmctimmm.     tBb 


fi.  59. 

Dif(,  ]E(e|bw  des  j|*  58.  kunnes  da«u,  gcbrai^clit  werdeo,  uni 
darwi  Be^iebungOD  4wi8cb€D  den  BerDoulli'scheo  Zab- 
Un  abxttleiteD,  welche  biaber  ooch  nicht  bekannt  zu  aein  acheinen» 
dia  abar.  nicht  nur  an.  sich  betrachtet  intereaaant^  aondern  auch  in 
manchen  Fällen  nicht  ohne  Nutzen  befunden  werden  dürften.  Die 
etafaebaten  dieser  Beziebnngen  ergeben  aich  ana  der  vorstehenden 

Bafi^icklang  des  Quotienten  -^t  indem    man    mit    dem    Nenner 

^  nmltiplicirti  dann  anatatt  ^a^  und  fpx  die  .gleichgeltenden  Reiben 
aoa  {.2.  aubstituirt  und  nach  verrichteter  Multlplication  die  bei- 
deisdtigen  CölllBcienten  der  entspreehenden  Potenzen  von  m  ehi^ 
ander  gleichstellt  Auf  diesem  Wege  findet  man  nach  einer  gana 
einfachen  Reduction  folgende  Gleichungen: 

2i^.      »_0 

4!2f      6i  ~"' 

812!  ~4!«I+10!~"' 

2»Ä,     2^      2^      3_- 

J2I2I  ~  «6!  +  4!10l  ~  14!  -"' 

allgemeii|i,    , 

2«-^g^     e«»-»aia-a  ,  g»-^Jg2Ji^4     tg»i-r j?^^ 
"(4«^    ~"  (4n-.4)IÖ  +  (4n  -8;llOI'^(4n-l2)!l4!+ ;  •• 

Diese  Gleichungen  haben  das  Besondere»  da^  ii^'  denselben 
keineswegs  die  sämmtlicben,  sondern  nur  die  mit' den  geraden 
Zeigern  vergebenen  Bernoulli'schen  Zahlen  B^^  B^,  B^,  .... 
vorkommen,  welche  letztere  daher  för  sich  allein  und  ohne  Bei- 
liehung  der  ungeradstelligen  Zahlen  Bi,  B^,  B^,  ....  daraus  be* 
rechnet  werden  kCnnen.  Da  auf  solche  Art  diese  Gleichungen 
nur  nngefUhr  halb  so  viele  Glieder  enthalten,  als  die  bekannten 
recnrrirenden  Beziehungen  zwischen  den  sämmtlichen  Ber- 
Doa II i 'sehen  Zahlen,  so  ist  klar,  dass  schon  aus  diesem  Grunde 
den  erateren  der  Vorzug  grosserer  Leichtigkeit  in  der  Anwendnng 
gebfibri  '' 


lkl<-  il    ;■»      ?     I. 


Andere  venr  den  obigen  Terschiedene  Gleichungen  ausscbliess- 
Ml  swtfcben  den  geradstelligen  Bernoulli*schen  Zahlen  lasaeo 


458  h'mmr:   B9iiwiekiu9igder9or%ü9iick$tenEi9en»ekmfiei^9im^€r 

ix 

sich  auf  gleiche  Art  aus   der   Entwicklong  dea   Quotienten    — 

finden.  Ua  jedoch  ihre  Ableitung  keine  Besonderheit  darbietet, 
Ae  (Iberdieas  eti^äs '  minder  einfach  und  daher  auch  minder  be- 
qoeini  im  Gebräuche '  sind ,  als  %e  Vorhergehenden,  halte  Idli  iM 
flir  überflüssig,  sie  gleichfalte  hier  anzufahren.  Eben  so  übergehe 
ich   die  Beziehungen,   welche  aus  den  gegebenen  EntwickhingM 

der  Quotienten    ■      ,  T     und  ^ r —  auf  dieselbe  Wdse  Bbgp" 

Ifpc-x-^X  %X~^gX 

leitet  wei;den  konnten,  da  ein  daraus  entspringender  Nutaen  nic^t 
wohl  abzusehen  ist  Interessanter  ersehe!  neu  die  Gleichungen, 
wyich4  ätiid*  der  letzten   in  §.58.   aufjgestellten  Entwtekidrig  dw 

Quotienten  ^9^    *       hervorgehen.    Miiltiplieirt  num  nUini- 

lich  mit  d'eni  Nenher  if/2a?  und  bemerkt  dabei,  dass 
^,9^_(2^)*     (2^)*     (2a:)»o     (2a:)i*      (ar)W 


•••• 


ferner  vermöge  §.  19.,  wenn  in  der  letzten  dortigen  Gleichong 
ff=zxi  gesetzt  wird, 

Xa?.t(;d?  —  9a?.  Ja?  =  i-(6(l — t>P — 6(1  +  \)x) 

oder,  indem  man  f(l — t)x  und  |(l-f  0^  n<^l>  9*^*  entwickelt, 

2ar»     2V     2«ar"     Vx^     2*<»" 
%x.ifx  —  fi^.ixss:'^+  "TP  +  "iiP  +  "i^  "*""T9r"*"-" 

ist,  so  wird  man  nach  geschehener  Multiplicatlon  durch  Gleich- 
•teilaog  der  entsprechenden  Go<l(Gcieoten  folgende  Retationea  zwi- 
schen den  B er n DB II i 'sehen  Zahlen  finden: 

(2*^l)2«gi      i 
212!        -31' 

(2» -1)2*^8     (2»— l)2«g,       I 
216!  6!2I        —7! ' 

(2»-l)2*gt     (2*— l)2*i^  .  (2'— l)2»i?i       1 

21101  SfBT    +     10121    ~iir 

allgemein 

(a*— »-l)2»gy-i     (2«— y— l)2*gy,,  .  &*—^-'l)2'Btm-'B 
21(4*— 2)1        ^        6l(4n— 6)1         +       10!(4n— 10)  - 


.  (--l)"+H2'—l)g»'g>  _        I 
•■''  (4«— 8)121  —  <4ii— W 
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DiflM  Gleiehongen,  welche»  wie  maoelebt,  nar  dieungerad- 
•lelHgen  Bernoulli'sehen  Zahlen  Bx^  B^,  £5,  ....  mit  Aus- 
•cUoM  der  geradstelligen  ß^y  B4,  B^,  •...  enthalten,  können 
lur  abgesonderten  Berechnung  der  ersteren  eben  ao  dienen, 
wie  diese  früher  fflr  die  geradstelligen  Zahlen  von  den  yoiiher 
ai%estellten  Gleichungen  gesagt  worden  ist  Ich  erlaube  mir  je- 
dach  ra  bemerken,  dass  es  zwischen  den  un  gerade  teil  igen 
Beraoulli'schen  Zahlen  noch  andere  etwas  einfachere,  sa 
iker  abgesonderten  Berechnung  geeignete,  Beziehungen  gelie, 
die  aber  mit  dem  hier  behandelten  Gegenstande  nicht  unmittelbar 
nsanmen  hingen  und  dessbalb  als  nicht  hieher  gehcteig  am  gtf^ 
feawirtigen  Orte  auch  nicht  mitgetheilt  werden  dürfen. 

9.  60. 

Dm  das  in  §.  57.  gebrauchte  Verfahren  zur  Entwicklung  der 
Logarithmen  der  Functionen  %ar,  ^  und  1 — ip2x  anwenden  zu 
können,  ist  es  nothwendig,  vorher  die  Summen  der  Potenzen  aller 
reciproken  Wurzeln  der  Gleichungen  %x^=0  und  ^=^0  zu  be- 
stimmen. Diess  unterliegt  so  wenig  einer  Schwierigkeit,  dass  es 
ideimehr  weit  leichter  ist,  diese  Summen  als  die  einzelnen  Wur- 
lelii  jener  Gleichungen  zu  berechnen.  Beginnen  wir  mit'derGlei- 
diong  2^=0  und  bringen  wir  sie,  um  die  Wurzel  0  wegstfscbaffen, 
aaf  die  Form: 


^■^  •••«  m^m  V* 


Die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind,  wie  wir  wissen, 

db**i»    i^Äf    Jb*^»  ....  rt««,  .  .  .  ., 
fie  imaginären  Wurzeln  al>er 

Jb«i*»     db«2*»    ±c%»f  •  •  •  db««»>  .... 

Am  der  Beschaffenheit  dieser  Wurzeln  erkennt  man  auf  der 
8Me,  dass  die  ungeraden  Potenzen  derselben  einander  paar- 
weise gleich  und  im  Vorzeichen  entgegengesetzt,  eben  so 
•ich  die  einfach  geraden  Potenzen  der  reellen  denselben 
Potoaaen  der  imaginären  Wurzeln  beziehungsweise  gleich  und 
Utgegen  gesetzt  sind.  Zugleich  ist  klar,  dass  ganz  das  nahm- 
lAe  SBch  von  den  reciproken  Wurzeln  gelten  mfisse.  Hieraus 
U|t  mm,  dass  die  Summe  der  Potenzen  aller  Wurzeln  oder  auch 

im  fmifitfken  Wurzeln  der  Gleichung  "^  =0  jederzeit  gleich  0. 


•ein  vreide^  •obald  ditr  PoteozexpoiMiil  enttreder  Mb^  li^gc^f  ade 
oder  eine  einfach  gerade  Zahl  von  Aer  Fiana  4n-^''2  itAJ * iNkw 
irnm,  wenn  der  Exponent  doppelt  gerade  eder  to». der -Fofn 
4ii  ist,  kann  and  nmee  jene  Sumine  von  0  ▼eraehüedeo'  aeiik»  weil 
In  diesem  Falle  alle  einzelnen  Potenzen  additiv  aind»  und  dabee 
sich  gegenseitig  nicht  aufheben  können.  In  diesem  lotsten  Fatte 
wird  femer  die  Semnie  der  Potenzen  aller  reellen  additiveb 
der  Samaie  derselben  Potenzen  aller  reellen  sobtractiTen 
umi  auch  der  imaginären  sowohl  mit  dem  Vorzeichen  +  ^b 
mM  «*^  ffenommeoen  Wurzeln  gleich  und  folglich  eine  Jede  dieaev 
vier  fikmunen  der  vierte  Theil  von  der  Gesammtilannie  der 
Potenzen  aller  Wuraela  oder  reciprohen  Wurzeln  der  Gleicheeg 
Hein.  Bezeichnen  wir  demnach  durch  54»  die  Summe  der  4iiten 
Potenzen  der  reciproken  reellen  additiven  Wurzeln  unserer  Glei- 
chungy  sei  nähmlich: 

SO  mitss  die  Samme  der  4iiten  Potenzen  flir  sftmmtllebe  reMpeelnf 
Wurzeln  der  Gleichung  45411  ^n* 

Pjess  yorausgesetzt  gibt  uns  der  bekannte  Ne  wtoe'scbe  tiöhr^ 
saj^i  iiJbec  das  Verhalten  der  CoeflicIeQten  upd  der  ^ummeii  der 
Pfitenzen  der  Wurzeln  einer  Gleichung  iu  seiner  Anwendung  ^of 
die  reciproken  Wurzeln  unserer  obigen  Gleichung  bestimmte  Re- 
lationen zwischen  den  Summen  41S4,  4j^,  4jS||,  ....  45«n,  ....  und 
den  CoefBcienten  der  Gletchbiigi 

1     1       A     Jl        i      "     •  • 

~6f*    91'    "^13!'     17!'     ""21! ' 

welche  man  nach  Weglassung  des  gemeinschaftlichen  Factors  4 
folgender  Maassen  finden  wird: 

S4— jjr  =  0. 


6! 


1} 


■ '  « 


angeroein 


Sem  ßmUamfftrhteägm  ^rnmäckat  9i  i  u\mmä§m  AnNWMWii.     4S§ 


Avs  diesen  Gleichnngen  Usiien  «ich  die  durch  S4,  iS^t  •$!«<•• 
SomiDen  ohne  alle  Schwierigkeit  nach  und  nach  be- 
■nd  Bwar  findet  man  (ur  dieeelbcn  offenhar  dnrehginglg 
ratioHclle  Wertbe,  ungeachtet  i«ir  die  eintelnen  Wurceln  «|, 
%,  0^ nur  niheriingsw^ei^e  anzugeben  im  Stande  waren. 

Maa  erhSlt  s.  B.  auf  diese  Weise : 

^  — 5!5!  ""  9! ""  915  ~  4S36QD ' 

116        I        3       I68H6  »81 

^•"■9!6!ö!""ö!5l  +  13l""  13f5    '648648000' 


(.  61. 

Ganz  das  nähmliche  Verfahren,  welches  so  eben  bei  der 
CItichnng  X«  <=  0  befolgt  wurdci  lisst  sich  auch  auf  die  Gleichung 
{•ssOy  oder  eigentlich,  um  dabei  die  WiirselO  lu  beseitigen  und 
agleieb  das  erste  Glied  auf  1  zu  bringen,  auf  die  Gleiehung 

ögr      ,      6a:*     6ä«     6a:»     6a?'« 

Ic^-^"  7!  +il!'~isr  +  fiil"" " 

aavreaden.  Um  die  Summen  der  Potenssn  ihrer  reciproken  Wor' 
lehi  za  finden,  kommt  es  auch  hier  nur  darauf  an,  diese  Snmmef» 
iir  die  reellen  additiven  Wurzeln  zu  kennen  und  zwar  hur 
Ik  solche  Potenzen 9  deren  Eiponsnten  durch  4  theilbar  sind. 
iNess  ist  so  einleuchtend,  dass  eine  Wiederholung  des  in  $.60. 
fissagten  ganz  fiberflfissig  wfire.  Bezeichnen  wir  diese  Summen 
dwth  T^,  sei  n&hmlieh: 

M  wild  auHi  zur  allmäligen  Berechnung  dieser  Summen  aus  dem 
sngrflihrtrn   Newton  sehen   Lehrsatze  folgende  Gieichun- 

3r     7!  -"' 


■^"7!.  •  11!  ~"' 


tfcHÜ" 


•I 


la?  ~  äl^^äsöö 


M„.  —  ■-« 

W  ffll.ftrfir  iiiiMiT^ii.  Be» 

■  ■rfc».  mai  Am*  Aaü«g>*'  «wdc  mcA  ctkfa«  herroructeB.  wfM 

MB  «e  «Möc^n  ^  >    ^V    § dvck  «i^eve  ZeidiM 

4aTvtefle*  Md  fiec«  aMbtl  der  ZaUn   iE,.  B^.  B^ in  die 

letLterea  Gteinaacca  cHfiBi^  wmIk.  thrfwcA  kaon  mut  siefc 
MrakluBt  Mhea,  die  Fn^  «dtk^gfci.  »h  es  Cr  jene  Summa 
■alte  amA  isdep^B^eBle  D«nfelh«fa;c«cfse  ^ebe,  «ie  mMc 
Br  4«  BeraaBlIiscbcfl  ZaUea  dvcb  Laplacc  und  An^en 
gAadc«  B*r4ea  «sd-  Es  snleHiest  w*U  kernen  Zneirel,  da» 
Jmm  F«yihfitiiigt  bejaki  werde«  Masse.  Ueaa  sebon  dord 
Jte  AwraiHiC  der  v«rken>ebeBdeM  reeorreaten  besetze  auf  sieb 
wAlC,  4.k  d«ek  die  aOimaii^  ^iib»libiÜ4Ni  der  aus  früheren 
deUsBffM  «tKrfeHetea  Wertlte  ia  den  «pätereo  ergeben  sieb 
Bolbi*eftdig  mdepeadeote  Ansdr^eke,  nekbe  freilich  im  allsempi- 
neo  nn  dvrcfc  conhitiatorische  Iliir»iiiittel  eine  leicht  fibe^sicll^ 
Kcfae  Fem  siuiebiDeir  werden.  Da  aber  derarßge  independenla 
EotwicUnngea  jedenfails  zur  wirlcKeheo  Bereciinang  der  Wertlw 
weniger  beqnem  aosfallen  nSrden,  als  die  Iiereilä  rorbio  m^ 
gebenen  rectirrenten  Gleicbnngen ,  so  babe  irh  geglanbt,  mid 
der  Mühe  überbebeo  zn  dürfen,  auf  dem  be^eichoeteii  Wege  in- 
depeadeote  Forroelö  (ür  die  Summen  S^  nod   T^„  m  suchen. 

Die   Analogie   mit  deo   Bern  oulli'schpn   Zahlen   tvetst   mA 
BofftiBCn  anderen  V^cg  hin,  solche  independenle   t'nmieD  iiir  dif 
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Svsnmeii  5411  und  T^  m  finden,  nShmlich  durch  bentimmte 
r>  mfftrentialqnotienten.  Diess  unterliegt  auch  im  allgemei- 
B^a  keiner  Schwierigkeit.  Denn  man  wird  »ich  aus  den  unmittel- 
1^^«  nachfolgenden  Entwicklungen  überzeugen,  das» 

■^'^  ^  wenn  in  diesen  Differentialquotienten   nach  verrichteter  Diffe- 
■■^«^tiation  ar=0  gesetzt  wird.     Aliein  die  Quotienten    und 

gehen  fSr  ^=0  in  die  unbestimmte  Zahlform  ^     Ober    und 

'  %^568  ist  auch  bei  allen  daraus  hergeleiteten  Differentialquotienten 

^^^T  Fall.     Man   mOsste  daher  entweder  eine    Umformung  dieser 

l^^zteren    zu  bewirken    suchen,    aus   welcher    die   bestimmten 

^^^crthe  derselben  sich  ergeben,  oder  man  müsste  das  nShmliche 

Km«l  durch  wiederholte  Differentiation  des  Zählers  und  Nenners  zu 

^T^eichen  streben.     Beides  durfte  schon  an  sich  nicht  leicht  auszu- 

fäliTen  sein.    Ueberdiess  würden  die  auf  solche  Art  etwa  zum  Vor- 

c^oheine  kommenden  independenten   Ausdrücke,  wie  das  Beispiel 

^^rBernoulli 'sehen  Zahlen  hinlänglich  deutlich  zu  erkennen  gibt, 

jedenfalls  allzusehr  verwickelt  sich  darstellen,  um  aus  ihnen  irgend 

Milien  wirklichen  Nutzen  bei  der  Berechnung  der  Werthe  von  S^^t 

und  7*411  schöpfen  zu  können,  wenngleich  dieselben  nicht  nur  an 

sich  interessant  sein  mochten,    sondern    auch    ohne  Zweifel   zur 

^«IlstSndigkeit    der    Untersuchung   geboren.     Ich    will  daher  auf 

dWte  Betrachtung  nicht  weiter  mich  einlassen,  sondern  mit  den 

*o  «ben  darüber  gegebenen  Andeutungen  mich  begnügen . 


$.63. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  die  Mittel  gezeigt  worden  sind, 
die  Werthe  der  Summen  S^,  S^^  Si^,  ...  und  T^,  T^,  Ti^,.... 
^^  finden  9  diese  daher  als  bekannt  angenommen  werden  dürfen, 
Alanen  nun  mit  ihrer  Hilfe  die  Logarithmen    der  Functionen 
3B9»  ^  and  1— 92a:,  welche  in  $.57.  einstweilen  übergangen  wur- 
den» eben  so  in  Reihen  entwickelt  werden,  die  nach  steigenden 
^^tenxen  von  x  fortlaufen,  wie  diess  bei  den   übrigen  dort  ange- 
^^brteD  Functionen  durch  die  Bernoulli'scben  Zahlen  geschehen 
W.    Mao  wird  nähmlich  durch  dasselbe  Verfahren,    welches  in 
S*  S7.  angewendet  wurde,  aus  den  in  $.  55.  und  §.  56.  gegebenen 
%«legnDgen  der  Functionen  %x,  |a;  und  I  —  q>2x  die  natürlichen 
litgaritbnien  derselben  durch  folgende  Reihen  ausgedrückt  finden: 
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462  Mnwr: "  iMwictanni  der  vor%1iglich$Un  Ei§entcJUifiem  einiger 
^%x  —  lar  —  04 .  j  —  "^8  •  "2"  —  ^12  •  "3       *^i«  •  "T —  •  •  •  • » 


igX^^öiX       lö       /4-~j  lg  .  -^  —  ■12*  ~o  'l«*'jr  "^••'•9 


/(l-92j:)=4/a:  +  /2-/3-(Ä4+7'4).~-(S3+7'g).^' 


;rM 


— (^Sit  +  212)  •  "5"— 


•••• 


Hieraas  lassen   sich   dorch   Differentiiren    noch   andere  Ent- 
wicklangen herieiten.    Denn  es  ist: 

dlxx     <px      dl^     t^ar  d/(i— y2jf)        2S2a? 

<ia:*~'x*'<ia:"~fer  dx        '^  1 — ^23: ' 

daher  erh&It  man : 
^x     3 


=-:— 4r4.j:»-4re.a:7-4r,a.a:"-«47\..^"-...., 


j? 


1^ 

Durch  die  Multipiication  der  eben  enivickelten  beiden  Qootien— ' 

ten  —  und  t-  mit  den  zwei  bereits  in  6.  58.  erhaltenen  Werthei 
%x  ^ 

von  —   und  -7-    können   auch    für  die  Quotienten  ~  *    —  ,    — 
<px  ipx  XX     fjfx      ipj^ 

und  7-    Reihenausdriicke  gefunden   werden,  die  freilich  unmittel^ 

bar  weit  mehr  zusammengesetzt  ausfallen,  als  die  bisher  angeftthr^ 
ten,  und  auch  schwerlich  einer  hinreichend  einfachen  Darstellimj^ 
föhig  sein  durften.  Desshalb  will  ich  die  dabei  erforderliche  MqU 
tiplication  der  Reihen  nicht  wirklich  verrichten,  sondern  dieselbe 
nur  anzeigen,  und  zwar  zur  Verkürzung  der  Ausdrücke  mit  Hilfe 
des  bekannten  Summenzeicbens  S,  welches  hier  durchgängig  hi 
der  Ausdehnung  von  n  =  l  bis  91  =  00  genommen  betrachtet  wer- 
den soll,  ohne  diesen  Umstand  überall  im  einseinen  anxuseigen. 
Unter  dieser  Voranssetaang  ist  nun: 
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fer  ^Ä   far      /l      .„_        ^_, ^  ^ (2**- l)y*»* B^ . .r**-*  • 
%x     %x   g>jp     \a: ,  *  /  (4/t)I 


(24«-l)22"+iÄa„.:r*'"-^ 


9>ar      ^'g>x      \x  *" '  / '  (4«)I 

.  ,  Wegen  des  hedeutendeo  Verwicklung  dieser  Reiben,  diifte  ein 
i|(irkUdier  Gebrauch  derselben  kaum  zu  erwarten  sein,  es  .lässt 
i^ch  Jedoch  eine  Bemerkung  daran  knüpfen,  um  deren  willen  sie 
eigentlich  hier  heigefögt  worden  sind. 

•  * 

''"Wie  man  sogleich  sehen  wird,  sind  von  diesen  zuletzt  ge- 
itincieiien  Ausdrflcken  der  erste  und  vierte  zu  einander  reciproke' 
Werthe  und  daher  ihr  Product  gleich  1.  Von  den  heldien  mittt^-' 
ren  Ausdrücken  gilt  offenbar  ganz  dasselbe.  Denkt  man  sich  nun 
ein  solches  Product  wirklich  entwickelt«  so  müssen  sich  aus 
dqi  einii^lnen  CoefBcienten  desselben  gewisse  Gleichungen  sWisebeir 
den  darin  vorkommenden  Zahlen  S^,  S^,  Si^,  >»*;  T^,  T^,  Ti^^,... 
und  B29  Bj^y  Bq,  —  ergeben >  aus  welchen  ein  Tfcell  cKeee^ 
Zahlen  berechnet  werden  könnte,  wenn  die  übrigen  als  bekannt 
angenommen  Vrerden.  Di^  wirkliche  Ausführung  dieser  Berech- 
nung durfte  alfeMlings  nur  wenig  bequem  befunden  werden,  es 
schien  mir  jedoch  bemerkenswerth  zu  sein,  dass  Oberhaupt  solche 
Gleichungen,  existiren,  durch  welche  ein  bestimmter  Zus-am- 
menhang  zwischen  diesen  scheinbar  s6  sehr  von  einander  rück- 
sichtlich  jhres  Ursprunges  verschiedenen  Zahlen  nachgewiestn 
werd^''iuEinn. 

Zur  Beurtheiktng  der  Convergena  bei  den  hier  entwickelten 
Reihen  überzeugt  man  sich  aus  der  Beschaffenheit  der  mit  S^, 
T^  bezeichneten  Summen,  dass  die  Gränzen,  welchen  sich  die 
Quotienten 

%±4,     %+*     und.^^J^^tlH^ 
^4»  ■«  4»  0411  -r  /  4«      . 

bei    fortwährendem  Wachsthume  von  n.  ohne  Ende  näh^jn,    be- 
siehungs^lMfle  ..  '/  1 

^  ^  A        ^ 

c^'     ft^      ""^      ^* 

31* 


4fl4   ir»«f  *  AMMcMm^  der  w^rtOgUehUen  E^mukMfUm  §ini§§r 

•Ind.    Hieraus  folgt  TenuSge  des  bekannten  tod  Caucby   aufge- 
stellteo  Kennzeichens^  dass  die  Reihen  ffir  hx,  —  ond    -^       ^ 

contergiren ,  sobald  x  <  Oi ,  die  Reihen  ilSr  i^  und  j^  hiogegen» 
wenn  s^ßi  ist. 


j.  64. 

Zwischen  den  Sammen  S^,  S^,  Si^,  ....;  T«,  f^,  f^^,  «... 
and  den  BernouUi'schen  Zahlen  scheint  auch  darin  eine  Art 
▼on  Üebereinstimmüng  zu  herrschen,  dass  sich  Rlr  die  ersten  eben 
so  wohl,  wie  diess  von  den  letzten  längst  bekannt  Ist,  mehrere 
von  einander  abweichende  Systeme  von  recurrenten  Gleichungen 
aufstellen  lassen.     Dra  diess  zo  zeigen,  betrachten  wir  zanichet 


die   in    (.63.    gefundene    Entwicklung   des  Quotienten   | — 

Indem  man  dieselbe  mit  dem  Nenner  1 — g>2j:  multiplicirt,  erhält 
man  daraus: 

(2x 
=r  (1-92«)(|  -2(54+  y4).**-2(5a+  7;).«^-2(Si,+  T^^jtii-  ..)• 

Nun  ist  aber  vermSge  $.  2. : 

2».j»     2^.x^  ,  2^^g»     2>^£J»     2w^ 

«^""  3!  "■  71  +  111       löP+nrai     ••••• 

92j?^1—    41     +     81    ~     12!     +      Ur 


•  ••• 


Setzt  man  diese  Werthe  in  der  vorhergehenden  Gleichung ,  ee 
wird  man  nach  vollzogener  Maltiplication  durch  Gleichstelinng 
der  entsprechenden  beiderseitigen  CoefBcienten  folgende  neoe 
Relationen  finden: 

Ü  8!   "~"' 

~~s          a     "*'i2r~"' 
4i sf — + — m isr**"' 

allg«m«ia 
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ii  gl  +         151  •• 

t 

-•■*'  ÖM  +     (4»+4)l    "" 

Gani  die  n&hmlichen  Gleichaogen  lassen  sieb  aoch  aus  deo 
beiden  in  $.63.  entwickelten  Quotienten  —  und  j-  herleiteii.  In- 
dem man  dieselben  addirt.  Hingegen  ergeben  sich  daraus  andere 
von  den  firfiberen  wesentlicb  verscbiedene  Glelcbungen>  vrenn 
IBSA  die  eben  beieicbneten  Quotienten  von  einander  subtrabirt 
Deoe  es  Ist: 


tx^  {x  %xix  ^  1—9)2« 

Hieraus  folgt 

eder«  wenn  man  mit  dem  Nenner  l*— ^2^?  multipllcirt»  nacb  Weg- 
leesoDg  des  Factors  2, 

2(%x .  ^x — (px .  ix) 
«=(]  — 92a:)^+2(S4~  T^.x»+2(S^^  T^)  .a:^+2(S„-ri.). «"+.,) 

Wild  bierin  anstatt  q>2x  die  vorbin  angegebene,  anstatt  %x.^x 
■yjr«fcr  die  bereits  in  §.59.  gefundene  Reihe  substitnirt»  so 
ei^^ben  sich  nach  verrichteter  Multiplication  durch  Gleicbstel« 
lang  der  auf  beiden  Seiten  einander  entsprechenden  CoefBcienten 
folgende  Beziehungen : 

-nr^ — §!— -°' 

S,-Tj^     V(S^-T^)  .  y-3.2» 
^«-ri«     ^S,-T,)  .2«(.S-n)     2" -4.2»     - 

41 gl-   + — m isr~^^' 
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allgeraeio 

4?  8!  ^  12! 

.    .  ""^  (4n)!  ^  (4n+4)!  ""• 

-  Aus  dicisen  Gleichungen  köonen  die  Werthe  tod  £4*^74; 
S^-r-T^,  '^9~~'^i2f  ••••«  SO  ^>®  AUS  den  Irfiberen  jeoe  ?oi 
S^  +  T^f  Sß-{-  T^,  Si2-{-  7*13«  ----  berechnet  und  daraus  mit  leMh 
te^  Mühe  sowohl  S^,  S^,  5|2>  ....»  als  auch  T^,  T^y  Z\^9  -»• 
hergeleitet  werden.  Es  ist  aber  noch  einfacher«  diese  beiden 
zuletzt  gefundenen  Systeme  von  Gleichungen  nach  der  Ordoong 
pa^rsyeise  zu  addiren  und  auch  zu  subtrahiren.  Dadurch  erblb 
man  die  zur  unmittelbaren  Berechnung  der  Summen  jS^^,  S^,  S^»" 
und  7*4,  T^,  7*12«  •"•  geeigneten  zwei  neuen  Systeme  ?oa 
Relationen«  die  von  den  in  §.60.  und  §.61.  aufgestellten  wesent- 
lich abweichen: 

«4     3.2^—2.20 
4f""         8!        "~"' 

^     24>S4     Ö.26--3^ 

4»  ^   8!     ^   12!  16!         """' 


allgemein 

*^4/i        2   *N4n— 4        ^   *^4n— 8         -      *34n— j' 

"4!  8!       ^~T2!  lW~ 


4- 

■     •  •  •  • 


,   (-l)n~1.2^-^>S^4    ,    (^l)n.(9yi^l)24n-2_(.;,^l)    2gn-2 
••••"*"  (4/1)!    "  +  (i^TR)!  ="' 


und  ferner 


^4      1.2-^4-2.20 

4!  8!  -"' 

7;      24r       3.2H3.2^ 

4!         8!    +        12!        ~"' 

4!  ""    8!    +  12!   "~        16!        """' 


allgemein 


r^ 


4er  ttnitHcluUK  attMtHmflm  n 


/ 


3!^7!  ^  II!  ^15!  ^19! 


icL     Um  diese  Ausdrücke  auf  eine  reelle  Poem  ■■  I 
ueo  Hie  Gletcbungen  des  §.  ^.     Denn  e«  ergibt  sieb  darai 

(j        xi\  X         xi  X     ,  xi 

frnieT  mnf  dieselbe  Weise : 

Durch  die  Sabstitulion  dieser  Werthe  erhSit  man  endR«li:  " 

X      X*      X*     x'^      a;"  x',       x  x         x  ■ 

T+5l  +  ?l  +  i3i  +  -i7i+-='*''^''v2-iv2+*^-*v!*  'i 

«•     a?      x"      «»'      Ä>»  «        jr  >        *  ■ 


S-  66. 

Im  TorhergebeDdeo  bsbe  ich  reniachl  die  vorsagliciutH  mi 
«dl   JeichtMtra  «tkenabucn  ¥AcmH^>ft»si  4«  *r«a  mir  mit  dm 
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Nameo  der  hypercyclischen  belegten  Fanettonen  nachzuwei- 
«eii**  Et  lag  dabei  gar  nicht  In  meiner  Absicht,  diesen  Gegen- 
stand mit  aller  Ausführlichkeit  und  Vollständigkeit  zu  be- 
bandeln. Dessbalb  darf  roan^  sich  nicht  darüber  verwundern» 
häufig  nur  theilweise  und  auf  be^iromte  Fälle  beschränkte 
Entwicklungen  oder  auch  blosse  Hindeutungen  auf  andere  wei- 
ter reichende  Untersuchungen  anzutreffen«  Auch  wird  man  finden^ 
dass  mehrere  Gesichtspunkte»  aus  welchen  die  genannten  Fun- 
ctionen hätten  betrachtet  und  die  daraus  sich  ergebenden  Folge- 
rnngen  hervorgehoben  werden  kOnnen  und  sollen,  gänzlich  mit 
Stillschweigen  übergangen  worden  sind»  weil  sie  entweder  zu 
unerheblich  und  mit  den  übrigen  in  keiner  nothwendigen  Verbin- 
dang  stehend  erschienen»  oder  auch  weil  eine  genügende  Ausfüb* 
mng  derselben  eine  grössere  Weitläufigkeit  erfordert  haben  würde» 
als  ich  mir  erlauben  zu  dürfen  glaubte.  Der  Zweck»  welchen  ich 
bei  meiner  Arbeit  durchgängig  vor  Augen  hatte»  ist  gleich  anßlng- 
liob  voa  mir  angegeben  worden»  und  Ich  hege  die  Hoffnung»  das« 
das  hier  wirklich  Beigebrachte  vollkommen  hinreichen  wird»  die 
grosse  Menge  und  Verschiedenartigkeit  der  Eigenschafken»  welche 
den  hypercyclischen  Functionen  zukommen»  zu  zeigen  und  dabei 
sugleich  erkennen  zu  lassen»  dass  eine  weiter  ausgedehnte  und 
tiefer  eindringende  Untersuchung  sie  noch  bedeutend  vermehren 
müsse.  Auch  steht  der  hier  behandelte  Gegenstand»  wie  man 
zu  bemerken  Gelegenheit  gehabt  haben  wird»  zuweilen  mit  ande- 
ren in  einer  vorhinein  nicht  erwarteten  Verbindung»  woraus  sich 
dann  Beziehungen  mit  den  schon  bekannten  Functionen  ergeben» 
welche  die  darauf  verwandte  Mühe  in  keinem  Falle  als  ganz  un- 
fruchtbar erscheinen  lassen. 

Bei  dem  ausgesprochenen  Zwecke  wird  es  wohl  auch  keiner 
besonderen  Entschuldigung  bedürfen»  wenn  man  wahrnehmen  sollte» 
dass  hier  nicht  überall  ein  durchaus  gleichförmiges  streng  syste- 
matisches Verfahren  eingehalten  wurde»  indem  meine  Aufmerksam- 
keit nicht  sowohl  darauf»  als  vielmehr  vorzugsweise  auf  den  Um- 
stand gerichtet  war»  jede  einzelne  zu  erweisende  Eigenschaft  auf 
einem  möglichst  kurzen  Wege  herzuleiten.  Dieses  letztere 
ist  zugleich  die  Ursache»  wesshalb  ich  von  den  imaginären 
Zahlen  einen  so  ausgedehnten  Gebrauch  gemacht  habe.  Ich 
glaube  zwar  erwarten  zu  dürfen»  dass  man  an  dieser  Behandlungs- 
art gegenwärtig  weiter  keinen  Anstoss  nehmen  werde»  nachdem 
man»  zuerst  angeregt  durch  Gauss»  der  die  Tiefen  der  Wissen- 
schaft eben  so  wohl  als  die  mehr  an  der  Oberfläche  derselben 
befindlichen  Gegenstände  mit  gleichem  Scharfblicke  zu  durch- 
schauen gewohnt  war»  die  wahre  Natur  der  sogenannten  unmog- 
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lieben  Zablea  i;eaMi«r  einziuclieD  angefangen  kal.  Sollte  diew 
aber  dennach  der  Fall  seilt,  und  man  »ioer  t««  der  Bcirachbiiig 
der  imagmflicB  Zahlen  uflalihing^jeo  wenp  glüch  etwas  weitläuft- 
geren  Da^vleUnng  den  Vorzog  geben,  so  (all!  es  akbt  schw«t, 
ftttm  ^*g  >D  beaeichoen/  anf  veicfaem  di«s8  geleistet  werden 
4bbd.  IndeiD  man  nShmUcb  von  den  in  §.2.  aageffibrtea  ReibcB 
.•iNErUäraag  der  bypercyclischen  Fnoctioaen  ausgebt,  ergeben  sid 
JarAdH  unmittelbar  die  in  §.  13>.  und  §.  16.  aufgestellten  DifferenÜal- 
qnotieateD,  mit  deren  BiUe  vermSge  des  Tay  lor'scbeD  LehraatiM 
die  bypercydiscben  Functioneo  von  x-i-g  und  ;r — y  Kuersl  ab 
Reihen,  dann  aber  auch,  wenn  man  die  gehfirigen  Glieder  der 
Beifaen  EU«aDimeD»ehl,  in  geschlossen  er  Form  sich  findei 
Jaaaen.  Auf  diese  Art  gelangt  man  zu  den  Formeln  des  $.30., 
BUS  welchen  ferner  die  ganze  Theorie  dieser  Functionen  ohoeZi- 
liebuag  der  imaginären  Zahlen  be^;eleitet  werden  kann,  wob« 
allerdings  in  manchen  Fällen  eine  bedeutend  grossere 'Weitlaofig- 
fceit  erforderlich  sein  wird,  als  im  Vorhergehenden  unter  MilUUc 
jener  Zahlen  nothnendig  war,  deren  haopteScb liebster  Nutz« 
eben  darin  beatebt,  dass  durch  dieselben  häufig  der  Uebergang 
.Terscbiadcnei  Fnafitioosüannen  in  «iaander  reimittoit  and  erhmk- 
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lieber  das   aUgemeine  Geseti  für  die  Bfldang    der 
hohem  Aendenuigsgesetze  einer  doppelten  Function. 

, ...  ..  Herrn  Professor  G,  Deeher 

u  der  poljtechnitchen  Sdiale  BiiA«g:sbiir|^. 


In  einer  früheren  Abfaandlang  (ArcbiTThl.  XXI.  Seite  423 
o«  f.)  habe  ich  das  allgemeine  Gesetz  fär  die  Bildung  der  hOhern 
Aendemngsgesetze  einer  doppelten  Function  f(s^x))  unter  fol« 
gender  Form  mitgetheilt: 


•..^ 


worin  y  =  fig>(a:)),   u  =  g>(a:)  ist,  yu  das  Aenderungsgesetz  der 

itten  Ordnung  von  y  in  Bezug  auf  x,  yk  das  Aenderungsgesetz 
der  Iden  Ordnung  von  y  in  Bezug  auf  ti  bedeutet,  und  ti|>  Us»  Us, 
u«  s«  f.  die  Aendemngsgesetze  der  Isten ,  2ten ,  3ten  u.  f.  Ordnung 

von  u  in  Bezug  auf  x  vorstellen,  endlich  n^p,  g,  u.s.{l  die 
Factorieilen  1.2.3  ....n,  1.2.3....|i,  1.2.3....^,  u.  s.  f.  ersetzen. 

Dieses  Gesetz  lässt  sich  nun  leicht  unter  anderen  Formen 
darstellen,  welche  theils  an  sich  interessant  sind,  thells  aber 
auch  in  besonderen  Fällen  ganz  einfach  auf  Ausdrficice  führen, 
die  man  bis  jetzt  nur  auf  ziemlich  beschwerlichem  Wege  ablei- 
ten konnte.  Dazu  wollen  wir  dasselbe  zuerst  unter  die  Form 
bringen: 


472  Becker:    üeber  dae  aUgemeine  Geeein 


"..-  Mnn%r  ■■<%)" 


« 

worin  S.rpr  für  Pi-f^Pt-f  3;9,4-etc.-frpr,  S.pr  fflr  Pi-t-p§i-pM+-*' 
.... -fpr  steht»  und  deren  Gesetz  so  besser  in  die  Augett  fllUt. 
Fassen  wir  dann  die  Entwicicelung  des  Polynoms 

/*  s=  (oix  +  a^  +  Ojar'  +  ....  +  a««*)*, 

worin  k  eine  ganze  Zahl  iiedentet,  in  einer  ähniicben  Doppel- 
summe  zusammen,  so  finden  wir: 


A=0  S.p^=*  Pi-Ü.ps-.-?r 

und  die  Vergleichnng  der  innem  Summen  von  (A)  und  (B)  seigt, 

dass  der  Coeffizient  von  yh  in  der  Entwicicelung  von  y»  mit  dem 
Coeffizienten  von  ix"  in  der  Entwicicelung  der  Potenz 

(0  |(^«+|«.+  ^«.  +  ....+^«.)» 

ie  2  3  n 

identisch  ist;  denn  man  hat  bei  dieser  Vergleichung:  ' 

S.pr^^U,  S,rpr^k+h  =  n,   ai=:y»    a^^^»    asZz-^^u.s.C 

*■  Z  o 

X 

Darnach  ist  also  die  unabhängige  Entwickelung  von  y«  auf  die  un- 
abhängige Bestimmung  des  Coeffizienten  von  j^  in  der  Entwiclce- 
lung  des  Polynoms  (C)  zurückgefOhrt,  und  man  kann  dem  allge* 
meinen  Gesetze  (A)  nun  die  Form  geben: 

(D)     y«  =  ,f,srt^L"'«+5«*+3«H....+-«-J,. 

wenn  man  Qbereinkommt,  den  Coeffizienten  von  or*  in  der  Ent- 
wickelung von 

durch   den  Ausdruck: 


beseichnen. 


-  j^Oi4:  +  «t«^  +  «,«»  +  . . . .  +  Oii£r*  j  ^ 
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AiM  dieser  Form  folgt,  dasa  die  belcaaDtenBeiiehangeD  iwiechen 
deD  CoefBiienteD  Oi»  o«»  a^,  u.  ••  f.;  Akf  Bk,  Ck»  u.  s.  f.  in  der 
(SIeidiiiiig: 

(«A« + a^ + a,ar» + etc.)*  =  Ako^ + Äwr*+*  f  CIw?*+«  +  etc. 


dieoen  kOoneD,  die  Goeffizienten  von  jfj^  danoeteiien»  iodem 
man  flir  k  nach  und  nach  alle  Werthe  von  n  bis  1  einführt;  man 

wird  leicht  finden,    daaa  die  Goeffizienten  von  y«,  ^»-1»   yn-%, 


V. «,  f.  durch  An$  -:^=r'JRi-.i=nJff«-.i, 


«—1  n^ 

v.«.  f.  ansgedrilckt  erscheinen,  and  daaa  man  hat: 


An    =t«i*; 


Gi.a=ii(ii— ])  Cii-tt 


A-i=tti"-*, 


«a 


u,Bn^i=(n-^l)^Af^i; 


Am^%=Ui*-*, 


(B)    I  2iHC;i-a=(n-.3)^Ä.-*+2(n-2)^A^; 


ili-l  =  Wl*^» 


tt» 


ti|Ä.-,=(n-.3)^^^, 


ähGi-,  =  (n-i)^«.-, +2(n-3)  %il«-., 


U.   8.   f. 


+3(n 


«4 


J--» 


Beachtet  «man   endlich,   daaa  der  Goeffisient  von  ai^  in  der 
Batirickelviig  dee  onbegrenzteo  Polynoms 
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djcoelbe  ist,  wie  bei  der  des  begrenzte»  Polyiienis 

80  lange  k  kleiner  ist  als  9i»  vi^ie  es  in  unserem  Falle  ioiiner 
stattfindet,  so  kann  man  ancb  in  dem  Wertbe  (D)  fflr  das  einge- 
klammerte begrenzte  Polynom  das  unbegrenzte 


y«  +  ?«Ht«»+etc. 


einfäbren,  welches  nach  dem  Taylor 'sehen  Satze  die  Entmcke- 
lung  der  Differenz  q>{x-\-(i)  —  <p(x)  vorstellt»  d.h.  die  Aendemng 
des  Werthes  unserer  Function  11  =  97(0^)»  wenn  man  o?  \a  x-^a 
fibergehen  lässt.  Damit  nimmt  also  unser  allgemeines  Gesetz  die 
einfache  und  gewiss  bemerkenswerthe  Form  an: 


(F)  y«  =  ^  .yt  I  -  ^q>{x  +  a)^9iP^)\j,  s 

deren  Bezeichnung  indessen  immer  noeh  toraussetzt«  daas  die  ein- 
geklammerte Grosse  nach  Potenzen  von  a  geordnet  und  der 
Coeffizient  von  o*  herausgenommen  werde. 

Nehmen  wir  als  Anwendung  ti  =  a:^,  ff=:f(x^),  so  folgt: 
<p{x  +  a)  -  <p(x)  =  (x  +«)* — a:^  =r  a:^[(l  +  |)A—  1] , 
und  damit  wird  zuerst 

er* 

das  mit  «"  behaftete  Glied  hat  also  immer  die  Form  if  --.    und 

der  vorstehende  Werth  kann  desshalb  auch  in  den  folgenden  am- 
gewandelt  werden: 

Entwickelt  man  sodann  das  eingeklammerte  Binom,  so  ergibt  sich 

[l-(l+«)^]*==l-A(l+a)H[^yi+«)*^-[Ä]8a+«)^Hetc.±(l+^^^^ 
un^  mrt  der  Beachtung,  dass  man  hat: 

5;i(l+«)^J."- 1.2...:«     •     =M"^ 


fiDdet  man  sofort: 

^  [l  -  (1  +  a)*]||.  =  -  *[i]»  +  [Ä]«[2i]-  -  [*],  [3iJ« + etc.  ±  [ÄiJ« 


folglich  wird  aacii: 


=  *?(-!)'[*]' M«; 


l>^A:c*)  =  5.  *T .  (_  D*  ^  /).»/(«)  2  .  (- D«  [*],  [tt].. 


ar"*=i  Ä  '=^ 


Ebenso  einfach  ist  die  Ableitung  Tony«,  wenn  u=^e*,  y=zf(e*) 
genommen  wird;  man  hat  dann  nach  (F): 


l 


=2.z).*A«)e»'|5:[i-'«I.(-i)'; 

entwickelt  man  das  Binom,   so  ergibt  sich  zunächst: 

(1— c«)*=l— A6«+[i5:l,e««-[A:]sC««  +  ....±c*«; 
es  ist  aber  anch 

«*«==l  +  ^+ -^  + -TS- +  ....  + -:=t- +  etc., 

•^  1 

nnd  damit  findet  man: 

1  r"  "1*  1  2«  3*  ifc" 

folglich  hat  man  auch: 

Ffir  die  Entwickelung  von  Dx^f(logx)  bietet  die  Form  (F)  un« 
seres  allgemeinen  Gesetzes  keinen  besondern  Vortheil ;  man  muss 
fSr  diese  nothwendig  auf  (D)  zurückgehen  und  die  Ufilfstafeln  (E) 
benützen,  durch  welche  man  auch  für  einige  besondere  Werthe  von 

Im  JF^/T^)  s^l^r  leicht  die  einfachsten  Entwickelungen  von^n-findet. 


mttr:    Oa  Salt  rtfi«  t»HlMelltrfn  WnttrifiMa. 


Ein  Satz  rom  zneitli  *"  ;eii  Hyperboloid. 

Herrn  Franz    Unferdiugtr, 


taaiciKAincc 


InThl.  .XXVII.  S.  51.  diese»  Archiv«»  halie  ich  bewiese« 
dass  das  von  den  Asyroptotpn  uad  einer  beliebigen  Tangeote 
Hyperbel  fonnirte  Dreieck  einen  cnntilanten  FlSchenraum  hat  nnj' 
dass  der  Berührunssptiokt  stets  im  Mittelpunkt  den  von  den  Asym- 
ptoten begrenzten  Stückes  der  Tangente  lieEft.  Ein  analoger  äati 
gilt  auch  i'am  ztveitheiligen  Hyperboloid,  iJe^sen  Asymptotenflidw 
und  dessen  tangirender  Ebene, 

Le^en  wir  durch  den  Mittelpunkt  des  zneitbeiligen  Hyperba- 
loides,  dessen  drei  Axen  2c,  2V~— 6',  2V  — o*  sind,  eio  recht- 
winkelige^  Coordinatensystem  der  x,  y,  z,  su  dass  die  Axe  den 
in  die  Richtung  der  reellen  Axe  2c  und  die  Axen  der  y  und  x  il 
die  Riebtungen  der  Axen  2V — 6',  2V — o*  zu  liegen  kommen,  w 
ist  die  Gleicbung  des  zweitbeiligen  Hyperboloides: 

und  die  Gleichung  der  Aüy  mp  toten  fläch  e  i 

Sind  ^1,  ^1 ,  1,  die  Cnnrdinatea  eines  Punktes  des  Hyper- 
bajoidea,  so  das«  auch 


L 


ünferäimer:    Em  Sat%  tom  upeitkeiUgen  Bnf^rböMd.    477 

80  ist  die  Gleichung  der,  in  diesem  Punkt  das  Hyperboloid  tangi- 
renden  Ebene: 

Es  kommt  nun  darauf  an,  das  Volumen  desjenigen  Kegels  za 
bestimmen,  welchen  die  berührende  Ebene  (4)  von  der  Asympto* 
tenfläche  ('2)  abschneidet.  Lassen,  wir  die  Gleichungen  (2)  und  (4) 
gleichseitig  bestehen,  d.  h.  beziehen  sieb  in  beiden  Gleichungen 
die  Coordinaten  x^  y,  z  auf  dieselben.  Punkte  des  Raumes,  so  bezeich- 
nen die  beiden  Gleichungen  die  Durchschnittslinie  der  berClbrenden 
Ebeoe  mit  der  Asymptotenfläche,  d.  i.  diejenige  krumme  Linie, 
welche  die  Grundfläche  des  gesuchten  Kegels  begrenzt.  Bezeich- 
nen wir  den  Flächenraum  dieser  Grundfläche  mit  F  und  das  vom 
Anfangspunkt  auf  die  tangirende  Ebene  gefllllte  Perpendikel  mit  p 
und  das  Volumen  des  Kegels  mit  F»  so  ist 

(5)  .  ^^  '^^'P' 

Insofern  sich  nun  die  Lage  des  durch  a?i ,  yi,  Z|  bezeichneten 
Punktes  ändert,  ändert  sich  auch  die  Lage  der  durch  (4)  darge.- 
•tellten  tangirenden  Ebene  und  mit  ihr  der  Flächenraum  F 
und  das  Perpendikel  p.  Es  ist  also,  um  über  die  Grosse  des 
Volumen  F  entscheiden  zu  können,  nothweudig  F  und  p  oder  doch 
^  Product  F,p  als  Function  von  ar| ,  yi,  Zi  darzustellen.  Um 
^i^ses  auf  die  einfachste  Art  zu  benerkstelligen ,  elirhiniren  wir 
*Q8  den  Gleichungen  (2)  und  (4)  die  Coordinate  z  und  erhalten: 

^^e  Gleichung,  welche  die  Projection  der  Durchschnittslinie  dor 
^■^girenden  Ebene  mit  der  Asymptotenfläche  auf  die  Ebene  der 
^  bezeichnet.  Wird  diese  Gleichung  nach  x  und  y  entwickelt 
^d  geordnet,  so  findet  man: 

**(p*2i«—  c«a:i«).a:«  +  ii4(42ii*— c«yi«).y«— 2a«6«c«j:,yi  ,xy 

— 2aH*c^Xi .  X  —  2a^^c^y^  .  y  -  a^h^c^  zzz  {) 

oder  weil  aus  (3)  folgt: 

a«z,-<.«aria  =  a«c«.(l+^),    6*Zi«-r*3f|«=  A«c*.(l  +  ^V). 
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wenn  man  diese  Form   der  CoefBcienten  von  x^  und  jf*  adoptirt 
nnd  alsdann  durch  den  gemeinschaftlichen  Factor  äHfl^  abkürzt: 

(7) 
(Ä*+yi*).ar«+ (fl«+ari«)  .y2— 2jr,yi . ari/— 26«jr, . ar-2a«^i  .y— a^*=sO. 

Dm  die  besondere  Beschaffenheit  dieses  Kegelschnittes  kennen 
zu  lernen y  folgen  wir  der  von  Herrn  Grunert  in  Tbl.  XXV, 
p«  146.  gegebenen  »yDiscussion  der  allgemeinen  Gleichung  des  zwei- 
ten Grades  zwischen  zwei  Teränderliehen  Grossen'*  und  setzen: 

a'  =  *•  +  yi*,    6'  =  a«  +  x^^,    c'  —  — ar,y, ,     d'  =  ^b^x^ , 

wodurch  die  Gleichnng  (7)  übergeht  in 

Ä^Ä«  +  ^'y« + 2c' jcy  +  2d'ar  +  2c'y + /»  =  0, 
und  berechnen  die  beiden  Ausdrucke: 

a'6'-.c'«    und    o'e'«  +  6'd'«+/*c'*— a'Ä'/'— ac'ife'. 

weif  aber  nach  der  Gleichung   (3)  a*6*+^*j?i*  +  a^,*=r-^.Xj«, 
so  ist  auch: 

Ebenso  erhält  man: 

mithin,  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt  und  die  Glieder  d«r 
zweiten  Theile  derselben  entsprechend  zusammenfasst : 

a'ef* + b'd'*  +/'«'•—  a'b'f — 2c'dV 
+  a«6«.[(6»+y,«)(oH^i«)-a:,Vi*]. 


ilmf\$rd4m(^tr:    Bin  Sat%  pom  %weiiheiUgem  Bjf^ßetboMtk    4?d 
»•tt  lal  «hir  tacli  (3): 

«i«yi  • +  *'V  =  «•*«■  (75' -l) 


und 


also 


4 


oder 


(10)  öV«  +  6'rf'«  +  /'c'«--a'67'--2c'rfV=:(^.fi^y. 

Weil  sowohl  die  Grussen  a',  6',  als  auch  die  beiden  Ausdrficke 
\  (9)  und  (10)  positiv  sind,  so  bezeichnet  die  Gleichung  (8)  oder 
jene  (7)  eine  Ellipse,  mithin  ist  auch  die  in  der  tang;irenden  Ebene 
Begende  Grundfläche  des  Kegels  Feine  Ellipse.  Bezeichnet 
man  die  beiden  Haibaxen  der  durch  die  Gleichung  (7)  dargestell- 
ten Projeetions  «Ellipse  mit  A  und  B,  so  ist 

^^= (a'6'-0^ ' 

abo  io  dem  vorliegeoden  Falle: 


oder 


yfiB*-^ ^ ^  X.« 


c      * 


Bezeichnen  mr  den  Flächenraum  dieser  Ellipse  mit  P| ,  so  ist 

^1  =  Aß ,n ^z  — . Zi . 7C . 
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F|  ist  der  Fiächenraum  der  Projeetion  der  Durdisehdilto- Ellipse 
auf  die  Ebeoe  der  xy\  ist  also  y  der  Winkel»  weichen  die  tangi- 
girende  Ebene  (4)  mit  d^r  Ebene  Aev  xy  bildet,  so  ist: 


F.  =  F.Cosy.    F  =  ^f^-, 


also 


.m     • 


*  Cos.y     •*    c      *         Cos.y 

y  ist  aber  auch   der  Winkel ,  welchen  das  Perpendikel  p  mit  der 
Axe  der  z  eiiisv^hliesst,  mithin  ist  nach  .  den  . Lehren  der  analytl- 


sehen  Geometrie  p  --  gleich  dem  von  x,  y,  z  freien  Gliede 
in  der  Gleichung  (4)  der  tangirenden  Ebene/ d.i.:    . 

ff  c^  ob  c^ 

7^ =  — >    also     F=  i  — .Zi.jc.~=ia6c.w. 

Cos.y       zi  c    *       Zi 

Das  Volttihen  des  gedachten  Kegels  ist  also  von  den  CoordiuateD 
^1  >  yi9  ^i^  nnabfaänigig  und  für  alle  Puncte  des  Hyperboloides 
constant. 


I . 


,  :^:  f)ie  Gleichung  (7)  der  Protections -Ellipse  kann  mit  Leichtii^. 
,    Vrii  a^Uch  auf  die  Fprm  gebracht  werden :        . 


.  ■] 


(W)    (»ia:-a;,3,)*-6Mari-a:)-a'»^Ciyx-^)-a«6»  =  0. 

* 

Verbinden  wir  den  Punct  (xy)  dieser  Ellipse  mit  dem  Punkte 
(xiyi)  und  verlängern  die  Verbindungslinie  über  (x^^i)  hinaus 
soweit,  bis  die  Verlängerung  gleich  der  Distanz  {xy){xiyi)  wird; 
heissen  die  Coordinaten  des  Endpunktes  der  Verlängerung  ^  und 
17,  so  niuss,   weil  der   Punkt  (xiyi)  im    Mittelpunkt  der  Distanx 

sein,  oder  es  ist 

setzen  wir  diese  Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung  (11)  und 
l^edeiiken,  dass 


•  !•■• 


yxx  —  xiy  =  ^ii?— yil, 
so  wird 
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Iliene  Gleichung  unterscheidet  sich  von  jener  (11)  nur  dadurch, 
flaas  I  an  der  Stelle  von  x  und  17  au  der  Steile  von  y  steht;  die 
Gleicbnng  (11)  besteht  also  fort,  ivenn  man  in  ihr  |  und  1}  mit 
sc  und  y  vertauscht,  folglich  bezeichnen  auch  die  Coordinaten  g 
nod  fi  einen  Punkt  der  Kurve.  Da  nun  die  von  dem  beliebigen 
Pankt  {xy)  der  Kurve  durch  {xiyi)  gezogene  Sehne,  stets  durch 
diesen  letzteren  Punkt  halbirt  wird,  so  ist  jene  Sehne  ein  Durch- 
messer und  der  Punkt  (xi^i)  der  Mittelpunkt  jener  Ellipse;  mithin, 
nach  der  Lehre  von  den  Projectionen  der  Punkt  (^1^1  Zi)  der 
ittelpnukt  der  Durchschnitts  -  Ellipse. 


Fasst  man  die  Ergebnisse  dieser  kleinen  Untersnchnng  zn- 
sammen,  so  erhält  man  folgenden 

Lehrsatz. 

Jede>  ein  zweitheiliges  Hyperboloid  berflhrende 
Ebene  schneidet  von  dessen  Asymptoten-Fläche  Ke* 
gel  Ton  constantem  Inhalt  ab  und  der  Berührungspunkt 
liegt  etets  im  Mittelpunkt  seiner  elliptischen  Grund- 
fliche. 


Uebungsaufgabe  für  Schulen 

Smm  Hern  Tran z  Unferdinger»  LebensTersicherungs •  Calculator  der 

k.  k.  p.  Axienda  Assecoratrice  zu  Triest. 

l 

[  Wenn  a,  6»  c  und  A,  B,  C  ihre  gewöhnliche  Bedentong  bei 

einem  ebenen  Dreieck  haben«  und  J  dessen  Flächeninhalt  be- 
MuAuiet,  so  ist 

J^=zlabc(aCoBA+bCoaß  +  eCosC). 
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M  i  B  c  e  1  1  e 


A  Toccasion  de  rideotitö 


(9L\  ia.>4.ix      4.1^.»        ?&i?2x      x^  "        ^ 


J 
dont  il  a  4iU  question  dans  le  T.  XXVI.  pag.  109.  de  TArebif, 
il  est  k  propos  de  remarquer  qu'elle  n'est  eu  effet  qu'un  cas  per» 
ticulier  d'une  autre  que  voici: 

(A)     S  j =  wii^+-2-a?*  +  yJ?'+.... +— ««,  j 

"  I 

de  laquelle,    si   i'on  pose    successivement  x=^ — l,J?=-fl»on 
obtient  imroödiateraent  l'identit^  (a)  et  cette  autre: 

i  =  iii.2t— 1  ,   ^  .  »»8   ,  ,   ««m 

Quant  ä  ia  formule  g^ärale  (A),  eile  s'eusuit  te^- simple* 
ment  de  i'identit^ 


vu  qu'en  vertu    de    la    loi   g^n^rale   des   nombree    figur^  (V^* 
Cauchy,  Cours  d'Aual.  not.  VI.  Theor.  1.),  od  a 


J 
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S  (i — l)i  ou      S     tt        =m-», 

i=fli  f  — »m      J 

«  (t— 1),  ou      S    (.+l),  =  iii,, 

tÄ3  t  =  l 

Ä  (t— 1),  ou      Ä    (£+2)3  =  1114. 

etc. 

Westeräs,  le  27.  Aodt.  1856. 

E.  G.  BjOrlinsr. 

Die  folgenden  Worte  hat  Augustin  Cauchy  an  des  trefflichen 
Binet  Grabe  gesprochen,  in  denen  er  in  wflrdiger,  einem  solchen 
AolttBBe  ganz  entsprechender  Weise,  weniger  Binet's  grosse 
wi— enschaftliche  Verdienste,  als  die  Tiefe  seines  religiösen  Be- 
vHEMStaeins  hervorhebt.  Der  Herr  Herausgeber  der  ausgezeich- 
naten  Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche,  aus  denen 
ich  diese  Worte  entlehne  (Giogno.  1855.  p.  220.),  Herr  Barnaba 
ToTtolini  in  Rom,  sagt  als  Einleitung  zu  denselben: 

I  senfiroenti  di  cattolica  fede  e  di  pietä  siticera  sono  espressi 
dal  Sig.  Cauchy  in  questo  discorso,  non  meno  che  in  altre  sue 
prodozioni.    Degnissimi  di  esser  letti  sono  i  due  seguenti  Opuscoli : 

1^.  Alquante  parole  rivolte  agli  uomini  di  buon  senso  e  di 
bnooa  fede  da  Luigi  Agostino  Cauchy,  qpo  dei  Precettori 
del  Duca  di  Bordeaux.  Traduzione  dal  Francese.  Modena.  Dalla 
Beale  Tipografia  Eredi  Soliani,  1834,  in  8«. 

2^*  Consid^rations  sur  les  Ordres  R^ligieuz,  adressees  auz 
amis  des  Sciences,  par  le  Baron  August  in  Cauchy,  Membre 
de  l'Acad^mie  des  Sciences  de  Paris,  de  la  Sociöt^  Italienne,  de 
la  Sociät^  Royale  de  Londres,  des  Academies  de  Berlin,  de 
Suot-P^tersbourg,  de  Prague,  de  Stockholm,  de  Goettingue,  de  la 
Soai6t6  Amäricaine,  etc.  Paris,  Librairie  de  Poussielgue  -  Rusand, 
nie  Haatefeuille,  n.  9.  A  Lyon,  Chez  L.  Lesne.  1844,  in  8^.  In 
im  capitolo  di  quest'operetta  intitolato:  Chapitre  VIII.  Le  Röv^ 
rend  Pdre  de  la  Compagnie  de  Jesus  (pag.  36.)  sono  posti  in 
piena  Ince  gii  eminenti  vantaggi  resi  alla  societä  dalla  Com- 
pagoia  dl  besu. 

Discours  de  M.  Augustin  Cauchy. 

Messieurs, 

La  flaort  vient  de  ravir  k  l'Academie  des  sciences  son  pr^si- 
Imt;    au  membres  de  Tlnstitut,    anx  professeurs  da  College  de 
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Fraoce,  an  excellent  confrere:  a  ane  remme,  a  des  enfants,  k 
ane  famille  eploree,  un  pere  tendremeDt  aim^  et  di^e  de  Tetre; 
k  moi-m^me,  an  ancien  condisciple  et  un  aioL  Bin  et  a  quitte 
ce  monde  {K>ar  an  monde  meillear.  £n  presence  de  la  tombe  qoi 
re^oit  f»a  d^poaille  roortelle,  je  n'essayerai  pas  de  rappeler  les 
importants  travaaz  par  lesqaels  il  a  contribo^  aox  progres  de  la 
g^m^trie  et  de  Tanalyse  matheniatiqae ;  il  sera  plus  digne  poor 
lui»  plus  consolant  pour  nous  d'arreter  ootre  esprit  sar  ane  pens^ 
bien  capable  d'adoucir  nos  regrets.  Bin  et  n'^tait  pas  sealement 
an  g^m^tre  distingu^,  douö  d'une  baute  inteliigenoe:  avec  les 
plan  beaux  g^uies  des  siecles  passes  et  des  terops  pr^sents»  avec 
les  Descartes  et  les  Fermat,  avec  les  Haüy,  les  Ampere, 
les  Laennec,  il  aimait  k  reroonter  de  la  connaissance  des  v^- 
ti^s  scientifiques  au  Principe  eternei  de  toute  verite.  La  niedita- 
tion  des  lois  sublimes  qui  regissent  le  cours  des  astres»  qui  entre- 
tiennent  l'ordre  et  l'bannonie  dans  Tunivers,  Ini  ofrait  sans  ces86 
de  nouveauz  motifs  de  beiiir  et  d  adorer  l'aüteur  de  tant  de  me^ 
veilles.  La  foi  vive  de  notre  confrere ,  son  ardent  amour  pour  le 
Dieu  auquel  il  rendait  gloire  par  »es  talents  et  ses  vertus,  ptr 
800  Taste  savoir  et  son  in^puisable  charite,  doivent  noas  ihspiier 
la  douce  confiance  qu'aujourd'hui ,  plus  beureux  qne  nous,  plus 
^ciair^  que  nous.  Bin  et  est  alle  pniser  la  lumi^e  ä  la  sonree 
de  tuute  lumi^re.  apprendre  des  secrets  que  nous  sonimes  appe- 
les  nous-m4mes  ä  connaitre  un  jour,  en  roarcbant  dans  la  Toie 
qu'il  a  Muivie.  Abjsorbe  par  ces  hautes  pensees,  vous  me  par- 
donnerez,  Messietirs,  d'en  abreger  Texpression.  La  vraie  douleor 
s^exprinie  en  peii  de  paroles ;  et,  ä  la  vue  de  la  croix  posee  sur 
cette  tombe  en  signe  d'esperance,  je  me  tais,  je  vous  laisse  fran- 
chir  en  esprit  rintervalle  immense  qui  separe  Jes  sciences  de  la 
terre,  si  limitees,  si  bornees  en  tous  sens,  meme  quand  elles  sont 
cultivees  par  des  hommes  d'un  merite  superieur,  des  verites  subli- 
mes, de  la  divine  scieiice,  qui  nous  seront  revelees  dans  les  cieux. 


Beriebtigungen    zu   Theil  XXV. 
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Literarischer  Bericht 


c?. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Della  vita  e  delle  opere  di  Leonardo  Pioaso,  miatf* 
vatico  del  secolo  decfmoterso;  notisie  raecolte  da  Mn^l-^ 
A»00»rre  BoMe«mpA|rMt.  (Dagll  Atti  delT  Acca-r 
dfpii^  Pontiricia  de'  nuovi  Lincei  Anpo  V.  S^^^aipoi  1, 
Uolllp    (1891—1852.)    Roma.  18^2.    4^ 

■  I 

Della  Tita  e  delle  opere  di  Gherardo  Creiaeoeae; 
tfaduttore  del  seco^lo  doodecirao,  e  di  Gherardo  4a 
Sabbionetta,  astronomo  del  »ecolo  deoimoterao;  noti* 
sie  raccolte  da  BAldAooArre  BoneoatpAval*  (Dagli 
Atti  detr  Accademia  Pontiricia  de'fiuoTi  Lincei  Aoeo  IV« 
Seseiofie  VIL  del  27.  Giugno  1851.    Roma.  186L    4^ 

Delle  versioni  fatte  da  Piatone  Tiburtino,  tradüt- 
tore  del  secolo  duodecimo,  notizie  raeeolte  da  8*  Bon* 
coatpagnl«    Roma«  1851.    4^. 

Das  grosse,  im  Jabre  1854  er/9cbiepene>  für  d\^  Gejßcbichte 
der  Mathematik  ungemein  wichtige  Werk  über  Leonardo  von 
Pisa  von  Herrn  Baldassarre  Boncompagni  In  Rom  ist  von 
«ms  im  Literar.  Berichte.  Nr.  XCIX.  S.  I.  angezeigt  und  den  Lesern 
des  Archivs  als  ein  sehr  wichtiger  Beitrag  sur  GescMchte  der 
Mathematik  empfohlen  worden.  Alle  Arbeiten  des  Herrn  Boa>» 
^ömpag^nl  sind  fQr  einen  Jeden^  der  dem  Stadinm  der  Gesehiohte 
unserer  Wissenschaft  seine  Zeit  üiid  seine  Krfifte  widmen  wül, 
ganz  unientbehHich,  so  däss  wir  esftir  unsere  Pflicht  halten,  die 
drei  obigen  Schriften,  wenn  sie  auch  schon  früher  erschienen 
Mid,  jetst  noch  anzuzeigen  un4  misern  Lesera  gleicbf^lU  zur 
«orfflütigeten  Benobtiuig  zn  em^fefaloA»   indflo^  yt'^  pur  hM^ 
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berfauprn,  das?  die  nolhwendige  Kurse  dieser  lileramcben  B»- 
richle  on«  nicht  gestallel,  noch  näher  aof  dies«  wichtigen  Sc brK- 
(en  einzugehen. 

So  wie  das  im  Jahre  IS>4  erschienene  grössere  Wert  über 
Leonardo  von  Pisa  sich  vorzugim eise  mit  der  genauen  Ch»- 
rabtemiruiig  einii;er  beänndereii  KchriHle»  desAelben  be^^cbäHigt: 
so  beHcbäfligl  sich  die  «Mge,  im  Jahre  1832  erschienene  Schrift 
niebr  im  Allgemeinen  mit  dem  Leben  dieses  italienischen  Mathe- 
matikers, seinen  Schriften  nbethaupt  und  den  auf  d^  verschie- 
denen italienischen  Bibliotheken  Mcb  findenden  Codices  derselbe», 
wobei  wir  wieder  die  viel  fächele  Gelegenheit  gehabt  haben,  nichl 
Dur  der  grossen  literarischen  und  hii^toriscben  Cielehrsamkeit  des 
Herrn  Boncaro|)ag»i,  srmdern  auch  der  wahrhaft  aufnitrenidi^ii 
Hingebung,  mit  welcher  er  seine  Forscliungeii  anf  einer  grossep 
Anzahl  von  Bibliotheken  angesleflt  hat,  unsere  lebhatleste  Be- 
wunderung zu  zollen.  Beide  Sibriflen  über  Leonardo  von  Pisi 
ergänzen  sich  daher  gegenseitig,  und  nur  aus  der  genauen  Kennl- 
niss  beider  wird  maii  ein  vollutändigea  Bild  ton  der  (•rnssen  6*- 
deutung  dieses  Mathematikers  gewvouen  küiwen.  o       -      >      . 

Die  beiden  anderen  oben  genannten  Schriften  des  Herrn  BaD- 
compagiii  beschüfli^eu  sirh  mit  einem  Astronomen  aus  dem 
ISten  Jahrhundert  und  zwei  Uebersetzern  mathematischer  und  an 
derer  Werke  aus  dem  I2ten  Jahrhunderte,  wobei  jeder  Kenner 
der  Geschichte  der  Malfaenialik  sich  erinnern  wird,  wie  wichtLe 
E^erade  in  der  damaligen  Zeitperinde  (Je b ersetz un gen  dassischer 
mathematischer  Werke  waren.  Von  den  beiden  letzteren  s»^ 
Lifiri  in  seiner  „Histoire  des  sciences  inath^  nialique« 
en  Italic.  T.l.p.J68,  leO:" 

,>Platon  de  Tivoli  et  Gerard  de  Cremone  sont  les  {iltis  cel*' 
bres  parmi  les  traducteurs  ilaliens  du  douzieme  siecle.  On  doü 
a  G^rard  la  premiere  version  de  l'Almageste,  et  k  Piatun  de  Ti- 
voli Ja  connaissance  de  plusieurs  ouvrages  de  geom^trie." 

Von  der  grossen  Fruchtbarkeit  des  Gherardo  Creninn 
werden  sich  die  Leser  einen  BegnOf  machen  können,  wenn 
ihnensagen.daBsHerrBoncompagniaurS.  4.5.6.7.aeinerScIiri» 
ettva  80  von  demselben  übersetzte  Schriflen  aus  den  versehieilen- 
sten  Zweigen  des  Wissens  anrührt,  unter  denen  sich  allerdini« 
auch  das  Almagest,  mehrere  Bucher  des  Euclides  u.  s.  w- 
finden.  Piaton  von  Tivoli  übersetzte  U.A.  auch  die  Sphaerica 
des  Tbeodosiu.s. 

Wir  müssen  uns  mit  diesen  korzen  Notizen  über  die  vortregendes 
wichtigen  Schritten  des  Herrn  Bonenmpagni  hier  leider  begDügen, 
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8i|id.  aber  i^ich  der  ll^nug,  4|tM  dieMlbeo  HmnkAm^ amm.wfmrt 
deo,  -.mn  die.  Les^.aaf  die  grrotse^  Wicbligkelt  d«rselbM  bi»ra-^ 
weisen  und  ibrr  UaeDtbebrlicbfceitffir  eioen  Jeden»  der  denn  «St»T 
dium  der  Geechichte  der  Mathematik  seine  Masse  zo  widineD 
gedenkt,  nachzuweisen.  Das«;  der  H^r  Verfasser  auf  dieser  so 
rffhmiichen  Bahn  der  Bereicherung  der  Geschichte  onserer'Wis- 
sensehafl  fortfahren  und  dass  ihm  die  i'orsebnng  dazd  Kratf  arid 
Aasdauer  schenken  mOge',  wOnschen  wir  im  Interesse  dei'  Wis- 
seBSchaft  sehr.  .       G. 


Mechanik. 

■ ' 

So  wie  ich  bei  einem  so  wichtigen  Gegenstände,  w^  Poin- 
sot*s  Theorie  der  Drehung  ist,  mich  för  verpflichtet  gehal- 
ten babe^  die  von  Heirp  Saint-.Goilheni  in  den  Nouvelles 
Annales  de  Math^matiqaes.  T.  XV.  Fövrier.  18S6.  p.  fö. 
gegen  die  Strenge  derselben  erhobenen  EinwCirfe  im  Archive 
der  Mathematik  and  Physik.  Tbl.  XXVI.  Literar.  Ber. 
Nr.  eil.  S.  11.  mitzutheilen :  eben  so  wflrde  ich  mich  snr  Mittbel«* 
hing  der  von  Berm  Bertrand  in  den  Nouvelles  Annates. 
T.  XV.  Mai.  1856.  p.  187.  gegen  diese  Eikiwürfe  des  Herrn'SaiWt-' 
6'ai'lhelni  gemachten  Bemerkungen  auch  dann  f3r  verpflichtet' 
gehalten  haben,  wenn  Ich  nicht  von  Herrn  Bertrand  selbst  in 
eioemsehr  freundlichen  and  gfltigen  Briefe  (ohne  Datum),  für  den 
kh  ihiu  hier  zugleich  verbindlirhst  danke,  aufgefordert  w.ordeii 
wirer  diese  Mittheilung  im  Archive  zu  machen*  Ich  4asse  daher 
das  von  Herrn  Bertrand  an  Herrn  T e r q u e ro  gerichtete  Schreib 
ben,   nebst  der  Note  des  letzteren ,   hier  folgen: 

Lettre    sur   la    rotation   d'un    corrs    solide. 

i  .  .  ,  "  . 

■  ■  ,  ■      ^  ... 

„Mon  eher  monsieur  Terquem.'* 

Lorsque  je  regne,  il  y  a  une  'c|uin2älne  de  jonrs,  la  nouvella 
Htraisöil  des  Nouvelles  Annales,  'je  vous  ^rivis  imraediate* 
ment  pour  protester  au  nom  des  g^om^tres  contre  les  objectioriii 
absoluinent  d^nu^es  de  fondement.  que  i'on  ^levi^it  sur  la  th^orie 
de  la  rotation  donn^e  par  M.  Poinsot.  N'ayant  pas  alors  sous 
len 'year  le  RfdmOik'e  de  rillikätre  gäömMre,  Je  m^bornals  ä  devi- 
iier  d'aprds  mes 'sbuVeHfrs',  par  quel'  maletftendu  Tautear  de'lä 
Nbte  irt'aU-pu  se  'mepri^b'dl*e  sur  les  6ehs  des  expresslohs  erd*^ 
plöyijes  et-trouver  dne  errcfur  ou  chaciin  n'avait  apeirgn  jasqä%i 
qu'un  modele  de  rigueur  et  d'^l^ance.  Je  viens  de  rellre  lek 
IPiieiiiijyqeff  .page»  de  ce  beau  travail,   et  j'avoae  qi«!il  me  s/smble 
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siirOsant  d«  rDimeitler  &  vos  lecteura  d'«n  fttre  antanl; 

lemviit    pouT  eeux    qni  n'auraient   p&s    le    maffn   Ae 

tme  que  je  V(tU9  demande  place  pour  (juelquea  ex)>)tGAti<ms. 

J'ouvre  le  JouTDal  de  M.  Liouville  (.  XVI.  p.43,  eljetrnuve 
un  paragrapbe  indlule:  Des  forceij  centrifugea  qui  ii'a'm- 
•  eat  de  la  rolalian-  C'est  cclui-lä  qu'il  Tauf  lire  pour  appre' 
cier  la  valeuf  deü  ohjecliona  dant  je  parle, 

Od  y  Irouvera  d'abnrd  la  deninnslration  geometrique  d'on  Uim* 
reme  bien  coniiu  dont  l'^noiic^  se  tit  page  44    (üßnes  14  ä  16): 

„La  force  ceniripete  näcessaire  pour  qii'un  point  puisse  loor- 
„ner  en  cercle  avec  une  vilesse  u  est  eiprimee  par  le  carre  de 
„Celle  vitesse  dmse  par  le  rayon  du  cercle." 

M.  Poinsot  ajoule,  11  est  vrai:  „La  müme  expresslon  coti- 
„vient  ä  un  mouFement  curviligne  quetconqiie  ....  en  jirenant  pour 
„r  le  rayou  du  cercle  osculateur  ä  la  courbe  decrite  au  poinl  quc 
„Ton  ciiDsidere." 

Cette  reniarque,  inutile  pnur  ce  qut  va  suivre,  est  pUc^e  !* 
pour  riostruction  dn  Iccleur,  mais  voua  connaissei  l'adage:  Qnod 
abuDdal,  non  vilial.  Elle  est  donc  parfaiteinent  legitime,  el 
cependarit,  s'il  l'allait  absolunietit  conjecturer,  je  me  fiaeardrraic 
ä  dire  que  c'eet  ä  cause  d'elle  que  M.  Poinsot,  malgre  toute  « 
clarte«    n'a  pae  ele  compris  par  tout  le  nioiide. 

Je  liä  ptiiB  loin.  page  45:  „Dan»  la  question  qui  nous  oc- 
eiipfl....  il  n'y  a  pas  de  force  centripete  qui  tnter veDi«iine  p«ir 
faire  tourner  lihrement  chaqae  moli^cule  autour  de  Taxe  (iotUii' 
lan^)  OZ,  mais  je  considere  que  gI  celle  force  n'y  est  poinl,  rien 
n'empeche  de  la  supposer,  pourru  qu'on  en  suppose  uns  egsle 
et  eontraire-" 

Cette  force  centri]ietp  que  rien  n'empecfae   de  supposer,  eel. 
OD  le  voit,    Celle  qui  lerait  decrire  ä  la  mol^cule    un  cercle  ri' 
goureux.     Hjen  n'unpecbe  «videuimeut  de  U  supposer.  p«UH     ' 
qu'an  iatroHuiee  une  force  egale  et  contratre  qui  est  la  force  ew* 
trifuie. 

Maiatetiaiit  l'objection  de  M.  S,-U.  se  redull  k  cect : 
Poarquoi  introduisez  vuus  la  force  ndcessaire  pour  faire  toui- 

ner  la  inolecule  en  rigueur  autour  de  Taxe  instantane?     Je  prele- 

rerais  vmia  \aii  caiculer  la  force  centripete  reelle,  et,   pour  cel». 

determiner   le  rayon  de  courbure   de  la   ttajectoire,    tre«  diS^enl 

de  «elui  du  cercle  dont  vous  pailei. 

A  ceci  00  pent  r^pondre:     M.  Poinnol  introduit  cette  foret 
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M  ^H  Wnft  le  Mm,  et  ^pw  riea  n^wmpMm  dlolrodwM  dam  «y 
iyst^flie  dwt  brcw  dgales  •!  «MtMlnNi  fäMm  ^a'eiks  iniimt 
C^  em  si  vrai/qn«  Ton  pournilt,  sl  ob  le  ddcifalti  inlredaire  hi 
fbriH»  (|ite  M.  8.-6.  aumme  la  Tdritable  fore^  ewiififäge;  nnis  je 
A*il^#(otil  m«  a  qoal  eette  ilititMlactioa  pourrait  aärvlri  et  il  aenible 
que  la  «haiiie  dMi  i'äl6<NHieiaeiitM^  ränipw  alors  d4a  le  dtfbai;  ee 
poHitldt  plM  ee  reoooer.  J.  Bei^fread. 

Note  du  Rddeotenr. 

M.  Poi'naöt«  maigfd  toitte  fta  dM^,  a'a  pa«  4^M  cömpris  de 
toot  te  iBonde.  L*eJtpll<aifioii  n*eat  dofic  p$it  aup^rflue»  tii  qoe 
ce  Ipäf  le  roonde  coddprettd  des  Mprtta  dlstiftgii^.  La  fbrce 
c^intripite  qae  Mf  Poinsot  ^valae  est  ahe  fdtce  artificielle 
pÄär  atosi  dire,  b^d-coiÄttibde  pöür  l'ebjet  qtie  nildcitr^  gööm^tre 
avätt  ^n  ▼u>,  fnais  ee  rt^^^t  fä4  lä  forte  c^ntfip^te  f^^lle  öu 
tetle  qa'df^  eiisfe  re^ll^tAebt.  M.  IPölnaot  fait  i\eh  atltt^ion  k 
cette  distinctioh.  La  dlsdüssiöd  äöhi^lle  Möiifre  biefiqoö  cettö 
äitttaioh  n'est  pas  ädfüsUnt^.  Vxte  tristantane  de  Yötatiotfk  Iristan- 
tab^  ne  eerait-O  pas  plus  cotatrert&blettieut  d^al^ft^  sAd^  U  nom 
iß  droite  de  repoä  inetaliiab^?  cär,  ä  vrtti  dife,  ilYi*y  a  paa 
de.  Dotation.  Chäque  point  tourne  atitour  d'une  dfoite  dievde  ftii 
Geotrö  de  courbure  perpendlcula!rement  ad  plaA  o^cdlatedr  relatlf 
a  ia  trajectoire  d^crite  pat  ce  pöint.  L^enfiemble  de  ces  perpert* 
diculaires  est  ia  aurface  gauche  de  rotation  instantanöe  pour  ce 
point  Chaeun  a  la  sienne.  Dans  un  corps  solide  en  mouvement, 
tfoii  de  eoB  isutfacea  däterminent  toates  les  antree. 


A-stronomie. 

Drei  Qaellea  über  den  Kometen  vea  1556.  Von  Karl 
T.  Littrow,  wirkt.  Mitfgiiede  der  Kaiser!»  Akademie  def 
Wieeenscbaften  In  Wtee.  (Sitaangsbericbte  der  Ka}.^ 
•  erli  Akademie  der  Wisseoscb«    ApriL  1856..)  ... 

Bei  d«!*  Beetiffimnng  dtt  EMneate  den  gr^e^ett 'Kometeh  von 
1656»  den  ^\r  bekabntitcb  mit  ^ieidlfobet^  WafirscbelttKcbkeK  swkehen 
1856  dbd  läSO  wieder  zd  erwarfofi  habed ,  vemdssten  alle  d^e^ 
ftn  Reehh^r'  die  Ortginalbeobachtongeh  des  damallged  kaiserfieheit 
Mäthematiko«  Paul  Fabficlud.  tktt  Pttyt.  V.  Littrotr  hatslidi 
dliber  durch  seine  eifrigeb  ddd  )Ai^dheT«Uett  Nhcbfbrschttdgeh  nadi 
diesen  Beobächtddg^d  ein  neues  gttys»e4i  Terdi«nst  rni  die  Wle^ 
iMis6h«ft  «twdfben»  wofür  et  den  besten  Denk  dedin-cb  igeMittit 
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bat,  (Us8  CK  ihm  allerdings  ^«Imi^en  ist,  einige  sehr  wicIiliBe 
Uouuraente  ülier  diesen  Kometen  herbeisuscfaaff«n,  welche  m  üt 
(licHer  «ehr  interra«aaten  Al)hai)<llung  mUlhi'itt.  Das  erste  dU«« 
UocnmeDte  Ut<ein  in  einem  Bande  baisorlicher  Palesle  des  sUn« 
diiichen  Archir»  %n  Wien  beündlichek,  nacb  AH  einen  PlacalM 
gedrucktes  Blalt  in  GrnKtirolio  niil  der  Ucbeischrifti  „Tütt  tfovtl 
)■  tattlitn  itt  LVL^Ars  in  0terr(i<ft  tti'4*iacn"  mit  euer 
den  tauf  desKometen  dar^letleoden  Karte,  su  dessen  KentttstBi 
Herr  t.  Liltrow  durch  die  (iüte  des  Herrn  C.  Denharl  ffi- 
langte.  —  Das  zweite  ist  ein  eoeenannles  Judicium  (prophetische 
Deutung),  |>leichralls  mit  einer  Karte>  ^^^  <1'>^  Ueber^chrirt  b>l: 
„Comela  Visus  Rlense  Hartio  LVi.  Anno",  da»  sich  in  dem 
besitze  des  Henn  F.  Roeth  in  Augsburg  Tand.  ~  Das  drille 
endlich  ist  eine  in  der  Biidinthck  zu  Woirenhiiltel  befindliche 
Schrilt  unter  dem  Tilel:  „praltifa  auf  Bfl«  M.  D.  LVII.  Jar, 
fämpt  iln>ri)^nn$unS  rrdcrung,  10 ss  i\t  erffttcinung.  auf 
:0rit>egiine,  Des  Dergßti^eiien  nnC  jiiucr  nn^e^rngtrii  if 
ntttfii.  3in  itäjs  uitS  funfftjigfirn  3ar  gcifefen,  nnb  *»■ 
Oeutft  (tßfie,  ....  öfftellet  Bur*  HI.  ^ooiJiitn  -btUtt  »et. 
cr^nrtcn  djlrcnomiiiii  ?u  Xivinitt^."  Das  aus  diesen  Scbnflen 
von  Herrn  v.  Liltto«-  Mitgelheilte  ist  in  historischer  RücksicU 
im  böchsen  Grade  inleressanl,  und  die  gleichfalls  mitgethälte 
Karte  Ober  den  Lauf  des  K-imeten  ist  natürlich  Tür  Jedeii,  der 
sich  mit  deesf^  E^a-^chnifng  beschältigen  will,  von  grosser  V^lcb- 

Ueher  lichte  P&den  i>n  diinheln  Felde  bei  Menditir- 
Instrumenten.  Von  Karl  v.  Littroiv.  wirklichem  Mit- 
gliede  der  Kaiserl.  Akademie  der  Wissensch.  za  Wien. 
(Sitzungsberichte  der  Kalserl.  Akademie.     März  1866,) 

In  dieser  Abhandlung  beschreibt  Herr  v,  Lillrow  ein  neue« 
Mikrometer  mit  Ikhlen  Fäden  im  duniceln  FeMe,  «etclies  neoer- 
liSh  im  Wiener  Mitta^srohre  anffebr.icbt  worden  ist,  und  weh 
durch  seine  Leistungen  schon  vortrefflich  bewähFt  baf.  Wenn 
auch  znr  Erftndani;  dieses  Mikrometers  dns  bekannte  pDirlctlVIlkro- 
Rieter  des  Herrn  Uirector  RcsLhuber  in  Kremsmüiister  Ji«  n/ichsle 
Veranlassung  gegeben  haben, mag,  so  hat  Herr  Directpr  >.  Lü- 
tr«ir  dnch  so  viele  neu«  E^iniichtungen  angebrachtr  dass  dif 
jetaige  Vorrichtung  bauptsnchlich  als  seine  ErlinduDg  zu  betrack- 
ten  ist.  Begreiflichenveise  kiinnen  wir  uns  auf  eine  ausführliche!« 
Beschreibung  dieses  neuen  Apparats  nicht  einlassen,,  siio^n 
mflfwen  deshalb  auf  die  interessante,  sehr  deutlich  verfassle  und 
durch  sehr  anschauliche  Zeichnungen  erläuterte  Abhandlung  «elbet 
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vetwelsMi,   iMkUan  alfer  deo  Beoeo  A|iparaf*jeüeh£aJis  för  eüneii 
Föptochrltt  io  6tr  beobachtenden  AstrooMiue.  ' 
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/M.  Xartipqe;  (Schiffscapitain,  Ritter  der  Ehr'enU: 
g^i'on):  Das.  Windsysteni  oder  die  Luftbeivegung  ari  der 
Crdoberfläche  und  in  den  näheren  Regionen  dei:  Atnio- 
Sphäre.  Nach  der  zweiten  Ausgaoe  deutsch  bearbei- 
tet von  Ör.  G.  Triihfti    Weimar.  Vq igt.  1866.    8.    IS  Sgr. 

Üi'e  Deviation  der  Conipassnadiel  ab  wie  ßegela 
ffir  d4e',AQf8telinng  und  Unteraueliung^  deir  Conipaasies 
aA  Bord.  Von  J.  C.  Tuxeb,  Pr.-Lieirtenant  in  der.MaU 
i*ine-an-d  Lehrer  an  der  ä^eekadetten- Atcatdeinie  tn  Co-» 
penh'agen.  Ifi  das  Deutsvl^e  Obertfagen  Ton  H.  Graiff^ 
N-a'vigtttron^l^tirep  in  «Grabow  bei  Stettin.  Htettin.  Vdift 
der  Nahmei^.  185&    8.'  1-2 Ügr.  6  Pf. 

,      Diese  beiden  kleinen  Schriften  verdienen   4er  Beachtung  des 
nf  l^jti^eben.  Pnblikunis  emproblen  zo.  werden. 

"  '  * :  ■;'■»'■■  ■  '■'■  'i'i'  .   ■      f  .     r  .  .     .  I 

»if?:     ;   ■i-'.-i    .  ■        '  '■•       •     •'■'■'•     ■■■■        .  '.•.'..  :  1..^ 
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Physik. 

■•■■■■  ■  •'  ! 

Studien  aus  der  höheren  Physik*:  Von  Dr.  August 
ttunz'ek,.  k.  k.  Professor  der  Physik  an  der  Universität 
zii  Wien  u.  s.  w.  Mit  64  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
scknifteji.    Wien.  Braumüller.  1356.    8. 

Das  ,yLehrbuch  der  Physik  mit  mathematischer  Be^ 
grilndung'Buni  Gebrauehe  in  den  hOfabreti  Schulen  no4 
zum  Selbstunterrichte.  Wien  J853;<*  desselben  Hertn  Ver-: 
(«ssers  haben  wir  im  Lite  rar.  Ber.  Nr.  LXXXVI.S.  IL  ange» 
zeigt  und  unsere  Leser  daraaf  hinzuweisen  uns  erlaubt»  mit  wel- 
cher Gründlichkeit  in  diesem  trefflichen  Werke  die  Physik-  bloss 
mit  Hülfe  elementar -'maithematischer  Lehren  dargestellt  ist  -Naf 
tfirlich  aber  kanw  die  Elementar -Matbeteatii:  ohne  zu  grosse  Weit4 
Iftofigkeit  den  Schfiher  der^Physlk  i'mmler  nur  6is  aiu  einer  gewissen 
Stufe  fiibren,- er  wird  sich  häufig  nur  mit 'einer  gewSsseh,  bl^ 
välfcerangs weise«  '■  Entwiekelung  und  i  Darstellung  der '  NäturgeseCie 
Iregnfigeti  >mQ«sen  und  kann  sich  nicht  immer  bis  zu  deiienal%e« 
jiieinetem'  Ausdrocke  erbeben.    Dadurch  ist-'der  H^rr  Verfaseef 
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ircfaabMBt  wmriem,  ikmtm  üükmmm  alMMater  gßkalMtmmm  Weiht 
die  oibeo  geaaBBteo   ^Stadieii   aaa  der  b«bttr#a  Pkjeik* 
fo^^eii  so  litem,  in  deneii  er  kein  ven  der  hvhcreB  Mertiriitik 
dergebotenes  HulCiaiittel  ■nbenntzt  liest,  Mit  dceee«  Udle  eine 
▼oUstiod^e  Eissicbt  io  die  TerMbiedeneB  ^iater^eselza  mH  der 
grueetea  Beetiamtbeit  bis  aaf  die  klefeeten  Nfiincee  gewoonee 
werden  kaoo  aad  dieseDben  eicb  zegleicb  xar  grSestee  Allgrveie- 
beit  erbeben  laecen.     Er  bei  eber,  nngencbfel  den  sehr  bencbei- 
denen  Titele  »»Stadien*',    nocb  vebr  f^ban  als  dienen,    faidoi 
er  dem  Lehrlinge  ancb  ToOstindig  die  Mittel  in  die  Binde  geBt- 
fert  bat,  welche  ihn  sn,  den  neoeren  Ansprachen  der  Winnenschaft 
genfigenden  Arbeiten  auf  dem  Felde  der  Physik  hefiAigen»  wehia 
wir  Tersfiglicb  die  sehr  reUstindige  Darstellang  der  vemcbirdeneB 
Interpolationsmetbeden ;  die  Entwickeinng  der  matbcmn tischen  Am 
drflcke,   die   znr  Darstellung  des  Genetses,   wekbns  den  Caag 
einer  periodiscben  Erscheinung  bestimmt.   Insbesondere  nach  dk 
schonen,  Ton  Herrn  Ministerialralb  Harlan  Koller  gegsbtnsn, 
hierher  gebirenden  Entwickelangen;    nod  die  mü  gmsscr  Unsft» 
lichkeit  anf  das  kleinste  Detail  eingebende  Dnrstelinng  dnr  Mot 
thode  der  kleinsten  Quadrate  rechnen.    So  wie  hier,  seichnet  sich 
in  allen  Kapiteln  die  Darstellung  durch  Eleganx,   Kinhrhbcit, 
Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  ans,    wobei  znglelcb  jeder  Kennir 
inden  wird,    dass  von   dem  Herrn   Verfasser  mehrere  Pnrtieca 
seines  Bachn,  namentlich  die  Lehre  vom  Lichte,    in  welcher  mit 
grosser  Cmsicht  das  ausgevTählt   worden   ist,    was  für  den  Schü- 
ler der  Physik  besonders  wichtig  ist,  um  eine  deutliche,  wissen- 
schaftlich vollständig   begründete  Einsicht  in  diesen   interessanten 
Theil    der    neueren    Physik    zu  gewinnen,  einer   ihm   eigenthum- 
liehen    Bearbeitung    unterzogen    worden   sind.      Nach   diesen  Be- 
merkungen   wird  man    unser  Urtheil   gerechtfertigt  finden,     wenn 
wir  dasselbe  dahinaussprechen,  dass  wir  das  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser  früher   herausgegebene    „Lehrbueh    der    Physik    mit 
matheniatischer    Begründung*'    und   die   hier    besprochesei» 
„Studien    aus    der   höheren    Physik",    in    Verbindung  mit 
einander,   für   eins  der  besten  Hülfsmittel  auf  dem   Gebiete  der 
deutschen  Literatur  halten,  um  der  Physik  in  ihrer  weitesten  Ans* 
dehnung   ein   wahrhaft    gründliches   Studium   widmen  za    könnet, 
wozu  freilich,  namentlich  was  die  „Studien*'  betrifft,    ein  ziem- 
licfaes  Maass  von  Vorkenntnissen  aus  den  verschiedenMi  Theüen 
der  niederen  und  buheren  Mathematik  erforderlich  ist,  ebne  itaa 
jedoch  der  Herr  Verfasser,   was  wir  gUichfalts  für  sehr  zweck- 
mässig halten.  In  dieser  Beziehung  über  das  binausgegangen  ist, 
was   sieh   in  den  besseren  und  vollständigeren  Lehrbüchern  ficr 
ht*hef«n  Analysis  findet    Bücher,  wie  die  vorliegenden,  begru«Mi 
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wir  iimner  mit  besonders  grosser  Freade  and  besonders  grossem 
Interesse,  weil  wir,  wie  den-^esern  hinreichend  ans  unsem  ver- 
schiedenen Anzeigen  in  diesen  Literarischen  Berichten  belcannt 
ist,  ohne  dem  Experiment  im  Geringsten  seinen  grossen,  nnbe* 
streitbaren,  von  Niemand  mehr  als  nns  selbst  anerkannten  Werth 
nehmen  zu  wollen,  immer  hauptsächlich  der  strengen  mathemati- 
schen Begründung  der  Physilc  das  Wort  geredet  haben,  and  darin 
vorzugsweise  das  wirklich  bildende  Element  för  die  Schüler  der 
höheren  Lehranstalten  finden.  Dass  aber  in  dieser  Beziehung  der 
Herr  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes  in  neuerer  Zeit  sich  ganz 
besonders  mit  dem  grossten  Danke  anzuerkennende  Verdienste 
um  die  Wissenschaft  und  das  Lehrwesen  erworben  hat,  unterliegt 
am  wenigsten  jetzt,  wo  das  hier  näher  besprochene  Werk  er- 
schienen ist,  noch  einem  Zweifel. 

Der  Raum  erlaubt  uns  nur  noch  die  Angabe  der  Ueberschrif- 
ten  der  einzelnen  Abschnitte,  um  dem  Leser  dadurch  einen  Ueber- 
Mick  des  reichen  Inhalts  und  der  von  dem  Herrn  Verfasser  mit 
grosser  Umsicht  getroffenen  Auswahl  zu  verschaffen :  I.  A  b  sc  h  nitt. 
Verfahren,  aus  Beobachtungen  gewisser  Maturerscheinungen  Ge- 
setze zu  ermitteln,  nach  denen  sich  diese  Erscheinungen  entwickeln, 
n.  Abschnitt.  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  III.  Abschnitt 
Statik.  IV.  Abschnitt.  Dynamik.  (In  beiden  vorhergehenden 
Abschnitten  haben  vorzuglich  auch  die  allgemeinsten  statischen 
und  dynamischen  Gesetze  Beröcksichtigung  gefunden,  welche  in 
den  häufigsten  Fällen  am  Leichtesten  zu  dem  Ansatz  der  Glei- 
chungen fuhren,  durch  welche  die  Auflösung  der  verschiedenen, 
in  der  Mechanik  auftretenden  Aufgaben  vermittelt  wird,  was  die- 
sem Buche  gleichfalls  besonderen  Werth  verleihet.)  V.  Abschnitt. 
Gleichgewichts-  und  Bewegungsgesetze  flussiger  Kurper.  VI.  Ab- 
schnitt. Optische  und  einige  akustische  Lehren.  (Dass  dieser 
Aibscbnitt  mit  besonderer  Eigentbunilichkeit  und  Umsicht  in  der 
Heraashebung  des  Wichtigsten  aus  dem  so  unendlich  reichen  Ma* 
terial  bearbeitet  worden  ist,  haben  wir  schon  oben  bemerkt.) 

Dass  dieses  Werk  in  Verbindung  mit  dem  früher  erschiene- 
nen', mehr  elementar  gehaltenen  Lehrbuch  der  mathematischen 
Physik  zu  einer  immer  grosseren  Verbreitung  dieser  allein  wahr- 
haft streng  wissenschaftlichen  Behandlung  der  genannten  herrlichen 
Wissenschaft  beitragen  muge,  wünschen  wir  sehr,  und  empfeh- 
len beide  Werke  nochmals  als  ganz  vorzugliche  Hülfsmittel  dazu 
aas  vollkommener  Ueberzeugung.  Wer  freilich  nicht  mit  schon 
früh  geübtem  und  gewecktem  Sinn  für  wirkliche  mathematische 
Strenge  and  Evidenz  an  das  Studium  dieser  Werke  herantritt, 
wird  vielleicht  wieder  lieber  zu  manchen  anderen,   bei  gewissen 
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Leuten  beliebten,  ireit  weniger  streng  wisaenschaftlich  ^halteDeu 
Lebrbfii^herii  zurück h eh ren ;  der^lttchen  Jünger  halten  wir  aber 
für  keinen  Verlust  für  Hie  WisFenschaft.  lue  Süssere  Ausstat- 
tung des  Werks  ist  so  elegant,  wie  sie  nur  gewünscht  werden  kana. 

Das  ZodiacallichL  Ueliersicht  der  seitherigen  Foi- 
suhungen  nebst  neuen  lieohachtungen  ülier  diese  Er- 
scheinung in  den  Jahren  IS43  bis  1S55.  Von  J.  F.  Julius 
Schmidt,  Astronomen  der  Sternwarte  des  Prälaten  E. 
Ritter  von  Unkrechtsberg  zu  Olmiltz.  Braunschweig. 
Bruho.  1836.     8.     22  Sgr. 

Die  sehr  vielen  eigenen  jrenauen  und  sorgfältigen  Beobach- 
tungen des  flerrn  Verfassers  über  das  Nordlicht  machen  dieee 
Schrift  für  einen  Jeden,  wer  sich  mit  Untersuchungen  über  die- 
ses noch  in  vielen  Beziehungen  so  dunkele  Phänomen  beschäfti- 
gen will,  zu  einer  wichtigen  und  unentbehrlichen  Erscheinung. 
Ausserdem  aber  ist  dieselbe  auch  in  allgemein  wissenschaftlicher 
Beziehung  interessant,  wegen  der  sehr  genauen  Beschreibung  aller 
einzelnen  bei  dem  Phänomen  vorkommenden  Vorgänge,  und  der 
Zusammenstellung  der  Ergebnisse  aller  früheren  Arbeiten  vo|i 
einiger  Wichtigkeit,  und  der  vielfachen  historischen  ErürterungeD» 
wobei  die  Darstellung  ganz  pnpulijr  gehalten  ist.  Wir  wünschea 
dem  Herrn  Verfasser  von  Herzen  Ausdauer  und  Kraft,  sich,  wie 
er  verspricht,  auch  lernerhin  der  unausgesetzten  Benliachtung 
dieser  wichtigen  Erscheinung  zu  nidnieu,  aus  der  jedenfalls  der 
Wissenschaft  ein  namhafter  Gewinn  erwachsen  wird.  Der  Haupt- 
inhalt ist  folgender:  I.  Beschreibung  des  Zodlacallichls;  Rück- 
blick auf  die  seitherigen  Beobachtungen  desselben.  II.  Eigene 
Beobachtungen  über  das  Zodiarallicht  von  1843  bis  18S5.  1||.  Bc' 
rechnung  der  Beobaclitungen.  IV.  Verniuthungen  über  das  Zodia- 
callicht  und  über  den  möglichen  Zusammenhang  desselben  mit 
einem  widerstehenden  Mittel  im  Sonnensysteme. 

Das  Normaiverhältniss  der  chemischeD  uod  moi- 
pholoKiBcben  Proportionen,  Von  Adolf Zeisipg.  Leip- 
zig.   Waigel.    18S6.    8.  , 

Der  Herr  Verfasser  führt  in  dieser  Schrift  eincB  grMsei 
Tbeil  der  in  der  Natur  vorkonimeoden  Zahlenverhältause,  naaei^ 
lieh  auch  die  in  dem  Planetensystem  herrsehenden  VerfaflltnisM 
auf  das  Verhältnis»  des  aus  der  Geometrie  bekknoten  i 
(eo  goldenen  Schnitts  Enrück.  Wir  künneii  ihm  in  dlei 
fuojiren  hier  nicht  foVgea,  «oa&«tn  ^lAuw  \«di^Ucli'  deo  j 
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überladen,  «icbans  d«r  iSchrift  ««Ibst  eiftt  Drtbeil  m.tiiMMf  Hl 
wi(9  weit  ßie  dem  Betracbtui]|;«ii  des  Herrn  Vwfasiieni  .beiffuatiHi- 
men  geneigt  sind  oder  nicht.  '-     , 


Vermischte  l^cl^riiReii. 

Anntili  dl  scienee  matemätiche  ^  nstche,  coiiipi- 
lati  da  Barnaba  Tortolinl;  ProfdSBore  di  Caledio  Sa^ 
blime,  e  Membro  del  Coiiegio  Filosofico  all  'Universität 
Romana»  Professore  di  Fisi.ca  Materoatic|t  nel  Collegio 
Urbano  e  nel  Pontificio  Seminario  komano»  Socio  o.r* 
dinario  della  Pontificia  Accademig  de'.Nu.ovi  Lincejip^ 
etc.  ete. 

Von  diesem  trefflichen  Journal,  durch  dessen  Heransgabe 
Herr  Professor  B.  Tortolini  in  Rom  sich  sehr  grosse  «Ver- 
dienste um  die  Forderung  des  Studiums  der  Mathematik  und 
Physik  in  Italien  erwirbt,  sind  bereits  sechs  Theile  erschienen, 
cnd  vier  Hefte  des  mit  diesem  Jahre  begonneDen  siebenten 'Ban- 
des liegen  ans  gegenwärtig  vor.  Da  es  sehr  zu  wtfnäeheh  \kt, 
dass  diese  ausgezeichnete  Zeitschrift  ihres  wichtigem  Inhalts  wegeA 
namentlich  auch  in  Deutschland  allgemeiner  bekannt  werde  und 
einen  möglichst  grossen  Kreis  von  Lesern  finde,  so  wollen  wir  im 
Folgenden  den  Inhalt  der  uns  bis  jetzt  torliegenden  H^te  des 
siebenten  Theils  mittheilen,  und  werden  damit  fortfahren,  so  wie 
uns  die  einzelnen  Hefte  zugehen. 

Gennajo  1856.  Sul  discriminante, delle  funzipni  praogenee  a 
due  indeterminate  e  sull'  equazioni  ai  quadrati  delle  differenzO;.^ 
Nota  di  F.  Brioschi.  p.  5.  —  Sülle  funzioni  ofnogenee  dl  terzö 
grado  a  due  indeterminate.  Nota  di  F.  Brioschi.  p.I5.  *-  Memoire 
sur  le  roouvement  de  la  terre  autour  de  son  centre  de  gravitöf 
Par  le  P.  M.  Jullien  S.  J.  p.21.  ,'./',' 

Febbrajo  1856.  M<$moire  sur  le  mouvement  de  la  terre  autour. 
de  son  centre  de  gravit^.  Par  le  P.  M«  Jnilien  &  J.  (Continqa-» 
zione  e  fine.)  p.  33.  r—  Sur  Fassociation.  d^  pJusieurs  condensa- 
teurs  entre  eux  pour  manifester  les  faibles  do»es  d'älectriclt^.  ({^ettrpi 
de  M^  P.  Volpicelli,  aM^PoulUet)  p.44  -*  Ri^erche |M>pr^ 
il  planeta  Giove  fatte  coli'  equatoriale  di  Merz  all'  OsservatorjilQ^ 
del Gqllegio Romano  durante  l'anno  1855  dal  P;  A.  Secchi  d.Q.iLffi^ 
p.  51.  —  Sopra  ie  forme  ompgeuee  a  due  bdetermiDate,,  fS»tAii4i 
F.  Brioschi.  p.  60.  —  Sopra  una  trasformatlone  delle  equazioni 
caratteristiche  per  un  discriminantft>, .  Nota  di  F.  BiV^^^Vv  \«^«  — 
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Riccfcb»  snslitiche  mlle  fonne  oaio«enee  a  dae  indetenainate. 
Nnts  dl  F.  Brivaebl  p.  6!).  —  Sntl«  foinicMii  isAbaneh«.  Nota 
di  Faa  di  Brano.    p.  76. 

Uarso  1836.  Sali*  rnnzifmi  isobariche.  Nota  d'i  Faä  di 
Bruno.  (Continnazione  e  fine.)  p.  81.  —  SdI  teorcoM  fondBiiKi»- 
hie  d«ir  Indosiooe  Eit«itroe(atiea.  Kola  di  A.  Nobile,  p.  89.  — 
Inlorno  ad  nn  teorema  di  Abel.     Nota  di  I.nijti  Cremona.  p.  99. 

—  Sur  Leonard  Bnnacci  de  Pise,  et  »uf  trab  ecrits  de  cet  anteor 
publik  par  Ba]lba«Br  Boocompagni-    Article  de  U.  O.  Terquea. 

Aprile  1^(6.  Snr  Leonard  Bonacci  de  Pise,  et  sor  troi» 
^rit«  de  cet  aulear  poblies  par  Ballbasar  Boucompasni.  Artitle 
de  M.  O.  Terquem.  (Conti nuaiione  e  6fle.>  p.  12!).  —  Solla  dir»- 
lion«  degli  acroslati.    Memoria  di  Carlo  GabasiiL.    p.  148. 

Mittheiiangen  der  naturfarscIiendeD  GesellscilafI 
in  Bern.     Nr.  3(8— 359.     (Vergl.  Lilerar.  Ber.  XCIX.  S.  16.) 

Die  obigen  Nummern  enthalten  einen  ADTsati  ron  Hern 
Tb.  Zschokke  ober  das  tirundeis  anf  der  Aare,  mehrere 
Avlsätze  von  Herrn  R.  Wolf  BAtronomiscben ,  meteoralo^iscben 
nnd  phyMkalischen  Inhalts,  namentürh  in  Nr.  356.  eine  irrüsaero 
Abhandlung:  Beobachtungen  der  Soii  nen  riecken  in  der 
«FileB  HSifte  des  Jahres  1855,  nnd  Naehtrige  zur  Ca- 
lersdchang  Ihrer  PeriodicitSt,  mit  besonderer  BerSek- 
sichtignng  der  Astronomie  popnlaire  too  Arago.  An«- 
scrdem  Ibeill  Herr  W'oit  wieder  mehrere  interessante  Notises 
snr  Geecfaichte  der  Mathematik,  nnd  Physik  in  der 
Scbweix  mit.  So  erzählt  er  z.  B.  S.  199.  tob  dem  verdientea 
Tralles  Fotgendee:  „Jobann  Georg  Tralles,  von  Qambarg, 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  an  der  alten  Bemer  Ak^ 
demie,  erhielt  am  18.  Oktober  1800  mit  Genehmigung  des  toD- 
ziebenden  Raihs  von  der  Gesetzgebong  wegen  seiner  ansgeseich- 
ncfeA  «rissen schaßlichen  Kenntnisse  and  Helvelien  bsräts  geleisteter 
Dienste  das  Helvetische  B6rgerreclit,  und  nahm  es  mit  Dank  ai. 

—  Im  HSrz  1803  sandte  Tralles  von  Neuenbürg  ans,  wohin  er 
rieh  wSbrend  der  hei'm  Stnrze  der  Helretik  entstaadeneo  UnmbM 
nrflekgezogen  hatte,  sein  Entlassnngsgesuch  von  der  Professv 
tia,  —  man  glaohte  in  Folge  eines  rortb eilhaften  Bares  nach 
A»erik'a."  —  (Tralles  ward  belcanntlich  spSter  Professor  uai 
Mtgllcd  dar  Akademie  der  Wissenschaften  in  Beriiti.        G.) 
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IVecroloi^. 

Johann  Michael  Joseph  Salomon, 

WiHpoiidireade»  Mitglied  der  kais.  Akademie  der  Wisaensdiarten  in  Wien, 
I^tor  der  Philosophie  and  wirkliches  Mitglied  des  philosophischen  Doctoren- 
^«giums  an  der  Wiener  TTniversitSt,  ordentl.  öffentl.  Proressor  der  höhe- 
ni  Jlstkematik  am  k.  k.  polytechnischen  In»tilnte,  Mitglied  der  k.  k.  Prü- 
fii|i-Comini88ion  iiher  Lehramtskandidaten  für  Olier -Realschulen,  Gründer 
nd  General-Sekretär  der  allgemeinen  wechselseitigen  Capitalien-  nnd  Ren- 
ten-Yersichernngs- Anstalt   in  Wien, 

gehören  1793,    gestorben  1856* 
(MUgetheilt  von  Herrn  Professor  Rogner  in  Gratz.) 

iDdein  ich  die  Feder  ergreife,  den  Blättern  der  Geschichte  das 
'Aadeoken  an  einen  Mann  einzureihen,  dessen  Namen  Tausende 
Üt  Inniger  Dankbarkeit,  mit  aufrichtiger  Hochachtung  und  Ver- 
dhhrag  nennen,,  dessen  grosse  Verdienste  um  die  Wissenschaft 
Md  deren  Verbreitung,  deren  Anwendung  zum  Wohle  der  Meu- 
•dien  weitaus  über  die  Grenzen  des  Gewöhnlichen  reichen,  — 
«■  ich  nichts  weniger,  als  eine  kritische  Beleuchtung  und 
Ztr^ederung  der  rastlosen  Thätigkeit  des  Verblichenen  geben;  — 
dait  fühle  ich  weder  die  Kraft  in  mir,  noch  erkenne  ich  meinen 
Studpunkt  als  angemessen :  —  es  seien  diese  Zeilen  bloss  kurz 
nsiÄimengefasste  Hauptmomente  und  Resultate  eines  Lebens, 
«ie  es  der  Wechsel  und  die  Flucht  der  Erscheinungen  selten 
üAMeu,  und  das  in  seinen  Skizzen  schon  die  Theilnahme  des 
Gebildeten  gesichert  haben  mag;  —  Zeilen,  niedergelegt  als  Dan- 
hMopfer  aaf  das  Grab  des  unvergesslichen  Lehrers,  Freundes, 
Valersl  — 

TkUXXVII.  Hft.2.  ^ 


2  Lfterarhcher  Bericht  CVF, 

„ J.  M.  J.  Salomon  wurde  (wie  ich  autobiographischen  Motu 
zen  des  Dahingeschiedenen  entnehme  und  die   ich,   so  weit  sie 
reichen,    durch    keinerlei  Weise  vertauschen   will)    am  22.  Fe- 
bruar 1793   zu  Oberdürrbach,    einem   von  Wörzburg  ein  kleines 
Stündchen  entfernten  Oertchen,  geboren,   wo  sein  Vater  Gegen- 
schreiber (Controior)  bei  der  dortigen  Vogtei  des  Juiios-Hospitals 
war.     Den    ersten   Elementar -Unterricht    erhielt  S.    von    seinem 
Väter  selbst,  den  er  schon  als  Knabe  auf  seinen  kleinen  Geschälls- 
reisen begleitete,    und    während    derselben   wurde   sein  Sinn  flSr 
die  Schönheiten  der  Natur  und  seine  Neigung  zum  Stuiiren  mäch- 
tig angeregt.    Bei  der  im  Jahre  1804  eingetretenen  neuen  Orga- 
nisation des  damaligen   Bisthoras  Wurzburg  fibersiedelte  er  mit 
seinem  Vater  in  die  Stadt  Wfirzburg,    wo  unter  der  kurzen  Re- 
gierung des  damaligen  Kurfürsten  Maximilian  von  Baiern  Real- 
schulen  und    zwei  Progymnasien   errichtet    wurden.    In  den  Sta- 
dienjahren 1805 — 6  und  1806 — 7  absolvirte  S.  das  Progymnasium, 
welches  unter  der  Leitung  des  ausgezeichneten  Lehrers  Rieger 
einen  ehrenvollen   Ruf  erworben  hatte,   und  kam  dann  im  Jahre 
1807  an  das  akademische  Gymnasium,    an  welchem  er  die  soge- 
nannten  Grammafical-  und  Humanitäts-Classen  mit   dem  glflek- 
lichsten  Fortgange  absolvirte  und  sich  vorzüglich  in  der  Matfae- 
matik  und  in  der  griechischen  Sprache  auszeichnete.     Im  Jahre 
1812  bezog  er  die  Universität  und  stirdlerte  zunächst  die  beiden 
philosophischen  Jahrgänge,  wo  er  sich  gleich  im  ersten  Semester 
des  ersten  Jahrganges  in  der  Mathematik  so  auszeichnete,   dass 
er  im    zweiten  Semester  statt  des   ordentlichen  Professors,    des 
Herrn  Dr.  Schon,  und  unter  seiner  unmittelbaren  Anleitung,  die 
öffentlichen    Vorlesungen    über    die   Elementar- Geometrie    halten 
durfte    und   seinen  eigenen   Mitschülern  ein   PriVatissimnm    iiber 
Geometrie  gab.    In  Folge  dieser  Auszeichnung  wurde  S»  «rfthrood 
der  nächsten  Ferien  zum  Lehrer  der  Geometrie  bei  der  poij^teeh- 
nischen  Schule  in  Wurzburg  ernannt.    Im  zweiten  philoeophiechM 
Jahrgange  beschäftigte  er  sich  vorzugsweise  mit  dem  Studium  der 
höheren  Mathematik  und  der  Astronomie,  unterzog  sich  am  Schlosse 
des  Jahres  1814  den  öffentlichen  strengen  Prüfungen,  und  warde 
als  der  Erste  seiner  Classe  anerkannt.     In  Folge  diesem  wieder- 
holten Auszeichnungen   wurde  er  zum  öffentlichen  Repetitor  für 
die  Gymnasial -Classen    des  akademischen  Gymnasiums   ernaonti 
welche  Stelle  er  neben  der  oben  erwähnten  bis  zu  seiner  Abreise 
nach  Wien  bekleidete.  —  Nach  Vollendung  der  philosophiseben 
Studien  wollte  sich  S.  ausschliessend  den  mathematisch -^phyaiha- 
lischen  Wissenschaften  widmen,  allein  sein  wahrhaft  viteiiiekar 
Freund,  Herr  Professor  Dr.  Schön,  maefate  ihn  anfinerksMi»  daas 
im  Grossherzogthum  Würzburg  die  Aussicht  aof  riae  eiastfg*  PM- 
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foMtur  in  w«ite  Ferne  gerückt  sei»  und  daes  er  wegen  eeinerVer« 
biJidungen  mit  den  atigeeeheneten  und  einfloesreicketen  Familien 
der  damaligen  Residenzstadt  auf  der  juridischen  Laufbahn  eia 
lajMberes  Emf^orkonunen  mit  der  gr&ssten  Wabrscbeinlicbkeit  hof- 
fen kOnne,  and  so  gab  er  dem  Drüngan  seines  besorgten  Freun- 
des nach  und  widmete  sich  im  Jahre  1814  u.  f.  den  Reebtsiris* 
sensebaften,  wo  er  in  den  geistreichen  Vorträgen  eines  Rudbart, 
Si:hmidtlein,  Kleinschrod  und  Beer  für  seine  angegebene 
Neigung  im  reichen  Maasse  Entscbädiguiig  fand.  AU  jedoch  $• 
in  Jahre  1816  aus  den  öffentlichen  Blättern  erfuhr,  dass  in  Wien 
ein  groasartiges  polytechnisches  Institut  mit  wahrhaft  kaiserlicher 
Mvalfieena  errichtet  werde,  da  erwachte  seine  lang  unterdrOckte 
LieblingsneigUBg  für  die  mathematischen  Studien ,  und  es  reifte 
in  ihm  der  feste  Entscblnss«  seinem  inneren  Drange  zu  folgen. 
Sorgfältig  verschwieg  er  sein  Vorhaben,  aus  Besorgnis»,  sein 
Freund  Dr.  Schon  konnte  ihn  neuerdings  von  der  Ausführung 
abhalten,  und  reiste  nach  Vollendung  des  Sommerkurses  anfangs 
September  nach  Wien,  wo  er  sich  bemühte,  die  Mittel  zur  Deckung 
seiner  Subsistenz  zu  finden,  und  war  so  glücklich,  durch  die  Em- 
pfehlung des  damaligen  Vicedirectors  der  Realschule  als  Hofmei- 
ster der  beiden  Sohne  des  k.  k.  Obersten  und  Militär  -  Referenten 
beim  Kkp  HofkriegsratbOt  Herrn  Karl  Ritter  von  Mortons  auf- 
genommen zu  werden,  welche  Stelle  er  Ende  October  J816  mit 
einiger  Bangigkeit  übernahm,  weil  er  das  alte  Sprichwort:  „quem 
Dil  oderct  magistrum  fecere''  aus  der  praktischen  Erfahrung  be- 
reits kannte.  Allein,  sehr  bald  erkannte  er,  dass  seine  Besorg« 
niss  völlig  unbegründet  sei,  denn  er  verlebte  in  einer  höchst  acht- 
baren Familie  nicht  als  Diener,  sondern  als  wahrer  Freund  des 
Hauses  vier  volle  Jahre  in  den  angenehmsten  Verhältnissen,  und 
wird  die  dankbare  Erinnerung  an  diese  Periode  seines  Lebens 
ewig  in  seinem  Herzen  bewahren.  Im  Studienjahre  1816— 17  be- 
jsii<:hte  S.  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  die  Vorlegungen  über 
die  höhere  Mathematik  und  Physik,  und  wurde  am  Schlüsse  des 
Schuljahres  von  der  Direction  der  genannten  Anstalt  zum  Assis- 
tenten und  öffentlichen  Repetitor  für  die  höhere  Mathematik  er- 
nannt und  von  der  k.Jk.  n.  ö,  Landesregierung  als  solcher  bestätigt/^ 

So  weit  reden  Aufzeichnungen  seiner  Handschrift;  -^  betrafen 
diese  die  Zeit  des  Strebens  und  Ringens  einer  nach  allen  Rich- 
tungen wahrhaft  männticben  Kraft,  die  trotz  mannigfaltiger  Hin- 
dernisse mit  dem  ehrenvollsten  Erfolge  zur  Thatsache  bringt,  was 
JM6  ven  Innen  aus  tbun  muss,  »o  leitet  uns  die  Betrachtung  ihres 
ferneren  Wirkens  und  Schaffens  in  die  Tage  ihrer  denkwürdigsten 
Th&ligkeit,  die  sich  nach  Errungenschaft  einer  festen  Lebensstel- 
lungy  die  avgleicb  die  schönste  Wünsche  erfällte ,  auf  ibs  Giän- 
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zeDdate  entfaltete.  —  Nach  vier  Jahren,  d.i.  kn  Jahre  182],  wurde 
S.  in  Folge  abgelegter  ConcorsprCifang  auf  Vorschlag  seiner  Stn- 
diendirectlon  von  Sr.  Majestät  Kaiser  Franz  1,  dem  erhaiienei» 
Gründer  des  polytechnischen  Institotes  In  Wien,  zum  o.  9.  Pro- 
fessor der  Elementar -Mathematik  ernannt  Vom  Jahre  1825  Ms 
1831  lehrte  er  gleichzeitig  die  Elementar-Mathematik  in  der  zwei- 
ten Abtheilong  des  ersten  philosophischen  Jahrganges  an  der  k.  k, 
Wiener  Hochschale»  und  im  April  1838  wurde  er  zum  Professor 
der  höheren  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  be- 
fördert —  In  welcher  Art  er  in  dieser  Stellung  seiner  Wissen- 
schaft gedient  bat»  ist  keinem  Fachmanne  fremd,  und  w^ter 
gedrungen»  als  das  Gebiet  des  Kaiserstaates  eboiromt;  ein  Ver^ 
zeichniss  seiner  im  Drucke  erschienenen  wissensehaftlicben  Ar* 
beiten  wird  schon  allein  durch  den  Zeitaufwand ,  den  sie  TerratbeD, 
Bewunderung  abnuthigen.    Professor  Salomon's  Schriften  sind: 

1)  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra»  in  5  Auflagen; 
1.  Aufl.  1821.  —  5.  Aufl.  1852. 

2)  Lehrbuch  der  Elementar  -  Greometrie»  in  3  Auflagen ;  1.  Aufl. 
1822.  —  3.  Aufl.  1847. 

3)  Metrologische  Tafeln  über  Masse»  Gewichte  und  Mfln- 
zen  Terschiedeuer  Staaten.    1823. 

4)  Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  in 
3  Auflagen.    1.  Aufl.  1824.  —  3.  Aufl.  1866. 

5)  Sammlung  von  Formeln»  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der 
Arithmetik  und  Algebra  in  4  Auflagen.  1.  Aufl.  1825.  — 
4.  Aufl.  1853. 

6)  Logarithmisch -trigonometrische  Tafeln  in  deutscher  und 
franzosischer  Ausgabe.    1827. 

7)  L.  Euler 's  vollständige  Anleitung  zur  Integrabrechnung 
in  deutscher  Uebersetzung  zu  4  Bänden ;  I.  Bd.  1828»  II.  Bd. 
1829»  III.  und  IV.  Bd.  1830. 

8)  Sammlung  geometrischer  Aufgaben  und  Lehrsätze  aus  der 
Planimetrie.     1832. 

9)  Ueber  Lebensversicherungs«  Anstalten  überhaupt  ete.  in 
2  AuflasTPn;  1.  Aufl.  1839.  —  2.  Aufl.  1840. 

10)  Sammlung  von  Formeln»  Aufgaben  und  Beispielen  aus  der 
Goniometrie»  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie.   1843. 

11)  Grundriss  der  höheren  Analysis.     1844. 

12)  Die  usterreicbischen  Staatspapiere  und  insbesondere  die 
Staats  -  Lotterie  -  Anlehen.    1846. 

13)  Die   Kegelsehnittsünien    oder  Elemmite  der  analytischen 
Geometrie  der  Ebene.    1851. 

14)  Lehrbuch  der  Elementar  -  Mathematik  ftlr  Ober  -  Realseh«- 
len»    I.  Bd.  Algebra.    1853.    II.  Bd.  Geometrie.    1854 
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^^P"  15)     E!ine   inhaltereicbe  Keihe  von  Auf^ätzeD  aus   verschiede- 

^^P  nen  Wissenschaften  in  dem  Kalender  „Anstria"  vom  Jahre 

H^  1839—1856  und  anderen  Orten  enthallen. 

"*^  Was  er  als  Lehrer  geleistet,  da^on  teuren  seine  Schüler,  die 
bis  heute  zu  Tausenden  in  allen  Weltgegenden  terstreut  und 
grössten  Thcils  in  solider,  angenehmer  and  tiir  die  menschliche 
Gesellschaft  nutzen- nnd  segcnhrin^ender  Stellung  leben,  und,  ich 
darf  es  mit  vDlIer  Sicherheit  behaupten,  von  tvetchen  Allen  er 
die  Thränen  dankbarster  Erinnerung  in  sein  Grab  nnhrn.  — 
Wenn  das  k.  k.  polytechnische  Institut  in  Wien  seit  seiner  Ent- 
«itehung  von  Jahr  zu  Jahr  grösseren  und  wohlthStigeren  Einfluss 
»uf  die  technischen  und  industriellen  Intereü^en  der  Monarchie 
genann  und  in  Kurzem  zur  technischen  Lehranstalt  ersten  Ran- 
E;es  in  Europa  sich  erhob  und  „so  seiner  Zeit  vorauseilte,  dass 
man  nanientlich  in  Deutschland  kaum  noch  jetzt  zu  begreifen  an- 
f^ni>t,  was  es  lange  vorher  beziveckte  und  ausfi'ihrte " ,  so  ge- 
bührte der  Ruhm  nohl  vor  Allem  dem  grossartigeu,  seltenen 
Geiste  seines  Leiters,  und  zunächst  dem  gesammten  LefarIcHrper, 
allein  der  Tbeil,  der  davon  auf  S.  enlfjtflt,  ist  nicht  der  geringste, 
und,  wenn  das  k.  k.  polytechnische  Institut  ,, nicht  minder  auch 
Pflanzscbule  zur  Ausbildung  vieler  ausgezeichneter  Lehrkrlifte 
wurde,  die  auf  den  zahlreichen,  später  zur  Errichtung  gelangten 
verschiedenen  terhniscben  Lehranstalten  des  In-  und  Auslandes 
durch  Wort  und  Schrift  zur  Hebung  der  technischen  Wissenschaf- 
ten gedeihlich  wirkten",  so  gebohrt  wieder  nicht  der  mindere 
Antbeil  an  diesem  rQhndichen  Erfolge  setner  wo  hl  he  rechneten, 
vortrefflichen  Methode.  —  Aber  nicht  hios»  als  Gelehrten,  der' die 
Wissenschaft  ihrer  selbst  willen  hegt  und  pflegt,  und  dadurch  hebt 
and  namhaft  erweitert,  nicht  bloss  als  Lehrer,  der  mit  Begeiste- 
rung zur  Begeisterung  binreisst  und  der  Art  Saamen  ausstreut, 
dass  im  weiten  Umkreise  und  in  spjiten  Jahren  noch  erquickende 
Saaten  aufsprossen  iverden,  sehen  ivir  ihn  unermüdlich  wirken,  — 
eine  neue  Folge  der  Zeit  bringt  ihm  einen  neuen  Wirkungskreis, 
dem  er  nicht  mindere  Anstrengung  weihet,  in  dem  er  nicht  min- 
der zum  Wohle  meiner  Mitmenschen  tbStig  ist.  Dns  segensreiche 
Institut  der  Lebensversicherung,  in  England  bereits  zur  Blute  ge- 
reift, begann  nach  und  nach  auch  in  Deutschland  Wurzel  zu  fas- 
sen, und  Wien  war  in  den  dreissiger  Jahren  ernstlich  beschäftigt, 
die  Monarchie  mit  der  Errichtung  eines  solchen  zu  beglücken. 
Das  Jahr  1839  liess  in  Wien  die  „allgemeine,  wechselseitige 
Kapitalien-  und  Renten- Versicherungs- Anstalt"  ins  Leben  treten  ; 
Professors,  übernahm  neben  seinem  Lehramte  daselbst  die  Stelle 
.  dos  General-Sekretärs,  nachdem  er  früher  schon  die  Riesenar- 
Mit  der  Berechnung  der  nüthigen  TaheUen  4\«k«&  \tv^\.>&\«&  NtS^- 
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Inrachte,  -^  nacbdem  er  manchen  heissen  Kmkjfi  gekiinpft  und 
endlieh  mit  anerkennnngswerthesttr  Anfepfernng  der 
Fortheilbaftesten  Verhältnisse,  die  ihm  und  sehier  bereits  sahl- 
reichen  Familie  die  isorgenfreieete  Zukunft  geboten  haben ••  den 
mm  allgeroeineti  Wohle  toh  ihm  so  sehnlich  gewünschten Sitg 
davon  trug,  dsßs  das  Institut  keiner  Actiengesellechaft  an* 
heim  iel,  sondern  das  auf  echte  Philantropie  basirte  und  ttr  die 
Mi^lieder  Tortbeilhafteste  Princlp  der  Gegenseitigkeift 
zur  Grundlage  seines  Bestehens  bekam«  Dieser  Anstalt  lebte  S. 
bis  zu  seinem  Tode  mit  der  Bingebung  eines  Menschenfreundee» 
der  in  den  Dankesthränen  von  Wittwen  und  Waisen  stets  nur 
neue  Kraft  ftir  immer  neue  Mfihen  fand.  Es  war  eine  natürliche 
und  nftchste  Folge,  dass  er  als  eigentlicher  Organisator  dieeee 
Institutes  und  in  Folge  seines  wissenschaftlicben  Rufes,  den  er 
erlangte,  bald  vielseitig  in  ähnlicher  Beziehung  zu  Rathe  gezogen 
wurde,  und  wir  finden  ihn  dadurch  bei  der  Organisation  mebrer 
neuen  und  Reorganisation  von  älteren  ähnlichen  HuraanitStsanstal- 
teo  tbätig  mitwirkend;  sein  Scharfsinn,  seine  gründliche,  umfiBs- 
eende  Sachkenntaiss,  seine  Wahrheit»*  und  Gerechtigkeitsliebe 
errichteten  ihm  dabei  manches  nnvergünglicbe  Denkmal,  t^ 
Ungeachtet  dieser  ausgebreiteten  Nebenbeschäftigungen,  di^ 
ihre  Anziehungsgewalt  durch  ihre  letzte  unerlässliehe  Begründung 
in  der  Wissenschaft  und  ihre  unbeschreibKcb  wohlthätigen  Folgen 
ausübten,  überliefert  der  Welt  «eine  Feder  Jahr  um  Jahr  ein 
anderes  wissenschaftliches  Werk;  nur  wenige  Zeit  eeioes  Lebeoe 
war  ihm  zur  firhohlung  gegdnnt,  noch  weniger  benutzte  er  das«; 
-*•  eine  im  J,  1847  unternommene  Rundreise  durch  Steiermark  und 
Italien,  mit  einem  längeren  Aufenthalte  in  Rohitsoh  und  Venedigs 
9o  wie  eine  darauffolgende  grossere  Reise  nach  Deutschland,  wn^ 
ren  allein  namhafterer  Art,  nm  seine  vielseitig  und  rastlos  ang^ 
etrengten  Kräfte  zu  starken  und  zu  erfrischen,  und  dienten  an 
seiner  Freude,  um  manchen  nachhaltigen  Bund  mit  dem  einen  oder 
anderen  Gelehrten  zu  knüpfen,  wie  sie  einander  bisher  bloss  ane 
^ren  Werken"  gekannt  hatten.  —  Erst  im  J.  1848,  und  zwar 
durch  eine  nnliebsame  Veranlassung  von  Aussen  sieb  gedrungen 
filhlend,  zog  der  bescheidt^ne  anspruchslose  Mann  sein  30  Jahre 
lang  verschwiegenes,  unbenutztes  Diplom  der  pbllosopiiischen  Dof> 
tor*Würde  an  den  Tag;  —  In  kurzer  Zeit  darnach  wurde  er  seiner 
vielen  Verdienste  um  die  Wissenj^chaft  wegen  mit  Nachsicht  alleir 
Taxen  zum  wirklichen  Mitgliede  des  Doctoren<Colleginms  der 
k«  k.  Wiener- Universität  ernannt,  >*<-  die  kaiserliehe  Akademie  der 
Wissenschaften  sandte  ihm  ihre  Ernennung  zum  correspondirendsn 
Mitgliede  derselben  zu ;  —  das  hohe  k.  k.  Ministerium  fttr  Cultaa 
«a4  Unterricht  ernannte  ihn  zum  Mitgliede  der  hoben  Pritungn* 
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GMoniMkNi  aber  LehramtskaodidatM  flir  Ober-Reabchrien.  -* 
So  ehrepToll  diese  ven  ihm  keioeswege  geeuchtea  Amaeichmin- 
geD  Ihr  ihn  waren  ^  so  ersprieaalich  die  Wahl  ffir  die  beahaicbtig^ 
ten  Zwecke  gewesen  ist,  (tr  SalomoB  waren  sie  gewiss  nleht 
das  Vertheilbafteste.  —  Das  Uebenbaass  Tda  Kraftaorwand*  die 
übenDissige  Aostrenguag,  die  seine  io  Arlieit  und  Mfihe  ¥orge* 
rflckten  Jahre  im  Gauen  lu  fliierwiBden  hatten «  der  Schmers  fiber 
dnrcb  den  Tod  entrissene  Familienglieder «  waren  Dmstinde,  die 
umn  gewaltiger  Geist  wohl  noch  Jahre  hindurch  ohne  merklichen 
Elnfloss  auf  sein  körperliches  Wohlbefinden  fiberwftltigte,  allein 
in  ihnen  mag  der  Grund  zu  suchen  sein,  der  bis  jetst  in  Schlum- 
gel^ene  Krankheitskeime  endlich  zum  Ausbruche  brachte. 


Der  April  d.  J.  liess  S.  in  ein  Unwohlsein  Verfallen»  dessen 
Sjrmptome  alsogleich  die  grosste  Besorgniss  erregen  mussten»  — 
—  am  2*  Juli  war  es  die  zehnte  Morgenstunde,  die  seine  Seele 
in's  bessere  Jenseits  trug! 

Wirft  man  noch  einen  Blick  auf  seinen  Charakter  als  Mensch» 
als  Patriot»  als  Gatte  und  Vater»  so  kann  man  ihn  nicht  minder 
eine  seltene  Erscheinung  nennen»  welche  die  innigste  Hochachtung 
itewingt  und  die  um  so  lauter  su  zollen  Pflicht  ist»  je  weniger 
Beispiele  solcher  Art  die  Zeit  aufzuweisen  anfängt,  Uneigen- 
aildEeit»  die  oft  bis  zur  Selbstaufopferung  ging»  echtes  wahres 
HuttanItätsgeffihI»  ein  strenger,  nnerschfitterlicher  Crerechtigheits- 
ahm  nach  allen  Seiten  hin  kennzeicbneton  jede  seiner  Handlungen» 
dto  eine  Bescheidenheit  und  Anspruchslosigkeit  begleiteten,  wie 
MT  wahrer  innerer  Grdsse  eigen  ist;  —  seine  Vaterlandsliebe  und 
Efgfbenbeit  für  das  Kaiserhaus  bewährte  sich  In  den  Zeiten  der 
Roth  trolB  dem  Schwanken  und  Irren  der  Tage  nnd  der  Umge- 
hung» und  gaben  den  überzeugendsten  Beweis ,  dass  es  Worte 
whiss  Herzens  waren»  wenn  er  dem  Freunde  in  traulicher  Stunde 
WilhltSy  wie  seine  Liebe  zu  Oesterreichs  Herrscherhaus  und 
immn  Tugenden  es  auch  Tomehmlicb  war,  die  ihn  nach  Oester- 
iridb  flihrte»  ohngeachtet  ein  neues  Anstellungs^Decret  ihn  zum 
Bleiben  bestimmen  wollte.  •-  Seine  tiefe  Religiusität»  die  ihn 
etils  mit  inniger  Ehrfurcht  den  Namen  des  Urhebers  aller  Dinge 
aeisen  Hess»  war  ein  greller  Gegensatz  zu  manchem  geistlosen 
Freigeister  der  im  Wahne,  wahre  Wissenschaft  zu  betreiben»  das 
Blchste  md  Heiligste  der  menschlichen  Seele,  den  Glauben  an 
Gott  nnd  Unsterblichkeit  zu  erechfittern  sucht.  --  Ein  solcher  in 
eller  Hinsiebt  grosser  Charakter  konnte  als  Lehrer  auch  wieder 
OhamkCer  bilden»  und  bleibende  männüche  Gesrnnung  und  Hal- 
teng waten  Eigenschaften,  welche  seine  Einwirkung  aof  jedes 
empttttgUche  jagendliche  Gemfit  eener  Leitnng  tnr  Kelge 
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haben  nosste«  —  Naeb  dieMii  Grandaügen  «einea  imieBai  Wesmis 
darf  «a  nicbt  befrandeii,  daaa  man  SL  aucb  als  Familienvater  ala 
iiebevollsten»  besten,  hingebendaten  nennen  mnaa;  —  er  hatte 
frfihe  gehenrathet,  und  bald  «mrang  eine  Schaar  Mfihendor  Kinder 
seinen  bioaliehea  Heerd^  Tier  derselben  gingen  Uün  voran  ««-, 
vier  and  sehie  tranemde  Lebensgefiihrtin  bevreinen  seinen  Ted.  — 
'  <  ^Sie.  haben  einen  braven  Mann  begraben»  —  mir  aber»  mir 
war  er  mehr!**  «-  Er  rabe  sanft,  m  Friedenl 


Geschichte  der  Mathematik  und  PhysiL 

Almanacb  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften*   Sechster  Jahrgang.    1856.    Wien.    8. 

Wir  haben  schon  frfiber  (m.  s.  Literar.  Ber.  Nr.  XCVIL) 
auf  die  Wichtigkeit  and  den  interessanten  Inhalt  dieses  regelmSssig 
erscheinenden    Almanachs    einer   der   ersten  und   bedeutendsten 
Akademien  der  Wissenschaften,  die,  ungeachtet  ihres  kurzen  Be- 
stehens, schon  eine  grosse  Zahl   buchst  wichtiger  und  mannigfal- 
fidtiger  literarischer  Arbeiten :  geliefert,  und  darin  schon  manche 
der  Siteren  Akademien  fiberflügelt  bat,  hingewiesen.    Auch  dieser 
Jahrgang  enthält  wieder  vieles  Interessante  und  Wichtige.    Ausser 
dem  höchst  interessanten  Bericht  des  Geoeral-Sekretairs  der  Aka- 
demie,  Professors  Dr.  Schrott  er,  ober  die  Wirksamkeit  der  Aka- 
demie,- der  wieder  ein  sehr  anziehendes  Bild  von  der*  ungemein 
grosscb  Thltigkeit  dieser  berühmten  gelehrten  Körperschaft  lie- 
fert, enthält   dieser  Jahrgang  des  Almanachs  einen  sehr  inter- 
essanten  Vortrag    des    Präsidenten   der  Akademie  >  .Bhrm  Frei- 
herm  v.  Banmgartner,  fiber-  »die  Macht  der  Arbelt'S  eben 
so  wie  der  vorhergehende  Jahrgang  die  so  ungemein  anziehende 
nnd  lehrreiche,  im  Archiv  Tbl.  XXV.  S.  57.  mitgetheilte  Rede 
dieses  berühmten  Gelehrten  über:   „den  Zufall  in  den  Natur- 
wissenschaft e  n  **  enthielt    Diese  populären  Vorträge  des  Herrn 
Freiherrn  v.  Banmgartner    erinnern    uns  jederselt    lebhaft  an 
Arago's  berühmte  Arbeiten  dieser  Art  und  stehen  denselben  in 
Rücksicht  auf  wahre  Popularität,  Reichthum  an  Interessanten  That- 
Sachen  und  eine  Fülle  lehrreicher  Bemerkungen  aller  Art  keines- 
•w^[s  nach,  sondern  übertreffen  dieselben  nach  nnssBer  Meinaag 
noch  in  manchen  Besiehungen,  indem   sie  uns  namentlich  no6h 
mehr  als  diese  den  Beweis  sn  liefern  scheinen,  dass  sieh  mit  ei- 
nem wahrhaft  populären  Vortrage  doch  auch  Schärfe  der  Begriffe 
•fud  wissenschaftilehe  Strenge  sehr  wohl  vereinigen  lassen.    Wir 
beffn  den  aech  in  physikalischer  und  mechanischer   Backsicht 
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inehifcch  interaBsaoteB  Vortrag  aber  „die  Macbt  der  Arbeit«' 
den  Lesen  des  Arcfahr«  wieder  io  einem  der  nSehetfolgewdeii  Hefte 
nittbeiien  in  kdoneo,  woin  wir,  wenn  wir  auch  nicht  selbst 
▼OD  der  Vortrefflichkeit  dieses  Vortrags  so  sehr  fiberaeugt  wiren, 
schon  darin  Veranlassong  finden  worden«  weil  uns  an  anserer 
grössten  Freude  fOr  die  Miftheilong  des  Vortrags  »,  fiber 
den  Zufall  in  den  Naturwissenschaften'«  yod  so  vielen 
Seiten  her  der  wärmste  Dank  gesi^  worden  ist»  selbst  von  ImmAv 
gestelltäi  MSnnem«  die  sich  nicht  Mathematiker  oder  Phjfslker 
nennen.  Auch  der:  ««Gold,  Kupfer,  Eisen««  fiberschriebene 
Vortrag  des  Herrn  Akademikers  Zippe  ist  sehr  lesenswerth  und 
verdient  den  Lesern  des  Archivs  empfohlen  zu  werden.  Ausser* 
dem  enthält  dieser  Jahrgang  des  Älmanachs  noch  das'  Lebep 
PrechtPs  (schon  mitgetheilt  im  Archiv  Tbl.  XXVl.  S.  39L) 
und; biographische  Notizen  über  Paul  Heinrich  Fuss  (S.  119.) 
und  'Gauss  (S.  123.) 


Vennischte  Schriften. 

Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche,  compilati 
däBamabä  Tortolini.    (Vergl.  Liter  ar.  Bor.  Nr.CV.S.  11.) 

■     ■     ■  ■     '    ■  • 

M'äggio  1856.  Sulla  direzioni  degli  aerostoti.  Memoria  di 
Carlo  Gabussi  (Continuazione  e  fine).  p.  161.  —  Notizia  suHe 
pia  recenti  scoperte  fatte  intomo  agii  aneUi  di  Satumo.  Nota  del 
P*- A.  Sechi.  p.  1U4. 

Giugno  1856.  Notizia  sulle  piü  recenti  scoperte  fatte  intörno 
agHanelli  di  Saturno.  Nota  del  P.  A.  Secchi  (Continuaziooe  e 
fine)  p.  209.  —  Sopra  una  formola  di  trasformazione  pe  le  serie 
4)eppiameDte  infinite.  Nota  di  F.  Brioschi.  p.  214.  — rDiscorso 
djO,  jSig..  Agostino  Cauchy,  in  occasione  de  funerali  de  Sig.  Binet. 
p.  220*  -*  Sulla  risoitante  di  uo  namero  qualunque  d'equazioni 
^g^briche.  Teorema  generale  dl  F.  Faä  di  Bruno,  p.  222.  — 
Intomo  la  integrazione  delle  funzioni  irrazionali.  Nota  di  F.  Ca- 
sorati.  p.  223.  —  Ricerche  algebricbe  sulle  forme  Binarie.  Me- 
moria di  F.  Brioschi.  p.  231. 
■  ■■ '         ■ 

Luglio  1856.  Ricerche  algebriche  sulle  forme  Binarie.  Me- 
moria di  F.  Brioschi  (Continuazione  e  fine).  p.  241.  —  Caicul  des 
^ZflresBions  g^n^rales,  qui  donnent  la  valeor  des  divers -^l^ments 
de-l-Ülipse  et  de  Thyperbole.    Par  Georges  Dostor.  p^-SÜS.-^ 
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Sitzungsberichte    der   Kai&erlicheu   Akademie    de 
WLseeDschaften  zu  Wien.    (S.  Literar.  Ber,  Nr.  CD.  S*  15.» 

Jahrgang  18B&    Band  XTIIl.    Heft  1.   ».87.    Fritaclkr 
Ueberdie  Vorausbestimmung  der  Lufttemperatur  aus  dem  Yer^ 
baiteti  des  Barometers.  -^  8. 110.  Haidinger:    Ein  optisch «ni- 
neralogiscber  Aufschraube-Gontometer.  •--  S.143.  Knocbenhaaer  : 
Ueber  die  gemeinsame  Wirkung  zweier  eiectrischer  StrOme« 

Jahrgang  1855.  Band  XVIIL  Heft  2.  S,  374  Zenger; 
)Qeber.  die  Anwendung  yon  Multiplioatoren  als  Itfess-Instrom^^iitt 
copitinuirlicher  Ströme  in  einer  abgeändert(^n  Constmcti^Q« .  — 
S.  311.  Seidl:  Ableitung  der  Cassinoide  aus  dem  Schnitte  einen 
Rotationskörpers.  —  S.365.  Zantedeschi:  Serie  di  memoria 
risgqardanti  ia  statica  e  ia  dinamica  fisico-chemica  molecolare; 
dei  S'.  Professore  Zantedeschi  e  D''.  Ingegnere  Luigi  Bor- 
li netto,  assistente  alia  Cattedra  di  Fisica  neil'  J.  R.  Universitä 
diPadova.  —  S.  369.  A.  v.  Ettingsbausen:  Geber  die  neueren 
Formeln  f&r  das  an  einfach  brechenden  Medien  reflectirte  and  ge* 
brochene  Licht.    (Sehr  zu  beachtende  Abhandlung.) 

Jahrgang  1856.  Band  XIX  Heft  1.  $.1,  Grunert;  Ifew 
näherungsweise  Auflösung  der  Kepier'schen  Aufgabe.  —  S«  105. 
Hirsch:  Vorauslierechnung  der  totalen  Sonnenfinstemiss  am  18» 
Mi  186a  *-  S.  226.  Grailich:  Brechung  und  Refle^tm  des 
ücbtes  an  Zwillingsflächen  optisch -einaxiger  KrystaJfe. 

Jahrgang  1856.  Band  XIX.  Hft.2.  S.237.  Zantedeschi: 
D^l  Deosiscopio  differentiale  di  alcuni  liquidi.  -^  3*374.  B5hm: 
Ueber  Gaslampen  und  Gasofen  zum  Gebrauche  in  chfmifffcl» 
Laboratorien. 

Jahtganig  1866.  BandXX.  Heftl.  S.  167.  Fiat kowslti: 
Bestimmung  der  Azen  bei  den  Ellipsen.  —  S.  225.  M  All  er: 
Ueber  diejenigen  Kugeln»  welche  die  Kanten  eines  beliebigen  Te» 
traeders  berühren.  —  Littrow:  Ueber  lichte  Fäden  im  donUei 
Felde  bei  Meridian -Instrumenten. 


Nova  Acta  Regiae  Societatis  scientiarum  Upsallen- 
sis.    Seriei  tertiae  Vol.  I.    Upsaliae.  1855.  4. 

In  diesem  nenestoi  Bande  der  Sdiriften  der  K5nigli«||f# 
ietit   der  Wiss^nsehaften   zu  UpsAla»  mit  «fdcft«m 
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barep  SammlaDg  ihrer  Sphri^en  beginnt«  befinden  fliich'  die  fqlgen- 
den  trefflichen  und  wichtigeb  mathematischen  und  physikaKschefl 
Abbaodinngen,  auf  die  wir  unsere  Leser  ganz  besonders  aufinerk- 
sam  SU  machen  nicht  y^felileill 

L    Sur   les   conditions  .4,'int<$grabilit^   de  l'^quation 
diff^rentiel  du  second  ordre 


^^«)49»i(«J^+9(*)«:0 


tpmix)  d^signant  une   fonction  entiöre  de  x  du  degr^  n, 
par  A4f  F^HTA«  SyiHPlIl^fyr«  Wi^  h  (94>r  btt%cM«o«wejE|bq  AbhandL) 

in.    De   functione   quadam  transcendente«     Auetore 
Cflur*  Freder«  l^tadmaniiy  Lectore  Stregnes^psi.  pag.  137. 

(Die  Funcddn,  mit  welcher  sich  diese  tchflne  Abhandtöng  betch&ftigt» 


kt: 


H(ff^  SS  i     X  cot  axdx.) 


IV,  Vampire  fur  )ft  tepip^raturp  4a  \ß  f#rrft  hUft^- 
rentes  profondeurs  i  Upsal»  par  Amdr«  #•  AnipsirSMU 
pag.  147. 

(Diese  wichtige  Abhandlang  ist  schon  im  Literar.  Ber.  Nr.LXXVI. 
8.958w  angezeigt  worden.) 

TQ.  $UT  rint^gration  des  ^quations  difT^rentlellef 
jdu  second  ordris»  par  A4«  Verd.  Sw^al^erpf«  p.  9QL 

(Die  Differentialgleichnngen,  mit  deren  Integration  tlcli  fflr  Htft 
fL  In  dieser  ansgeseichneten  Abhandlung  besehfifügt  >  sfaid  unter  ier 
'ndtgemefaiea  Form 

f 

Wf  /eine  bpllebi^e  Fnpetion  bescjehpet»  eothi^tW*) 


]\ 


9.  •< 


i.i-e  'Ou  DuDcker  und  Hamblot  in  Berlin 
chienen  und  in  allen  BacUiandlangeD  sa  liabeo 


T  li  e  o  r  i  e 

der 

üeterminanten 

and 

ihre  hauptsächlichen  Anwendungen 

▼on 

Dr.  mranceso  Brioichi^ 

..^-luiii-licui  l'rofeii«or  der  angewandten  Mathematik  an  der  UniTenit&t 

Pavia. 

Aus  dem  Italienlselieii  ttbersetzt 
Mii  t-iiiiMu  Vorwort  von  Professor  Schellbacb. 

KT.  4.     geh.    Preia  1  Thlr.  6  Sgr. 

li^.  Jet  gi'osscu  Wichtigkeit,    welche  die  Theorie  der 

\ .« .luliiauteu  durch  ihre  Ausbildung  und  vielfache  Anwen- 

.  .  «ii  ta^t  allen  Gebieten  der  Mathematik  erlangt  hat,  ist 

•.  « «illhiäuilige»  Lehrbuch  derselben  schon  längst  wünschens- 

m]i  ;;o\vcseu.    Die  einzelnen  Abhandlungen  ausgezeichne* 

Aiaihoiiiacikor  über  diesen  Gegenstand  sind  ohnedies  in 

.  .    «t-isihicdcnüu    deutschen    und    auswärtigen  Journalen 

.:i«ui  tiiid  daher  wird  es  den  Gymnasiallehrern  und  Stu- 

.    .  i\A\.k\  Lauui  möglich,  sich  den  zum  Selbststudium  nötld- 

^    ^toiV  &u   verschaflen.     Deshalb  wird    das   vorliegende 

a  ( .  k  ,U..  PiotoNNuni  Brioschi,  welches  die  gesammte  Theo- 

Ui   l>civiuiiiianteu,   so  weit  deren  Entwickelung  bisher 

..htiiuii  tifet,   ia  klarer,  fasslicher  Form  wohlgeordnet 

-.lU.  i-iuo  wesentliche  Lücke  ausfüllen  und  sich  wegen 

« .< 'in    Viiwondungen  und  Beispiele,  die  jedem  theoreti- 

\.  n  -.itöf  ü»]^oa,  ganz  besonders  zum  Lehrbuch  und  zum 

..  Ui.oiiiuciiAvhi  ci)|;uen. 
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Literarischer  Berieht 


CVII. 


Wilhelm  Gotthelf  LohrmanDy 

X>ireetor  der  Kr>niglich  Sächsischen  Cameral-Vermeiisiiug, 

ireboreii  am  81.  Jaooar  1796        ^  .^      , 

gestorben  am  20,  Febrnar  1840  > 

C^«m  Archiv  gütigst  mitgetheilt  von  Herrn  Director  t.  Littrow  in  Wien, 
^j^^lü  ihm  von  Herrn  J.  W.  Glier  in  Dreftden  gemachten  schriftlichen 
'^^^IheiiongeB.    Herrn  t«  Littrow  dafür  nnsern  verbindlichstes  Denk.     O.) 

Lohrniann's  Vater,  der  Burger  und  Ziegelmebter  Wilhelm 

^oUbelf  Lohrroann,   war  ein  sehr  achtbarer  und  in  seineni 

^^M«faäfte   erfahrener   Mann,    welcher   für  die  Eraiebung  aeiqes 

^Jmes  nach  besten  Kräften  wirkte,  um  ihn  einst  lu  einem  tüch- 

^gea  und  dem   Staate   nfitzlichen   Manne   heranzubilden;    seine 

Mütter   Sophie,   geb.    Michaelis,   suchte. schon    froh  in  ihm 

^timge  KeUgiosität  und  einen  kindlich  frommen  Sinn  zu  wecken« 

Von  1802  an  besuchte  Lohrmann  die  damals  in  vorzüglichem 

Kjrfe  stehende  Garnisonschule;  unter  Leitung  ihres  würdigen  Re- 

<:tM(s,  des  Cantors  Pfeilschmidt,  genoss  er  vortrefflichen  Cn- 

terrlebt^nnd  erwarb  sich  sehr  bald  die  höchste  Zufriedenheit  seiner 

Lehw;   goistig  und  körperlich  reich  verliess  er  im  Jahrcf  1810 

diese  Schule  und  ward  im  März  dieses  Jahres  in  der  Kreuafcirehe 

coairmirt.    Von  1811  an  besuchte  Lohrmann  seinen  und  seines 

Vaters  Wünschen  gemäss  die  Bauschule  zu  Dresden;   ein  aus- 

HTsnleBtlfehes  mathematisches  Talent,  das  sich  schon  früher  in 

(latt*> Knaben  offenbiirte,    entwickelte  sich  hier  noch  mehr,   und 

wietRT  In  der  Schule  ein  vorzüglicher  Schüler  gewesen,  bo  zeigte 

flieh  aRMllMer  sein  ausserordentlicfier  PleisM  und  erwarb  ihdiaucb 

IIÜUXXYU.  Hfta.  ^ 
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hier,  *ro  er  bis  ISH  mit  regem  Eifer  Tfir  seine  Zulcunfl  ivirkt<^ 
die  höchste  Zufriedenheit  Ecines  Lehrers,  des  Hofbaum eisten 
ProfeBsor  Hülzer,  und  die  besooderc  Zuneigung  des  Akademie 
Directors,  des  berühmten  Professors  Seydelraann. 

Lohrmann's  brave  Leistungen  erregten  bald  AufmerksaDi 
keit,  und  ihnen  verdankte  er,  dass  ei*  schon  1S15  eine  Ansteilui 
als  Landmesser  erhielt  und  Ihm  vuni  Minlsterio  des  (nnero  di 
Auftrag  ward,  sein  Vaterland  zu  bereisen  und  den  Plan  zu  eint. 
Landesvermessung  zu  ent»eiTen,  wobei  sowohl  sein  (juf  imnMI 
mehr  wuchs,  als  sich  auch  seine  Gesundheit  durch  Ge»5hnua| 
an  Strapazen  kräftigte.  —  Das  Jiihr  1817  war  fQr  Lohrmaoi 
von  besonderer  Wichtigkeit,  denn  am  ].  April  ward  er  als  Con- 
ducteur  bei  der  Landesvermessumr  angestellt;  wie  aber  dasGlücL 
dem  Menschen  nie  ungetrübt  wird,  so  auch  hier;  am  24.  Deceio- 
ber  dieses  Juhres  verlor  er  durch  den  Tod  auch  seineu  Vater, 
dem  die  Mutter  schon  früher  vorangegangen  war.  Anstrengetide 
Berufsarbeiten  Messen  Lohmiann  sehr  wenig  Mussestunden,  in 
diesen  beschäftigte  er  sich  mit  dem  Studium  der  Astronomie  nad 
namentlich  mit  der  topographischen  Datstellung  der  sichtbaren 
Mondoberfläche;  diese  letztgenannte,  im  hüchsten  Grade  niäbsane, 
bis  jetzt  unübertroffene  Arbeit  unternahm  er  im  Jahre  1821  baapt- 
»Schlich  Dach  einer  ihm  von  Encke  mitgetheilten  Methode,  und 
vollendete  sämmtlicbe  Zeichnungen  in  einem  Zeiträume  von  fSaf- 
sehn  Jahren.  Mit  der  Redaction  des  erläuternden  Textes,  n 
dessen  Bearbeitung  Lohrmann  durch  dringende  B er üfsgesc hafte 
verhindert  ward,  ist  gegenwärtig  für  die  Barth'sche  Verlags- 
handlung  in  Leipzig  Herr  Julius  Schniidt  beschäftigt,  and  kann 
man  demnach  das  vüllige  Erscheinen  dieses  wichtigen  Werkes, 
dessen  Publikation  schon  Lohrmann  b|ganti  und  das  sieb  selbst 
neben  Mädler's  trefflicher  Selenographie  behauptet,  ii>  nächster 
Zukunft  erwarten.  Zwei  kleine  Schriften:  „Das  Planetensystem 
der  Sonne;  Dresden  in  der  Rittner'schen  Kunsthandl.  1^** 
und  „Beschreibung  des  mathematischen  Salons;  Urea* 
den  bei  Arnnld"  haben  Lohrmann  ebenfalls  i^um  Verfasser. 
Am  3.  Juli  1822  noternahm  er  eine  Reise  durch  Deutschland  und 
die  Schweiz,  von  welcher  er  am  4.  September  zurückkehrte.  Am 
U.  Februar  1823  ward  Lohrniann  zum  Vermessuugs-Inspectof 
befördert. 

Am  2S.  Januar  1827  sab  Lobrmann  wiederum  Bein  sanil 
80  ungestörtes  häusliches  Lehen  durch  den  Tod  seiner  Gattin, 
mit  welcfaer  er  sich  im  Jahre  1819  verheiratbet  hafte,  die  ibn 
acht  Jahre  lang  liebend  zur  Seite  gestanden  und  eine  sorgend« 
Mutter  ihrer  Kinder  gewesen  war,    deren  sie   ihm  während  ein« 


Ulerarlicher  Betidt 


^ßfflT 


«Itlckllcheii  Ehe  sechs  geschenkt  hatte,  getrübt;    so  hart  Ihn  dl«J 

^er  Schlag  traf,  übte  er  doch  keine  iiachlheiligen  Folgen  auf  se1n| 

Berufsleben,    und  als   Beweis  der    hohen  Zurriedenheit,    di< 

.^eine  Leistungen  forttvlihrend  erwarben,    »ard  er  am  28.  Novem- 

■ler    desselben    Jahres  zum   Ober- Inspector  des    inalhematigchen   ' 

■^Salons  ernannt.   —   Im    folgenden  Jahre   übernahm    er   die  ebren- 

"^rolle  Stelle   als   Vorsteher    der    technischen    Bildungsanstalt    und 

— ^erheirathete  sich  wieder  am   17.  Februar   mit  der  zweiten  Toch- 

-^■er  des  verstorbenen  Generalstabs-Medicus  Dr.  Raschig.    Nach 

^KS  Jahren,  welche  er  in  seiner  vielTachen  BenifisthSligkeit  in  allge- 

;^Miieiner  Anerketmuni;  zubrachte,   trat  er  auch  Öffentlich  mit  niflnd- 

^■ichem  Vortrage  vor  ein  gebildetes  und  aus  den  höheren  Sländfln. 

^^bestehendes  Publikum,   indem   er  am  9.  März  1833   seioe   Vorl«: 

-^^Bungen  über  Astronomie  eröffnete. 

Aus  seinem  ruhigen,   durcb  Leiue  Störung  bis  jetzt  unterbro- 
^■isbenen  Amtsleben  rief  ihn  1836  eine  an  ihn   ergangene  Aurrord«> 
l^r~iing  nach    Eni;land    zu  reisen,    um     daselbst    die    vorzüglichsten 
"Sisenhahnen   zu    besuchen,    die   ausgeführten   oder  in  Ausführung 
:3egriffenen  derartigen  Bauwerke   in  Augenschein   zu   nehmen  und 
3ie    Erfahrungen,    die  mau  bei  Eiseubahnbaulcn    in   England   ge- 
nacht  hat,  so  nie  Hie  Grundsütze  kennen  zu  lernen,  die  man  bei 
:3ergleichen    Unternehmungen   zu    befolgen    sich   veranlasst  findet 
^E^r  unternahm   diese  Reise  mit  dem  KauTniann  VViecIc  aus  flar> 
'KJiau  bei  Chemnitz  und    erhielt   durch   gute  Empfehlungen  Eintritt  ' 
msi  die  iuslitutinn  of  the  Civil  Engineers  in  London,    eo  wie  auch 
ft>ei    dem    berühmten    Mechaniker    Robert   in    Manchester.     Auch 
bei    den  vielfalligen  Versuchen  unserer  Zeit,    Eisenbahnen  zu  bilr 
^en,     wussten    die    Vorsteher    solcher    Vereine    die    gründlicbeo 
C^enntuisse    und    den  erfindungsreichen    Geist    Lohrmann's  gar 
^^ohl    zu    würdifien,    indem    sie   bei    der  Errichtung  der  Leipzig- 
Dresdener  Eisenbahn  ihn  zu  Raihe  zu  ziehen  nicht  vers.^umten  und 
Wm    im   Jahre    1838    mit    der  Leitung    der   Anlage    einer   solchen 
Bahn  in  die  Oberlausitz  und  das  Erzgebirge   beehrten.     Im  Jabr« 
1836  hatte  er  seine  Arbeit  über  den  Mond   beendigt  und  liesa  nun 
eine  Uebersichtskartc  iu  kleinerem  Maasfstabe  erscheinen,    nach« 
dem  Mädler   ihn  mit  der   Herausgabo   einer  vollständigen  Topo- 
iraphie  unseres  Satelliten  völlig  überholt  hatte. 

Nachdem  er   schon  längere  Zeit  schätzbare  Beiträge  zu  deti 

M'itlheilungen  des  statistischen  Vereins  geliefert  hatte,  übernahni    i 

(I  nach  des  verdienten  Uirectors  und  Kammerraths  von  Schlie-  • 

ti«n  Tode  die  Herausgabe  der  beiden  letzten  Lieferungen  erwühii' 

ten  Werkes.     Am    17.  Januar  1640  ward  ihm  ein  neuer    BeweM 

des  vollsten  Zutrauens  und  der  grüssten  Zufriedenheit  seiner  Be- 
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bilden  zu  Theil,  iudem  man  ihn  lum  Director  der  Cameral- Ver- 
measung  ernannte.  Nach  dem  Ratlischlusse  des  Himinela  Bullte 
dies  der  lettte  und  hüchste  Punkt  seiner  irdischen  Laufbahn  seini 
wenig  Tage  o:ich  dem  Antritt  Heines  44steu  Lfbensjahrfs  «aiH 
er  den  11.  Februar  von  dem. damals  in  Dresden  heilig  tiütbendea 
rServenGeher  hefallen,  und  Laum  I  Monat  nach  Antritt  seiner 
neuen  Stellung  unterlag  er  am  20,  Futiruar  1840  der  furchtbaren 
Krankheit.  Fünf  Kinder  und  eine  trauernde  Gattin  verloren  in 
ihm  einen  aurgenden,  liebevollen  Valer  und  treuen  Gatten;  un- 
zählige Alittellose  und  Arme  einen  Heller  und  Wohltb&ter;  ffinf 
Kinder  waren  ihm  bereits  vorausgegangen  in  die  En'igheit,  nnd 
noch  wenige  Monate  vor  seinem  Tode  betrauerte  er  den  Verlust 
eines  Sohnes  ;  in  der  Fülle  seiner  Gesundheit  ahnte  er  nicht, 
dasB  er  so  bald  wieder  mit  ihm  vereint  sein  würde.  Am  23.  Fe- 
bruar, Nachmittags  3  Chr,  ward  seine  sterbliche  Hülle  unter 
Begleitung  sämmtlicher  Verwandten  und  Freunde  und  einer  gros- 
sen Zahl  seiner  Verehrer,  so  wie  auch  sämmtlicher  Schüler  und 
Lehrer  der  polytechnischen  neuen  Anstalt  auf  dem  Eliashirchbore 
bei  Dresdea  dem  Staube  zurückgegeben.  Ein  schmuckloser  Stein 
deckt  seine  irdischen  Ueberreste.  —  „Sanft  ruhe  hier  was  sterb- 
lich in  ihm  war,  der  uns  auf  so  manchem  ernsten  Berufswege  als 
Fflhrer  voranging;  als  ein  Vermächtniss  von  ihm  bleibe  uns  sein 
Berufseifer."  —  Dies  sind  die  letzten  an  ihn  gerichteten  Worte 
seines  langjährigen  Freundes  und  AnilsgenossenProfessor  Dr.  L  5 
—  Körperlich  war  Lohrmann  ein  grosser,  wohlgebauter  Mann  roi 
frischem  Ausseben;  sein  freundliches,  bescheidenes  und  oß  kind 
liebes  Betragen  zog  Jedermann  an.  Dem  Vernehmen  nach 
der  „Topographie  der  Mondoberftäche",  von  welcher  wir  nur  dl 
l.AbtheiInng,  beilüuGg  ein  Fünflheil  des  Ganzen,  nnchvonLohr 
mann  selbst  erhielten,    sein  wobigetroffenes  Bildniss  beigegebi 


Johann   Friedrich  Pfaff  in    seinem  Verhältnis 
ZQ  Gauss  bei  des  letzteren  Aufentballe  in  Heluistä^ 

In  der  obnlängstmlr  zu  Händen  gekommenen  Schrift:  „Gsuil 
von  W.  T,  Sartorius"  finden  sich  einige  Erklärungen,  wi 
der  Verfasser  jener  Schrift  das  Verhältniss  meines  verewig 
Vaters  Johann  Friedrich  Pfaff  zu  Carl  Friedrich  Gai 
auf  eine  von  meiner  Auffassung  dieses  Verhältnisses,  wie  ict 
meiner  Biographie  Job.  Friedr.  Pfaff's  sie  gegeben  habe, 
wesentlichen  Punkten  sehr  abweichende  Weise  darstellt. 


r 

^         «irr 
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Herr  v.  SarloriuB  neigert  sich  tiiclil,  dia  historischen  Um- 
etSode,  worauf  es  dabei  ankomml,  vollsISndig  als  wahr  auzner- 
kennen.     Er  räumt  ein 

I)     dass   Gauss,    nachdem    er    eeine    Universitätsatudien    in 
GSttingen    beendigt  hafte,    nach  Heinislü<)t  ging,    um  dort   einen 
Aufenthalt  zu  machen; 
l  ,       2)     datis  Gauss  während  dieses  Aufenthalts  In  Uelmetädt  in 
|B.faff's  Hause  gewohnt  hat; 

K       3)     dass  Gauss  von  deTFacultät  in  Het ms tSdt  seine  Promotion 
nachgesucht  und  erhalten  hat; 

4)  dass  Gauss'»  Inaugural  -  Üissertatiiin  in  Uelnistädt  ge- 
druckt ist. 

Während  aber  S.  diese  thatsächlich  feststehenden  Punkte 
einrSumt,  sucht  er  das  geistige,  literarische  Verhältniss,  vite  es 
diesen  Schritten,  welche  Gauss  in  seiner  Lebensstellung  damals 
that,  entsprechend  wäre,  zu  leugnen  oder  doch  dieses  Verhäll- 
niss  auf  eine  dasselbe  herabsetzende  Weise  darzustellen. 

Herr  v.  S.artorius  laträuht  sich  hauptsächlich  dagegen,  das 
VerhSltoiss  Pfaff's  zu  Gauss  als  das  eines  Lehrers  ku  seinem 
Schüler  anzuerkennen:  er  bemuht  sich,  dasselbe,  als  ob  er  in 
Gauss'«  Namen  zu  sprechen  habe,  von  diesem  abzuwälzen. 
Wesentlich  ist  jedoch  hierbei,  dass  S.  Insofern  keine  Opposition 
macht  gegen  meine  Auffassung  und  Darstellung  des  erwähnten 
VerbSitnisses,  als  er  nicht  einen  andern  ausgezeichneten  Mathe- 
matiker aus  jener  Zeit  als  eigentlichen  und  hauptsächlichen  Leh- 
rer des  verstorbenen  Gauss  sulistituirt.  sondern  das,  worauf  es 
ankommt,  vollständig  ^ugleht. 

Als  Beweis  seiner  dessen  ohngeachtet  abweichenden  Ansicht 
Blicht  Herr  v.  Sartorius  besonders  hervorzuheben  die  Originali- 
tltt  der  Entdeckungen  und  neuen  Untersuchungen,  mit  »eichen 
Gftvss  die  Wissenschaft  fortwährend  erweitert  habe:  und  dase 
OatiAS  damals  schon,  als  er  nach  Helmstiidt  kam,  eigenlhOm- 
liebe  Forschungen  unternommen  habe.  Daraus  aber,  dass  Gauss 
md  Beendigung  seiner  academischen  iStudien  inGüttingen,  nacb- 
itm  «I  eine  Zeit  lang  in  Hraunschweig  wieder  sich  aufgehalten 
batte,  diesen  seinen  Wohnort  verliess  und  nochmals  eine  Univer- 
sität zu  besuchen  fiir  gut  fand,  daraus  wird  es  doch  glaublich, 
dass  Gauss  damals  ein  Bedürfniss  in  sich  spürte,  noch  mit  einem 
berrorrageuden ,  genialen  Matheniallker  sich  in  Verkehr  zu  setzen  t 
und  dtea  er  dazu  anstatt  G5ttingen  Belmstädt  wählte,  dies  be- 
weist doch  w«hl,  dass  er  zu  Pfaff's  Persünlicfakeit  und  xn  des- 
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«•D'  Bekaodlang  der  Wlsseoscbaft  ein  entschledeDes  Zuiraueo 
hegle.  Wäre  dies  nicht  der  Fall  gewesen,  so  würde  Gaois 
wohl  in  Braunschweig  geblieben  oder  nochmals  nach  Gottingen 
oder  nach  Halle  oder  auf  eine  andere  Universität  sich  begeben 
haben.  Pfaff  war  damals,  nachdem  sein  „Versuch  einer  neuen 
Summationsroethode'*  im  Jahre  1788  erschienen  war,  Verfasser 
der  im  Jahre  1797  bekannt  gemachten  Disquisitiones  Analyti- 
cae,  und  dass  Gauss  einige  Jahre  darauf  zu  Pfaff  nach  Helmstädt 
ging  und  in  dessen  Hause  wohnte,  macht  es  glaublich  und  er- 
klärlich, dass  er  Pfaff  in  literarischer  Hinsicht  als  sein  Muster 
und  Vorbild  gern  betrachten  wollte  und  dass  er  kein  Bedenken 
Irug,  durch  die  That  dies  auch  anzuerkennen  und  zu  gesteben. 

Wenn  aber  Herr  y.  Sartor  ins  S.  18.  seiner  Schrift  so  weit 
g^ht^  in  Hinsicht  der  Zeit,  wo  Gauss  im  Jahre  179Q  in  Helm- 
städt in  Pfaff 's  Hause  wohnte,  zu  behaupten:    „Dann  pflegten 

sie sich   über  mathematische  Gegenstände   ausführlich 

zu  unterhalten;  bei  solchem,  gegenseitigen  Gedankenaustausch 
glaubt  jedoch  Gauss  mehr  gegeben  als  empfangen  zu  haben*', 
so  muss  bei  einer  näheren  Betrachtung  der  thatsächlichen  Um- 
stände, welche,  bei  der  Gestaltung  des  äusseren,  sowie  des  gel- 
9tigen  Verhältnisses  beider  Gelehrten  obgewaltet  haben,  jedem 
Unbefangenen  es  einleuchtend  werden,  dass  die  gedachte  Andea* 
tung  des  Herrn  v.  S.  jedenfalls  eine  übelwollende  Uebertreibuog 
enthält  und  nur  aus  einer  von  ihm  unrichtig  aufgefassten  Aeosee- 
rang  des  verstorbenen  Gauss  erklärlich  wird. 

Wir  aber  unsererseits  finden  uns  nicht  ohne  grosses  und 
Schmerzliches  Bedauern  genüthigt,  als  unsere  Ueberzeugung  es  zu 
behaupten,  dass  diese' erwähnte  Aeusserung  des  Herrn  v.  Sar- 
torius  auf  eine  unwürdige  Weise  den  Werth  Pfaff's  als  Mathe- 
piatiker  überhaupt  und  insbesondere  in  seinem  Verhältnlss  zu 
G;auss  herabzusetzen  sucht. 

•  : ,,.  Wenn  auch  zugegeben  werden  muss,  dass  Gausses  mathe* 
matische  Entdeckungen  originell  und  ein  Product  seines  mathe- 
matischen Talentes  sind,  so  folgt  daraus  keinesweges,  dass  Pfaff 
nicht  al»  sein  Lehrer  zu  betrachten  sei,  dass  Gauss  nicht  des 
qm  zwölf  Jahre  älteren  Pfaff's  Nähe  aufgesucht  habe,  um  durch 
ihn  eine  höhere  wissenschaftliche  Anregung  zu  empfangen,  ^areb 
ihn  übfer  sich  selbst,  ü'ber  das  Maass  seiner  Fähigkelten,  seine« 
y^h^eüB  und  JBeiner  Leistungen  in's  Kläre  zu  kommen. 
<f  .  lnwief(^m  jedoch  In  der  Richtung  im  Ganzen,  in  welcher 
Gauss's  Forschungen  und  Entdeckungen  sieb  bewegt  haben ,  los^ 
besondere  in  der  stillschweigenden  Opposition  gegen  manche  von 
ihm  wohl  fiSr  verkehrt  gehaltene  Tendenzen  In  dem  literarisebea 
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Treiben  seiner  Zeit  ein  Eiiiflugs  der  damals  «tn|ii)rb]iihendeti  Fran- 
tüsischen  aiinlytischen  Schule  zu  Gndeii  sei,  liiwiel'ern  aber  Pfaff 
iti  der    damaligen  Zeit  unter   den  Matbcmatikern  in   Deutschland 
^'ene    Franziisische    analytische    Schule     reprüeenlirte    und ,    nach 
A.  i;.   Kästner's    doüh    im  Giinzen    noch  mehr   elementariscber 
Behandlung   der    mathematischen  Wissenschaften,    zu  seiner  Zelt 
als  der  erste  in  Deutschland  mit  der  neuen  Behandlung  mathema- 
tischer Untersuchungen  hervortrat  und  durch  die  Art,   wie  er  mit 
seinen    eigenthümlichen    Untersuchungen    unr]    mit   seinen    neuen 
Entdeckungen  auf  eine  ruhmiriirdige  Weise  unter  den  Deutschen 
als  iter  erste  seiner  Zeit  die  neue  Bahn  betrat,   sein  malbemati- 
*ches  Genie  l.eurkundele,  dies  werden  einsichtsvolle   Malhemali- 
Ifer  der  geschichtlichen  Wahrheit  gemäss  entscheiden  und  darüber 
Zeugniss  ^eben.     Es  irerden  unparteiische  Mathematiker  darüber 
TUtheilen,  inwiefern,  den  hier  erläuterten  historischen  Thatsacheu 
gemäss,    (lauss  nicht   nur  als  in  Pl'aff's   Schule  zur  Reife  ge- 
blieben, sondern  auch  als  aus  der  damals  in  Deutschland  durch  Pfaff 
Tepräsentirten  analytischen  Schule  bervorgegangen  zu  betrachten  sei. 
Wenn    wir   auch    einräumen,    dass    Uauss's    mathematische 
Entdeckungen    durchaus    originell    und   selliständig  sind ,    so  folgt 
^och  daraus  nicht,  dass  er  nicht  einen  Lehrer  gehabt  habe,  durch 
dessen  Unterricht  er  die  Kennlniss    der  bis  dahin    aulgefundener^ 
anatfaematischen    LehrsStie    und   Methoden    erlangt    habe,    durch 
«lessen  Einwirkung   er  den  Zustand  der  Wissenschaft,   die  Rjcli- 
«ung,  in  welcher  die  neuere  Mathematik  ihre  Forschrllte  maciite, 
Wie  Stufe  der  Entwickeluns;,  auf  welcher  die  mathematische  Pin- 
^uctivität  sich  bewegte,    kennen  zu  lernen  gesuclit  habe.    Wenn 
>vir  auch  zugeben,    dass  Gauss    aus  seinem   eigenen  mathemati- 
schen Genie,  aus  seiner  aus  sich  selbst  schaffenden  Ursprünglich- 
■teit  seine  wissenscliaftlicben  Leistungen   hervorgebracht  habe,  so 
tfolpt  doch  daraus  nicht,  dass  er  nicht  einen  Lehrer  gehabt  habe, 
Ann   dem  er  den  Beweis  des  Pythagoraischen  Lehrsatzes  gcJurnt 
labe,    dass  er   nicht  einen  Lehrer  (gehabt  habe,    von  dem  er  die 
Ueduction  der  Formel,  dass  (0  +  6)'*=  tt'  +  2o6  fA»,  gelernt  habe. 
XJnd  so  folgt  auch  aus  Gauss's  Originalität  nicht,    dass  er  nicht 
«inen  Lehrer  zu  finden  gewünscht  und  gesucht  habe,  durch  dessen 
vriasenscbafllichen  Umgang  ui)d  Unterricht    er  auf  die  Rühe  ge- 
lehrter Forschungen,   welche  die  Wissenschaft  zu  seiner  Zeit  er- 
reicht   hatte,    liingeführt  würde,   durch   dessen   wohlwollend  ein- 
gehendes Urtheil  über  ihn  selbst,  durch  dessen  Gedankenaustausch 
«r  das  Maass  der  Kräfte,  welches  die  Natur  in  seine,  des  Schü- 
lers geistige  Fähigkeiten  gelegt  habe,  zu   prüfen    und   kennen  zu 
en  in  den  Stand  gesetzt  würde.     Und  dass  für  Gauss,  nach- 
er  Kästners   academische  Vorlesungen  aU  Student  gehiirt 
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hntte,  ein  solcher  Lehrer  Pfaff  H;.r  und  vermlige  e.-iner  geistigeÜ 
Eigcnthiimlicblceit  vor  »Dtlerii  %\t  M\a  belahigt  war,  das  ist  i 
den  Matfiematikeni  eine  historisch  beglaubigte  bekannte  That*j 
»ache.  Dass  aber  Herr  v.  Sartoriua  diese  Thateache  leugnet*,' 
indem  er  absicbtiicb  die  Punkte,  ivorauf  es  dabei  ankommt,  auf) 
eine  verdrehte  Weise  darstellt,  ist  unverkennbar  aus  Eitelkeit  unT 
Anmaassung  herror^egaugen. 

Ein  Beweis  von  Pfaff'8  grosfartiger  Humanität  ist  es  jeden** 
falls,  dass  er  Gau»is,  nachdem  dieser,  obsehon  er  Brannschwel'' 
frischer  Lundes- Eingeborener  nar,  im  J.  I7tl8  in  Güttiiiget 
auf  einer  fretndeD  üiiivt^rsitfil,  seine  academit^chen  Studien  been-j 
digt  hatte,  auf  eine  wohlnpllende  Weise  bei  sich  und  in  seinent' 
Hause  aufnahm,  dass  er  ihm  dazu  behülflich  war,  als  absens  (wa» 
eigentiicb  gegen  die  strenge  academische  Observanz  war)  im  dai* 
anf  folgenden  Jahr  1799  seine  Promotion  glücklich  durch  zu  fiihreii.i 
Ga  ist  wohl  zu  vermnthen,  du^s  Kästner  oder  auch  andere  Gut«, 
tingische  Gelehrte  sieb  nicht  bereit  gezeigt  haben  h  iirden,  zu  i 
ats  den  Lehrern  ein  Verbültniss  anzunehmen,  bei  welchem 
SchGler  glauben  würde  mehr  zu  geben  als  zu  empfangen, 
nie  einen  Schüler,  tvelcher  solches  Verhallniss  würde  geltend  xfl 
Tjiachen  suchen,  wohl  nicht  neben  sieb  geduldet  haben  würdeih 
Wie  hätte  auch  für  den  Lehrer  ein  Verhaltnisa  befriedigend  seia 
können,  wenn  dieser  bStte  denken  können,  dass  der  Schüler,  seinA 
Vaterstadt  und  seinen  bisherigen  Wohnort  verlassend,  auch  difl 
von  ihm  bisher  Irequentirte  Universität  umgehend,  den 
Lehrer  aufsucht,  in  dem  Bewussisein,  einer  büheren  ivisseoschaftri 
liehen  Anregung  zu  bedürfen  sich  ihm  zuwendet,  dann  aber  daclj 
glaubt,  in  diesem  Verhaltnisa  zu  dorn  Lehrer  mehr  gegeben  al^ 
empfangen  zu  haben  und  in  solcher  Einbildung  sich  befugt  glaubV 
dem  Lehrer  es  abzustreiten,  dass  er  (der  Schüler)  jemals  seiCMf 
bedurft,  dass  er  jemals  seine  Lehre  verlangt,  dass  der  1 
jemals  sein  Lehrer  gewesen  sei. 

Wenn  nun  aber  Sartorius  S.  18.  seiner  Schrift  geraden 
sagt,  Gauss  sei  nach  Helmstädt  gekommen,  nicht  nro  dort  i 
studieren,  sondern  uni  die  dortige  Bibliothek  zu  benutzen,  ■• 
siebt  dies  (nach  dem,  was  wir  hier  irchon  eriirterl  haben)  einei 
unwahren  Entschuldigung  doch  gar  zu  ähnlich.  Der  wesentlich* 
Punkt  aber,  auf  den  es  dabei  ankommt,  i\elches  nehmllch  difl 
Motive  gewesen  seien,  wodurch  Gauss  bestimmt  wurde,  oichl 
nach  Göttingen  oder  nach  WolFenbÜttel  (ivas  doch,  besonders  lH< 
Hinsicht  der  daslgen  Bibliothek,  welche  damals,  wie  jetzt  wnt 
bedeutender,  reichhaltiger  und  berühmter  war  als  die  Helmstädtel 
Bibliothek,  ihm  viel  nSbet  gelegen  hätte)  oder  nach  Halle,  sondertt* 
genda  nach  Helmstädt  zu  geben,    dieser  Punkt  wird  durch  jeM* 


Ultrarlsrhcr  H,'.rirht  C\ll 


'   vvwahre    Enfschulilii^ung    tlurcliaus     nicht    beseitigt.      Wunderbar 

Jbleibt   es,    dass  GansH    in  HelmatSHi  gerade  in  Pfafr's  Hause 

fernhnen  wollte,   wenn  er  nach  Helmstedt  ging  nicht  um  PTarfs 

lallen,    nicht  um  in  HelniEtädt  zu  studieren,    eondern  um  die 

.  rtige  (und  zwar  die  Uelmstädter  und  nicht  die  Wulfen  bütteler) 

Bibliothek  zu  benutzen. 

Um  so  mehr  ist  eine  Ablehnnng  eines  erirähnten  Verhältnisses 
iwischen  beiden  Gelehrten  von  Seiten  des  Herrn  Sartorius  zu 
verwunderu  und  zu  bedauern,  daGauss  anderiveitig  die  entschie- 
denste Anerkennung  der  Hübe  zu  erlceimen  gegeben  hat,  welche 
Pfaff's  neue  ui»d  eigenthOmliche  Entdeckuns^en  in  der  höheren 
Analysis  erreicht  haben.  S.  sagt  selbst:  „Gauss  hat  zwar  in 
«ehr  anerkennender  Weise  Pfaffs  mathematisches  Talent  und 
sein  gründliches  Einirehen  in  die  Wissenschaft  verehrt"  u.s.  w. 

Aus  den  mannichfuchen  Aeusserunqen  Theils  von  Seiten 
zDeines  verewigten  Vaters,  Theils  von  Seilen  anderer  ausgezeich- 
neter mir  nahe  stehender  tielehrler,  durch  welche  in  meinem  Be- 
-^t-usatseiii  das  Verhältniss  meines  Vaters  zu  Gauss  als  das  des 
älteren  Freundes  und  Lehrers  sich  festgestellt  hat,  will  ich  nur 
S^ine  Thatsache  hier  erwähnen,  deren  ich  mich  aber  mit  vülliger 
Sicherheit  und  Zuverlässigkeit  erinnere.  In  den  Tagen,  als  im 
^pril  des  Jahres  1825  mein  Vater  mit  Tode  abgegangen  war,  kam 
-«inter  mehreren  [Jniversilätslehrern  auch  der  Hochverehrte,  selige 
August  Hermann  Niemeyer  (ohschon  mit  ihm  mein  Vater 
SEwar  in  entferntem  geselligen  Verkehr,  nicht  aber  in  nahem 
freundschaftlichen  Umgang  gestanden  hatte)  in  das  Haus  meiner 
JVliitter,  um  ihr  einen  Condolenz-Besuch  zu  machen.  Bei  diesem 
Besuch,  erinnere  ich  mich  deutlich  und  bestimmt,  dass  feiern  eye  r 
die  Worte  sprach:  „Gauss  war  auch  sein  (d.  h.  Pfaff's)  Sthü- 
1er."  In  Halle,  in  Niemeyer's  Nfihe  als  Lehrer  am  Pädagogium 
gekommen,  würde  als  dessen  Gewährsmann  in  dieser  Hinsicht  he 
«onders  Mollweide  zu  erwähnen  sein,  welcher  auch  in  jener 
Zeit  (zwischen  den  Jahren  1800  und  1803)  in  Helmstädt  unter 
Pfaffs  Leitung  dem  Studium  der  Mathematik  sich  gewidmet 
"  hstte  und  auf  Pfaffs  EnipTehlung  nach  Balle  an  das  Pädagogium 
prüfen  worden  ist.  Jedeofalls  hat  Niemeyer  durch  Moll- 
1  Mittbeilungen  eine  Bestätigung  der  gedachten  Notiz 
uss  erhallen,  welche  er  in  den  erwähnten  Worten  zu 
ifcennen  gab:  „Gauss  war  auch  sein  (d.  1.  Pfa  ff'a)  Schüler." 
Wie  ich  in  der  biographischen  Einleitung  zu  der  von  mir  her- 
isgegebenen  Briefs ammlung  meines  Vaters  angedeutet  habe, 
legte  Pfaff  seil  den  frühesten  Zeiten  seiner  academisehen  Wirk- 
VMinkeit,  wie  in  Halle  so  auch  schon  in  HelnistSdt  ausser  den  ei- 
gentlichen Universitäts- Vorlesungen  noch   besoiideis  privaliasiDiä 


jrbar 


■  6tt  iL 


teMftr  aMf 


•auef  iMo«rapw<e  kimb  envabut  Kanlea.  I 
iebiM*«  Gekwte,  wefebe  aU  (»cbtige  Slalfc« 
s  CsiTcnifitc«  md  Gvnnasieii  nacbnals  ndi 
ett.   köBBtea   wir   bin  nabnhaft  madivn.    Md 


Baue  «-  >w  imtfaratea  Hwdera,  ■■hea— J«ji;  us  BMslud 
so  wie  au  aOn  TheS««  P«wtocfcUiri«,  jähere  UatfceBatik»r  «J 
Pfaft  wie  &vb«r  oach  Hduetidt  m  ueh  mcA  Halle  kaa«..  m 
ia  Micken  pmtüaaüiüs.  4.  h.  Verieangea  in  engsten  Kreise,  d^dl 
ihn  zua  «geaee  Stndian  4er  Hatbewatik  angeleitet  xm  w«r('  — 
dies  U(  ia  mäa^  Bio-rapUe  cdMa  enväbat  wardea  Hehi 
mIm-  aaageaeiebfM««  Gelebrie,  wd  -^  .  -  .  ..  ..  - 
als  Lehrer  a 

^etuaciit  habea,   _  ._.  ,. 

PTirr  eiae  selcbe  Verlesng  ;t«^lle«  bat,    hbc]   v 

lebhaftesten  Web^efalea  der  beilsuaea  Aareease  ;__ 
welcbe  dnrcfa  ein  Verblltaiss,  an  das  der  näbere 
(TiB^aog  mit  Pfaff  ^eh  [rieht  an^ckl»ss,  ihoen  i 

Oass  mein  Terewi^er  Vater  «fi  solches  colL 
nun  aber   faübere   Uatbenatik  io  Hebastädt   für   Uasas   i 
hat,   ist  mir  ans  den  Enähluagen  meines  Vaters  sowie  aa>  ki 
geotlicben   Mittheilan^en  anderer   mir   befreandeler   Gelehrter 
feststehende   Thatsache   im   Gediefalnisa   geLlieben.     Ich    kann  ~i 
nicht  fSr  «lanbltcb    halten,    da^s   Uanss   sesen   Sarlorius  eW  ■ 
hierroD   abnekhende,   dieses  L'mrtand   lev^nende   Mitdieiluie  je- 
mals  gemacht  haben  sallte. 

HeldruDgeo  in  ThüringeD  den  2.  Norember  1^^56. 

Dr.  Carl  Pf.ft 
Nachschrift    des    Heraussebers. 

!■  meioer  in  Literaciaclien  Ber.  \r.  CIV.  S.  L  ab-drackteo  Ab- 
■Hgc  derScfarifl  dei  Herrn  t.  Sarin rin«  nberGaiiai  habe  Ich  reiul, 
4k.  die*e  hiitorische  SLitzc  d«<  g"u™  VeibUd.««.  duwIiX 
HiBgebani;  and  Wäriqa  dt*  Gefühl«,  mil  «cicher  «ie  ^escbriel>«a ,  jedei 
fohlende  Ifen  ergreifen  lODMe,  und  habe  dinrlbe.  nii  ■■B4rn<blidier 
Uiddealnn^  daraaf,  dau  duria  nur  da  allECneine«  Bild  des  nnierseuli- 
chen  Manne*  entworfen,  nichl  »eine  wiueniebaflücbrn  tlotdecknaeen  rt- 
«hildeft  werden  xilltea,  den  Lesern  de*  :lrrhit>  aus  Ü«lier»eo™,  inr 
Beaehlnng  empfohlen.  Die  da«  Verhällniaa  Ton  J.  F.  Pfaff  m  Ganti 
bei  dea  lelileren  Anfenlhaltc  in  Heltnatädt  betreflmde  Stelle  faal  Bi«L 
als  ieli  die  Schrift  las.  freilich  anch  lehr  nnan^eüebm  berühr^ 
Dsd  zwar  Batörlich  nm  (o  mehr,  weil  dieLeaer  de*  ArchiTt  aas  den  frtberäl 
Bänden  dietei  Zeitschrift  ^iüb  g^wis*  nucfa  erinnern  werden,  wio  lebl 
TOB  luir  »eibit  J-  F.  Pfaff  lerchrt  wird,  und  wie  Tiel  irfa  deawetbea 
«I«  Schäkr  Terdantc.  Irh  belrachlete  aber  jene  Stelle  damal^  cb«B  th 
an«  dem  nngemein  warmen  Gefähl  för  Ganas  und  den  aoefc 
^ani  frii':hen  ond  lebhaften  Eindrucke  Ton  dem  croaieri  1 
Verln.le,  den  durch  seinen  Tod  die  Ki»ea.chaf(  crliltel,|l| 
unter  welcbein  die  Schrift  geichrieben.  herTorgegan^en .  and  hielt  mu 
daher  aach,  uro  den  wohlthuenden  Eindruck,  den  die  Schrift  im  GauM  f 


R  Stelle 


irh  g. 
für  daa  Beste,    äbei 
mehr,  weil  man,  wenn  ich 
wi*i  enlgej^nel  haben  trnrde ,    dam 
baldT  Männer  nicht  näher  bekannt 
g'j[wi.nB«i    gl 


icht    , 


:h   uhet  diei 


t  and  xn  trnbai^  J 
und  zwar  n 
■  hätte,  mi 
inlen  Verhälln^ 
irh  anth  inzuMlü 
■ein  wurde.  Lm  «o  lieher  in  es  mir  «her  jcM 
w-..  -^.  .-...  ^-J  beiden  Sühnen  de«  seeligen  Pfaff  noch  lebende  ww- 
dige  Snhn  dei.elben.  Herr  Dr.  Carl  Pfaff  in  Heldrnn»-..»  Sbr 
jcaea  Verhältnii»  in  den  obigen,  vnn  mir  gern  in  das  Archtr 
•atnen  Zeilen  nähere  Anfklärung  gegeben  hat. 


i  Ui^rarheker  BeHoki  €Vllk 

«opbum  doniini  Iniperatoris.  —  De  auibus  emendU 
secundnnn  proportionem  datam.  ~  De  eodem.  —  Item 
de  auibus.  —  De  compositione  pertagonj  equilateri  in 
triangaliim  equicrurutn  datum.  —  Metbodus  alias  sol- 
uendi  siniiles  questiones.  —  Inventio  unde  procedat 
inueiitio  siiprascripta. 

Die  zweite  Scbrift  ist  überschrieben :  Inclplt  Über  quadra- 
toruin  composituB  h  leonardo  pisano.  Anni.  IS.CC.XXT. 

und  entbält  folgende  Unterabtbeilungen :  Hec  qaestio  predicta 
In  proIo|e  .librl  t^iiius.  .f—.  .^Q^cütio. ^ii|i1^i^  |)r^po8ita  a 
roagistro  Tbeodoro  doniini  iraperatoris  phylosopho.  — • 

Ganz  besonders  macben  =wk  aiich  noch   auf  die  Vorrede  su 
dieser    buchst   verdienstlichen   Schrift   des  Herrn   Baldassarre 
Boncompagnl  aufmerksam,    die,    mit  der  grössten  Cielehrsam- 
keit  geschrieben,    eine   ungemein  grosse  Anzahl   der  wichtigsten 
und  intiBvessantest^A  literlMischen  tiiid  bis toi4sch^  Ifo<fzeii  ^enthält 
W|r  bedauern  imvier  lebhaft,  dass  die  Natur  unserer  literariiicheB 
Berichte  uns  gebietet,  auch  bei  so  wichtigen   und   interessanten 
iSe^rlften^    wie  die  vorliegende,    uns  mit  blossen  Inbaltsanz^igen 
begnügen   und .  nicht  näher  auf  deren   Gegenstand    eingeben    zu 
können.    Was  die  vorliegende  Schrift  des  Leonardo  von  Pika 
i«al>«solidere  betrifft,   so  würden  wir  eine  deatscbe  BoMtMlInng 
4er  in  derselben  enthaltenen  Aufgaben,    natOrlicb  mit  Jbasfiii* 
Aerer    Rficksicht   auf  die   gleich   nachher   angezeigte 
Soh'fU't .'des  Herrn  *Aagelo  Genocchi«   im  Geiste  und  fSr 
di«  ZwMke  der   neueren  Algebra,   «ucb  aum  Gebrauche  in  der 
äokule»  für  verdienstlich  halten,  und  wurden  zu  einer  sokben  im 
äunchive  zm  vereffentlich enden  Arbeit,   zu  der  uns  selbst  hiarei* 
«hbiide  Zeit  Md  Masse  fehlte   mit  dem  grössten   Vergnügen  ein 
ExMiplar  der  in  Deutschland  wohl  nicht  leicht  zu  habeodefty  so 
sehi  verdienstlichen  Schrift  des  Herrn   Baldassarre  Boncon« 
^^•a^«.|  verabfolgen,    wenn  uns  ein    desfallsiger  Wunsch  naf^a> 
eichen  werden  sollte.    Wir  halten  dergleichen  Ajbeiteer-ttr  ver- 
dji^eastUcher,  als  manche  andere,  in  verschiedenen  Schriften  jetzt 
uns  zu  Gesicht  kommende,   und  nidcbten  gern  zur  Untemelunang 
4eiae)|»en   aufmuntern.     Das  Archiv  wird    denselben  bereitwillig 
Bfiwß  Spalten  Offnen. 

Sofira  tr6  scritti  inediti  di  Leonardo  Pis'ano  ^ab- 
bjioati  4&  B^ld^^si^ri'®  Boncompagnl.  Note  ia'n^ntlche 
ii  A^gelo  G^nocchi.    Rotna.    1855.    8. 

p9r  a^  J¥b4^  d^c   vochergebenden  A^n^ige  x^-wn^m^gß^. 


UteraHMCker  dericiU  CViiL  S 

4|wqcli«iie  WunMb  iM  9St  ItaKo»  allerdingssoboit  int^MUgesfeidM- 
Mkür  W«ise  darcb  die  vorfierfpalMiide  treffiklM  Aftlirin  des-fHea^ 
Aliftlo  Geoeechi  erfiMIt  worden,  ivelche  als  eie  Mkr:  eeiiOoer 
CumieelBr  la  den  voe  Herrn  üaldassarre  Be^ncdmpiigJM 
iteiilffeiitlicbtei)  Schriften  del»  Leohardo  t«b  Pj(ia  wm  bedradb* 
tao  iet.  Dies  Irtnderl  aber  aiebt,  jenen  Wunddi  in  Beilabveg 
»ttf  Uealacblani  hier  lieobniaiä  eu-  viederflolen,  ilad  awäriNarve 
ndir»  weil  eins  eben  diese  Schrift  Tba  Hctrrn  Ahgelo  G^nobfeW 
flbemeugt  bat^  ^sXt  gerecjitfertigt  dieser  Wunaeh  i^ .und  .««)••  <i49f- 
ie«  Nnteen  dW  gevpöasrhte  deutsche  Bearbeitung  deti  vielfach  kii- 
feressanten  und  lehrreichen  Probleme  unserem  Schulunterrichte 
bHtigen  v^drdfe ,  ifobei  es  sich  von  seihat  versteht,  dass  eine  solche 
deutiiefae  Beaibeitun^  durch  die  Schrift  des  Herrn t  A:.^  Geaöcehi 
%Ax  weaentlicb  unterstQtat  und  erleichtert  weirdeil  vi2rli<^s:'  W^br 
dem  wir  auf  dies^  Weiciö  die  Tendti»  dieser  Schrift. mk  Aiig*- 
«teintii  deutMcb  genug  beiBeiebnet  zu  haben  glauben^  ierUuben  «ir 
«m  ipoeh  in  Kurzem  derea  Inhalt  etwas  genaiu^r  iiiia#geNeB.: 
1.  Nach  einer  mehr  im  Allgemeinen  gehaltenen  Binleitafig  Über  die 
F|o|(  Leonardi  BigqUi  pisani  etc.  werden  die  folgenden  Auf- 
gatt^n  im  Sinne  der  neueren  Algebra  behandelt:  1^.  Oa.tvibQß 
boQiinibus  pec,uniajn  qommunem  babentibus^  V.y  Pp 
<|iiiQ()ue  numerus  reperiendis. ex  pxopoftio()lb^^^f^^Vl|f* 
S^t.be  quatuor  hopiinibus  et  bursa  ab  ^^S;  iapei;ta» 
qnestio  notabilis.  4^.  De  eadeni  re.  5<^.  Super  in v^iiiipp 
Bern  trium  numerorum.  6^.  De  quatuor  bominibus  bi- 
itntlos  hAhentibus.  7^.  De  quatuor  bominibus  qui  in- 
▼enarunt  bizantios.  8^.  Questio  siniills  suprä^drlplf^  dfe 
tribvs  bominibus.  —  H.  1?.  De  ayibus  ejnendis  sc^cun- 
dtim  dataro  pro^ortSonem.  2^.  De  eodero.  3^.  Item  de 
aVibtos.  4<^.  Aves  15  pro  denarlis  16.  5^.  A^lani  |i'u1i}B- 
■odl-  propoham  questionem.  6^.  Item  passeres.' —  lO« 
Iiibr«  de  'qaadrati.  R  Trovar  due  quadratl  la  somifia 
dai'qoall  sia  un  quadrato.  2^«  Altro  prinoipio  che  serve 
tsciagliere  lo  etesso  problema.  3".  Demo«titaaione  dal 
prinoipio.  ofa  riferito.  4^  Altre  soluzione  dell  -eq«ä- 
lione  or* -1-9^  =  2^9  tolta  dal  deciroe  Libro  delia  Geem«- 
tria  d'Euclide.  5^.  Demostrazione  del  principio  esposto 
al  num.  P«  6^.  Data  una  soiuzione  dell  'equazione 
ar'-|.y«  =  a*,  trovarne  un  'altra.  7^.  Teoremi  sopraiamol- 
tiplicita  degli  spezaamenti  d'un  prodotto  in  quadrati. 
B^.  Le  formole  del' nümero  precedente  conducono  ad 
H^remaniere  4i  soioglier  requazioiiea;*^^^^^^^  ^^  Data 
Dn^  aoInzi^QQe  :K=^g,  y=^d  dell  'equai^iouf  :^^-|*y^>=?^» 
da^je^pti  ii"  pumffro  non  quadrato,  trofarn,9:^iii,'a|tra. 


4  UtermrUeher  Bertcki  C^Iil. 

10<iAo»»aidella  progressione  ffatvrl^e  4e  'nitfroepi  q«a- 

4cAiL-^  HT^iTe^iica  dei  ccm^mL'  E«  frttrdeixu  woit  ffllweB, 

mos- eiBander  sa  8«tzeD,    was  hier  miter  ,»cotigr«i^  verstanden 

wird; :  wir  kGanen  aber  deii  Lesern  die  Versickerung  gdben,  dk»« 

dieei^^Tbeilder  Scbrift  des  Herrn  A.  Genocchi  ai^  den  inler^ 

esaäBteatbn  igebOrt    ~    V.  %«tetloB^   dHreiile  fmtona»   ml 

■iMirii  -qwadratL    Risolvere  Tegualita  daptteata  sfl-^üc 

'^J^y  j^^-^tfsi*.  -^  Risolvere   l'egoaiita   duplicata   pin 

genarale.  o^^-f'n^^^^»    j:«— ma?=s±2«.  —  Differense  ti^lte 

aerie  dt  oemeri  quadratt.  —  Risolvere  reqnasione  In- 

!  ■        •  b 

d^termioata  2*  — y*=:-(y*— ar*),  —  Render  e^uali  a  nu- 

nlerl'qaadrati  le  n  —  1  somme  ätj^+j^*,  ai*+ara*+Äi*,...., 
^^-f ^2^-f**-*-!*^«**  —  Questio  mihi  propoaif &  a  Magiatro 
Thle'odöro  domini  imperatoris  philosopbo.  -^  AuflSaang 
d«r'G.lelchnngen  a:  +  y  +  «+^^=s<*,  ^  +  3r+«+^  +  Jf*=i^» 
*+y+s  +  j:*  +  y* +  2*  =  ©*.  —  Lemmi  che  occorrono  per 
1«  soluziotie  della  questlon  precedente. 

Die  Leser  werden  aus  dieser  ziemlich  ausftArlichen  Inhalts- 
aqzeige  ersehen «  wie  vieles  Interessante  in  dieser  für  die  Alge- 
bra tind  deren  Geschichte  wichtigen  Schrift  enthalten  ist,  und  ge- 
w1^  unserem  obigien  Wunsche «  dass  eine  deutsche  Bearbeitung« 
mit  HCcksicht  auf  den  Schulgebrauch ,  unternommen  werden  mSge, 
bi^istimmen. 

.,    (^.i^nz  verwandten  Inhalts  ist  die  folgende»  ebenfalls  sehr  em- 
pfeblungswerthe  Schrift: 

Intorno  ad  aicuni  problemi  trattati  da  Leonardo 
Pisano  nel  suo  über  quadratorum,  brani  di  littere  dal 
Sig*  Angelo  Genocchi  a  D.  Baldassarre  Boncompagni. 
Roma.  1855.    8. 

Da  diese  Schrift  mit  der  vorhergehenden  in  naher  Verbindobg 
ateht»  vielbch  auf  dieselbe  Bezug  nimmt  und  sieh  weiter  Ober 
die,  besprochenen  Gegenstände  äussert,  so  muss  hier  noch  ganz 
beaeoders  auf  dieselbe  hingewiesen  werden. 


Arithmetik. 

Theorie  der  Determinanten  und  ihre  hauptaftch- 
liehaten  Anwendungen  von  Dr.  Francesco  Brioacbi, 
•rdentiiebem  Profesaor  der  angewandten  Matbamatik 


UUrurUelm  BtridU  CVÜL  tl 

aiOMAer  DniversitSt  to'  Pavift. '  Aa»  den  itAli««i8cll^« 
"^kareetat.    Mit  •inen  Verwerte  Ton  Professor  8cbelh 
-l^af^h.^    Beriio«    (Daneker  omd  Honblöt)    18ß&    i. 

Die  'f  heorie  der  GroasenformeD,  welche  mao  to  versohiede» 
Den.  Geatalteo  aoter  dem  Maoien  DeterminiMitefi  ii|  die  Apalyaia 
eingeführt  hiU^  ist  ein  Instrument  der,  aoalytiachen  .UntersiichiHig» 
dessen  grosse  Wicbtigiceit  wir  uicht  be^er  und  kCInser  als  Ue^ 
Professor  Schellbach  in  st^inem  Vorwort  zu  bezeichnen  wflss- 
ten,  dass  dasselbe  nSmlich  den  Mathematikern  das  Mittet  dar- 
biete» „ganze  Reihen  von  Begriffen  und  Gedanken  auf  einmal  tp 
Ihre  Operationen  einzuführen.'^  Wegen  der  grossen  'Wiclittg^ 
keit  dieser  Theorie  haben  wir  schon  längst  die  Absiebt  gehabt, 
naeb  und  nach  eine  Darstellung  derselben  nach  ihrem  tieaesten 
Zustande  in  dem  Archive  zu  liefern,  wozu  uns  schon  ^oe  zteHn^ 
lieb  grosse  Anzahl  von  Vorarbeiten  zu  Gebote  steht.  Wenn  wtr 
nun' hier  unumwunden  eAI&ten,  dass  wir  diese  Arbelt,  als  j0tkt 
nicht  mehr  nSthlg,  nicht  liefern  werden,  so  sprechen  wir  dadoreb 
zugleich  aus,  wie  sehr  wir  fiberzeugt  sind,  dass  durch  die  voK 
liegende  buchst  verdieostliebe  Uebersetzung  des  trefflichen  Wer» 
kes.  Briosehi's  dem  Bedurfniss  vollständig  abgebolleii  ist,  md 
filr  wie  zeitgemäss  wir  dieselbe  in  jeder  Beziehuag  halten.  Wie 
wir  fatSren,  ist  Herr  Oberlehrer  Bertram  in,  Berlin  der  Heraus* 
geber  dieser  allen  Anforderungen  an  eitle  solche  Arbeit  voilkoni* 
nbn  entsprechenden  Debersetzung«  dem  wir  daher  fSr  dieselbe 
oaseren  aufrichtigsten  Dank  zollen,  %q  wie  auch  namentKcb  Heim 
Professor  Schellbach,  der  doch  gewiss  mit  die  Veranlansnng 
ZQ  derselben  gegeben  und*  dadurch  ge^Eeigt  hat,  wie  richtig  i|r 
das*  Bedfirfniss,  dem  durch  diese  Uebersetzung  in  so  ausgeselqh- 
neter  Weise  entsprochen  wird,  zu  wHvdigen  verstand.  Die  Wioh- 
tigkeit  der  Schrift,  die  wir  zur  allgemeinsten  und  sorgfliltigslen 
Beachtung  dringend  empfehlen,  veranlasst  uns,  ihren  Inhalt,  so 
wie  folgt,  vollständig  anzogeben.  §.  1.  Definitionen  und  Bezeich- 
Dongen.  §.^2.  Bildnngsgesetz  der  Determinanten.  $.  3.  Allgemeine 
Eigenschaften  der  Determinante^.  §.  4.  Von  der  AnflOsnng  der 
Kneären    algebraischen    Gleichungen  ^.     §•  5.   Multiplication    der 


*)  In  der  Vorrede  bemerkt  Herr  ßrioschl  ganz  mit  Recht,  dlfu  «U 
der  erste  Anfang  der  Theorie  der  Determinanten  die  von  Crameir-  und 
Bezont  gegebenen  Kegeln  znr  Anflösnng  'der  linearen  alge)>rBi8chea  Glei- 
chnngen  zn  betrachten  sind,  und  schenkt  auch  den  bekannten  ArbeitcJn "von 
Yandermonde,  Laplace  u  s.w.  die  verdiente  Beachtorig»  '  Da  dlks 
Klngel'sche  mathematische  Würterbnch,  in  denen  Sapplemeii- 
ien    im    Artikel    EliminatioB  auch   der   Herausgeber  des   Ardiits  eliitn 


ii  Uiernr Ucker  HwrlcAl  CM  IL 

UeleruiiiiMilaii  und  derM  Erhebung'  zu  Pateozeu.  |«  &  Detersi- 
nftnt6H«iit  reciprokeii  Elwnienten  oder  DeterniusBlen  itORDetAr* 
minaDteoL  $«  ?.•  Von  Eigeescbarten  der  üoterdetenninaiiCen.  §•  a 
Von  den  fiberschlagenen  und  symmetrischen  Determinanten,  jw  9. 
VÄd  den  Determibanten  der  Wui'zeln  der  alsrebralecheto  Gileidhun- 
g«f^  und  deh  Determinanten  d^r  partikullren  Integrale  der  RirfeAreÄ 
Offferentialgleichuhgen.  §.  10.  Von  den  Funetional-Determinahten. 
f.  11. '  19  e  8  s  e  *  8  Determinante. 

Wir  empfehlen  diese  ausgezeichnete  Debersetzung  des  schS« 
neu  Werks  des  trefflichen  Brie  sohl  nochmals  zpr  sorgßttigsteD 
oeachtung  aus  vollkommener  (Jeberzeuguog.  G«' 

Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispielen  ftus  der 
b^aen.dereqi  und  aligemeinen  Arithmetik»  so  wie  aae 
d^r  Lehre  von  den  Gleichuugeu  oder  Aigebra...  Vqh 
4<l,be.pt  Diiiing,  Dr.  pbil.  und  Gymnasialiebier  ^u.MQblr 
lii^uaent  Braunsebweig  (CA.  Schwetscbke.uo^d  Sobiu 
ML  Brubn.)    1857.    a 

l>lese  Aufgabensammlting  unterseheidet  sich  von  dien  meivteli 
ihter  Sehwestem  dadurch,  dass  sie  die  gemeine  und  allgetneiiMB 
AHthmetik  und  die  Algebra  in  gleicher  Weise  berüdceicbtift. 
Dieselbe  enthält  einen  sehr  grossen  Reiehthum  von  Aufgaböiy 
nanentlicb  auch  in  der  Bucbstabenrecbnung,  gegen  deren  Zweek- 
ratUnsigkelt,  so  weit  sich  aus  einer  blossen  Aiisiclit»  ohne  das 
Buch  eelbst  längere  Zeit  gebraucht  zu  haben,  wonach  bei  einem 
Milehen  Bache  erst  ein  wirklich  gflitiges  Urtbeii  geföllt  werden 
kann,  artheilen  lässt,  wir  im  Allgemeinen  dorckans  nichte  gu  er- 
innern wOssten.  Wir  glauben  daher  keinen  Anstand  nebnen  au 
dGrftm,  das  Buch  als  ein  zweckmlissiges  Hülfsmittel  beim  Unter- 
richte SU  empfehlen. 


■  *»  »■■■■■■     ■■■ 


c&gvAih^Uelieii  Beweis  der  in  Rede  «tekenden  Hageln  gegeben  hiit,  JLa 
llftlien  Aiolit  #ehr  bekaaal  eein  dürfte,  ho  darf  eich  der  «ntorzeichaete  Her- 
ailtgeber  -mdü.  erlatibea,  bei  dieser  Gelegenheit  an  jenen  «von  ihm  gegebt- 
*il«n  Bewei«  zu  erinnern,  nnd  zwar  um  so  nielir,  weil  derselbe  ini  den  mei- 
sten der  Torzüglichsten  deutschen  Lehrbücher  der  Algebra  und  algebraischen 
Analysis  Aufnahme  gefunden  hat,  wie  man  z.  B.  in  den  durch  wahre  matke- 
matiache  Strenge  ausgezeichneten  ^  und  bei  dieser  Gelegenheit  Ton  Neneai 
Empfehlung  Teedienenden  Gruudzügen  der  algebraischen  Analytli 
TOn  Dr.  J.  Dienger,  Professor  der  Mathematik  an  der  poly- 
ifcKnl»ch«n  Schule  zu  Karlsruhe,  Karlsruhe,  1851«  8.  S.  9M 
•^S.,907.  und  dem  L/^hrbnoh  der  allgemeinen  ArMhmetik  Ton 
jl«  IL  1\  Müller.  Halle  1838.  S.  329— S.  335.,  so  wie  an  anderen  Or{eo, 
itken  kann«,  .      •    ^' 


'      '©.eoinetrlei    '       ';•' '  '  ■'  /  ■ 

4u€frore  F.'j&  H.  ScbW'arz  (Aliba^dlaiigen-id^^  nAtotf'vi^l^M 
*ci«iB€liaftLfGhen  Vereins  fQr  Svoliseii^iahd  TbflTivg^n 
«ii:U^Me  Vol.  1.).    «aroliaL    •oM.elmawil.^  KM' 1<».  i ;  *  r. 


^vizeigen,  indem  wir  uns  mit  der  folgenden  Angabe  der  Üeber- 
Schriften  der  einzelnen  Paragrapben  begnügen  müssen:  §.  1.  De 
^equatioiie  curvae  n'*  ordinis  universali.  §.  2.  De  punctis  niulti« 
l^licibus  pauca.  §.  3.  De  tofitact»  s^cqiidi  ordinis.  §.  4.  De  con- 
tactu  tertii  ordinis.  §.  5.  De  singulari  aequationis  n<^  dimensio- 
nitt  ttraaefemiatiwie.  ^  6.  Da  ^lexim  «ontraoli-  panctis,  i|bae  curvia 
i^rUi  «rdinis  isaunt.  §.7.  Altena  Pläcii«»  .tbedtematfe  ^HtkoiH 
sirätlo.  4-^  Thevramata  de  eurvis.  tertii  >et  cujus  libet  ordinM 
demonslratio.  .         .  •    .      .  u'-.^il.i.  ■> 

Die  Leser  werden  Meraus  scbon  ^ri  Cjeisty  \n  «rdfdifelrf  ^iüse 
•Scbnft .gebalten  isl,  biareiehend  erk,ennep,  um^  Jeder^  i^'sieh 
ftir  aolcb^  ganz  allgemeine  UntersucbiHigf.fi  und.iS^txe  intec^fqi|;tt 
K^ird -dieaelbe  niebt  obne  ßelebrufig  aqs  d^r  Ban^.legfim.    i        / 
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''  Bar  Jahrgaiüg  18tt7  des  Kalienders  fdr  alte  S^Siftd«,  H^fi. 

^Misgagiebeii  va«i  flemi  DIrector  v.L litte w  in  W<l^*n,'tiüf'H^9sM 

«n  tiiehrCMter  Beziehung  intereasamteti  \itiil  lefin^eicfh^n  fffbiAt  irlt 

^(ihoa  Öfters  In  diesen  iltcTarlse(ie»'B«riditen:  (tti.s;  z:  B.Nr.XCV. 

S.-60  aufmerksam  gemacht  haben,  entbült  v^ieder  eiiveti  recht  rt^r- 

^ieäadichen  Aufsatz:    ,»Ueber    die   neuesten   Föi-bcbtht-»' 

-^ec  A8t«oammi«*S   der  geifissermassen  ats  ^he  FettireftÄütii} 

^ter  in  d«D  fritfiereii  JirfyrgSngeri  gelieferten  Aiiftätzet    „Vebfe? 

idiifr  F'ovtscbvitte  >dsr   As-tre'acnnle    In   dem    Mitten'  D^ 

ceoiiisim'^  beilracbtoet  vmpden  tean.    Sie  OegetisfUnde,  'idU  \leneH 

«Bobidiescr  Asfaatz  4n  Mirrei<4ier  Weise  beschÄftlgt,  sintt  'dfe^t^ 

^Mdens    ^^Dufrebme'M^tr  und  Massen  ^d er  Aät^re^rtt^nl^Ji 

Sai^lit   Abb  Repttim;   —    -Kom-etea.    ^^  V'e^r*«'*ei"rt^h^ 

;Stern«e.  -^  Che»ohifrc4i1e  der  4»eeb«ehti^H>di6'ti- Aätrb'tobml^: 

<9<aeii  IL  fivaat  filsto^y  of  p^hy^i^cat' A^ft^HÄ'itty.')**  ^ 

Als  übib^a^eiitUUtii«»  ilMlMAt:  cfiM  oberaas -i^laffinfflg^^  „TJ^b*'!»- 

sicht  dsis  'Ä#n*Ä'#irByatewiB'»  ^«alär  den  fietMit*  AfttMJMig^Wj 


8  Utarmhulur  BerMU  cVliL 

»»Asteroiden"  and  »»Elenente  ftänoit lieber  Planetea- 
bahnen",  eine  Uebentieht,  die  in  soleber  Voll«tindigkeit  nd 
is  dem  nevecien  Zeetaode  der  Wieseoeebaft  eo  retlbeMinen  est- 
eprecbender  Weise  io  diesem  Asgeeblicke  scbiterlicfa  an  irgend 
enwm  anderen  Orte  ansntreien  s$ein  mucbte.  MSge  daher  das 
anspmebsloee  Bucblem,  dntcb  dessen  Heransgabe  sieb  aber  jedea- 
falls  Herr  v.  Littrow  fortwihrend  ein  anerfcennungswertbes  Ver- 
dienst nm  die  Verbreitung  der  Resoltate  der  berrlicbsten  der 
Wissensebaften  unter  einem  grusseren  Publikum  erwvbt»  aucb  in 
seinem  neuesten  Jabrgange  die  nobl  verdiente  Beachtung  finden. 


iV  a  u  t  i  k. 

Guida  allo  studio  dell*  Astronomia  naatica  del  Dr. 
F.  Sebaaby  Professore  di  Astronomia  naatica  oelT  L 
R.  Accademia  di  eommercio  e  uautica  e  nelT  1.  R.  Ac- 
cademia  della  marina,  Direttore  delT  L  R.  oeservate* 
rio  astroDomico  in  Trieste.    Trieste.  1866.    8. 

Wir  haben  im  Literar.  Ber.  Kr.  LXXXV.  S.  I.  auf  die 
grosse  VorzCfglicbkeit  und  Zweckmässigkeit  des  Leitfadens  für 
den  Unterricht  in  der  nautischen  Astronomie  Ton  Hem 
Professor  Dr.  Schanb  in  Triest  aufmerksam  gemacht  und  das 
Buch  namentlich  auch  seiner  Deutlichkeit  und  strengen  Wissen- 
schaftlichkeit wegen  allen  nautischen  Lehranstalten  empfohleD. 
Ein  deutlicher  Beweis  für  die  Richtigkeit  unsers  Urtheils  wird 
jetzt  dadurch  gelieCert,  dass  von  dem  Buche  unter  obigem  Titel 
so  eben  eine  italienische  Uebersetzuug  veranstaltet  worden  ist,  die 
wir  daher  auch  hier  kurz  anzuzeigen  für  unsere  Pflicht  halten, 
und  zwar  um  so  mehr,  weil  diese  Uebersetzung  auch  einige  Zu- 
sätze erhalten  hat,  über  die  wir  Folgendes  bemerken.  Zuerst 
ist  die  „Mitternachtsverbesserung''  beigefugt  worden :  dann 
die  von  Herrn  Dr.  Bremiker  in  Berlin  im  astronomischen  Jahr- 
buche fOr  1857  gegebene  Formel  für  Monddistanzen,  welche 
eine  bequeme  Anwendung  gestattet,  wenn  der  Höhenunterschied 
der  beiden  Gestirne  sehr  klein  ist;  endlich  eine  Modification 
der  Littrow'schen  Methode  zur  Auffindung  der  Breite 
und  Zeit  durch  zwei  Hüben  ausser  dem  Meridiane, 
welche  auch  deutsch  in  der  österreichischen  Marine  -  Zeitsehr'id 
abgedruckt  ist  und  hier  zu  besonderer  Beachtung  empfohlen  wird, 
so  wie  wir  denn  überhaupt  diese  italienische  Uebersetzung  des 
seinem  Zwecke  in  ausgezeichneter  Weise  entsprechenden  Buchs 
der  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  für  sehr  werth  halten. 
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